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Introduction

Au cours de ces derniéres années, certains probabilistes ont introduit une nouvelle
notion plus générale que les martingales a savoir, les martingales a la limite.

Les martingales a la limite ont été introduites pour la premiere fois par Mucci
dans [15], [16] (1973-1976) comme une extension non triviale et importante des mar-
tingales. Edgar et Sucheston se sont intéressés a ces extensions en publiant en 1977
dans [9] un travail sur les processus aléatoires amarts et martingales a la limite ou
il ont démontré que tout amart est une martingale a la limite. En 1985 dans [17]
Talagrand a étudié les pramarts et les mils. Des notions plus générales que les mar-
tingales. Ou tout pramart est une martingale a la limite et toute martingale a la limite
est un mil. Cela pose naturellement la question de savoir si cette théorie peut étre
construite autour du concept des martingales a la limite. L’idée principale derriere ces
extensions est de prouver la convergence de ces processus stochastiques en observant
le comportement des espérances conditionnelles.

La notion des mils donné par Talagrand est plus pratique et il vérifie des bonnes
propriétés ce qui lui avait donné plus de succes. Cette définition remplace des fois
celle des martingales a la limite. Plus tard le concept des martingales a la limite mul-
tivoque a été introduit par Castating et Ezzaki en 1990 dans [6]. Ils ont prouvé la
décomposition et la convergence des mils multivoques a valeurs dans I’ensemble des
parties convexes faiblement compactes d’un espace de Banach E ayant la propriété
Radon-Nikodym (RNP).

Le travail présenté dans ce rapport est composé de trois chapitres ; dans le premier
chapitre nous donnons des notations et des définitions qui nous seront utiles pour dé-
montrer la convergence des martingales a la limite a valeurs réelles. A la fin de ce
chapitre nous abordons la décomposition et la convergence des mils a valeurs dans un
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espace de Banach.

Le deuxieme chapitre présente les mils multivoques indexés par les éléments de N
( mils & un parameétre) qui sont intégrablement bornés et a valeurs dans 1’ensemble
des parties convexes faiblement compactes d’un espace de Banach ayant la propriété
RNP. Le résultat obtenu est une généralisation de la convergence des mils vectorielles.

Dans le dernier chapitre nous présentons une nouvelle version des mils multivoque
plus générale que celle étudiée dans le second chapitre se sont les mils multivoques
indexés par des couples dans N x N appelé mils a deux parametres. Dans cette partie
nous démontrons la convergence de ce processus au sens de la topologie de Mosco.



Acronymes

. (©, F, P) un espace probabilisé.

. L' = LY, F, P) : Pespace des fonctions intégrables.

« (Fnyn = 1) :une filtration sur (2, F, P), Foo = 0 (Us2) Fn)-
. E un espace de Banach, E’ son dual et Ej le dual forte.

. LL(Q, F, P) ou, en abrégé, LL(F) : 'espace des fonctions F-mesurables et in-
tégrables de €2 a valeurs dans FE.

. cwk(FE) : 'ensemble des parties convexes faiblement compactes non vides de FE.
. cf(E) : famille des parties convexes fermées non vide de E.

L (B) (F) : Pespace métrique complet de tous

les multifonction F': Q — cwk(E) intégrablement bornées.

() (%, F, P) ou, en abrégé, L}

cwk

. S]{an( ) - Vensemble des sélections F,—mesurables et intégrables de E7(F).
. Sp(F) : Tensemble des sélections F—mesurables et intégrables de F'.

. T : 'ensemble des temps d’arrét bornés sur l'espace filtré (2, F, (F,) ., P).

n’

. T : 'ensemble de tout 1-temps d’arrét simple.

. P(X) : famille des parties de X.
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.« Tume - topologie de Mackey. C’est la topologie sur E engendrée par tous les en-
sembles absolument convexes et faiblement compacts dans E'.

« R(E) : Pensemble des convexes fermés dont l'intersection avec toute boule fer-
mée de E est faiblement compacte.

. N={(n,n), n e N}.
. la fonction distance :
d(z,C) = inf{||lz — ¢/, c € C}
. la fonction d’appui : pour 2’ € E’
6 (2, C)=sup{< 2, c>, ceC}

. Distance de Hausdorff : VC, D € FE

h(C, D) = max {sup d(xz, D),supd(z, C)}

zeC xzeD



CHAPITRE 1

Convergence des mils dans le cas univoque

1.1 Préliminaires et notation

Soient (2, F, P) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite des variables aléatoires
intégrables, et (F,),>1 une suite de sous c— algebres de F telle que Yn € N

X,, est F,, — mesurable

Fn C Fri1
F=o0 (U fn>
1

la suite (X,,, F,)n>1 est dite une suite adaptée.

Théoréme et Définitions 1.1 Soit (2, F, P) un espace probabilisé, et B une sous-
tribu de F. Soit également X une variable aléatoire réelle définie sur (Q,F,P), et

intégrable. Alors il existe une unique variable aléatoire, appelée espérance condition-
nelle de X sachant B, notée E(X | B), telle que :

o F(X | B) est B -mesurable ;
e pour tout B € B, [ E(X | B)dP(w) = [ X(w)dP(w).

Si B est la tribu engendrée par une variable aléatoire Y, on note aussi E(X |Y).
Dans [1] Blake a définis (X,,, F,,)n>1 comme un GFT si
E (X, | Fn) = X =0

n=m — oo

9
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c’est a dire, Ve > 0 :

lim  P(E(X, | Fn)—Xpm|[>e)=0

n=m— oo

Proposition 1.2 Soit (X,,),>1 une suite uniformément intégrable. Supposons que
pour tout A € o (U° Fn) - limy, o0 [4 X existe
alors il existe X € L' telle que
lim /Xn:/X VA€ F.
A A

n——o0
Preuve. Voir [15]

Théoréme 1.3 Soit (X, F,)n>1 une suite adaptée. Alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) 1l existe X € L' tel que X, X,

(2) (Xn)ns1 est uniformément intégrable et E (X, | Frn) — X — 0.

(3) (Xpn)ns1 est uniformément intégrable et X, — X, 2y,

Corollaire 1.4 Soit (X, Fp)n>1 une suite adaptée uniformément intégrable.
Alors
E(Xo|Fn) = X =50 = X, — X,,, =5 0.

1.2 Les martingales a la limite réelles

Définition 1.5 Soit (X,,, Fn)ns1 une suite adaptée, (X,, Fn)ns1 est une martingale
st - Vn € N*
B (X)) =X, ps.

A.G.Mucci a introduit la notion de "martingale a la limite" [15] [16] qui généralise
considérablement celle de martingale.

Définition 1.6 Soit (X, Fp)n>1 une suite adaptée intégrable alors (X, Fn)n>1 est
une martingale a la limite si pour toute n € N*

E7 X, — X,n| =0, D.p.

lim sup

m—00 ,>m,

neN*

Théoréme 1.7 Soit (X, F,)n>1 une martingale d la limite uniformément intégrable.
Alors il existe X € L' tel que :
X, =X pp

au sens de la norme L.
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Preuve. El est claire que (X,,, F,)n>1 est un GFT, d’apres théoreme 1.3, il existe
1

X € L' tel que X,, = X.

Maintenant, pour une sous suite arbitraire {n’} ;

[ Xom = X[ = [ X = E (X | Fon)[ + [ E (X = X | Fon)| + |E(X | Fin) — X|

pour m assez grand d’apres théoréme de Levy on a |E (X | F,) — X| <¢g/3.
comme (X, F,)n>1 est une martingale a la limite alors pour tout n’ > m assez grand
tel que | X, — E (X | Fn)| < €/3.

Notez d’abord que pour tout A sous o algebre de F, nous avons

E(X, | A) L5 B(X | A).

Soit Fj une sous o algebre de F on a F (X, | Fi) g (X | F1) implique l'existence
d’une sous suite {n;} C {n} avec E (X, | F1) — E(X | F1) p-p.

De méme soit F» une sous o algebre de F on a E (X, | F2) B (X | F2) et on
peut extraire {ny} C {n,} avec E (X, | F2) = E (X | F2) p.p.

Ainsi, il existe une sous suite {n} C {n} tel que F (X5 | Fin) = E (X | Fn) p-D-
pour finir soit {n'} une sous suite de {n}, alors |F (X,, — X | F,,)| < &/3.

D’out pour m assez grand on a | X,,(-) — X(-)| < € donc

X, = X p.p surlanorme L'. U
On rappelle qu’une suite (X,,, Fy,)n> est dite bornée dans L' si sup,, [ |X,| < oo.

Remarque 1 On sait que l'inégalité mazimale est vraie pour les martingales, le théo-
reme suivant va nous montrer que cette inégalité n’est pas applicable aux martingales
a la limite.

Théoreme 1.8 L’inégalité maximale ne s’applique pas aux martingales da la limite.
Plus précisément, il existe une martingale a la limite (X,,), bornée dans L' tel que :
sup AP(sup | X,,| > \) = 0.

A>0 n

Preuve. Soit (A;) une partition mesurable sur Q avec P (4;) = ; — 77, 1=1,2,...
Soit X; = i(i+1)1a,, et F; = 0(X1q,...,X;) (une o-algebre engendré par Xy, ..., X;).

Alors EX; =1,

ii + 1)P (S%p X, > i+ 1)) —i(i+ 1) P(A)

n>i
1 1
— i1 L
DD )
=14+1—=> 0

(X, ]-'n)n21 est un martingale a la limite, car sur I’ensemble U;.,, A; on a,
E(Xpm|Fn) —Xu=0 p.s.
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1.3 Mils dans un espace de Banach

La notion des mils sont plus générale que les martingales a la limite, mais elle
bénéficie de meilleure propriétés probabilistes.
Soit E un espace de Banach.

Définition 1.9 On dit qu’une suite adaptée (X, )n>1 de variable aléatoire d valeurs
dans un espace de Banach E est un mil' si pour tout € > 0, il existe p tel que pour
tout n > p on a

P (sup{HXq —E(X)|; p<qg<n} > 5) <e.
q

La notion introduite dans la Définition 1.9 est plus générale que la notion de martingale
a la limite dans la section 1, alors que ses propriétés de convergence sont aussi bonnes.
Si (X,)n>1 est une martingale a la limite pour tout € > 0 il existe p, et une fonction
mesurable h,, avec P(h, > ¢) < € tel que || X, — E74(X,,)|| < h, pour tout p < g < n.
En particulier, une martingale a la limite est un mil.

Théoréme 1.10 Une suite adaptée (X, )n>1 @ valeurs dans un espace de Banach E
qui converge presque sirement et dans L', est un mil.

Preuve. Soit (X,,),>1 une suite converge presque sfirement et dans L', soient Y ¢a
limite et Y,, = E/"(Y). Comme X, et Y, converge presque siirement vers Y, donc
Zn =X, =Y, tend vers 0 p.s dans L.

Soit € > 0 il existe p; telle que

Plswliz) =) <
q=>p1
Comme (Z,),, converge vers 0 dans L', il existe p > p; tel que || Z,]|; < & pour n > p.

I'inégalité maximale vérifie que :

P <sup |5 (Z,)] > ) <:

q<n

donc, pour tout n > p, on a

P < sup ||EF(Z,) — Z,|| > 2g> <2

p1<q<n

donc (Z,)n>1 est un mil, d’ou X,, =Y, + Z,, est un mil.

1. mil est un abréviation de ’expression en anglais "martingale in limit".
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Théoréme 1.11 Un mil (X,,)n>1 @ valeurs réelles tel que liminf, F|X,| < oo, est
converge presque stirement.

Preuve. Supposons que (X,),.; est un mil qui ne converge pas p.s.
Montrons que lim,, E'|X,| = cc.
Ils existes a < b et un ensemble A € F avec P(A) > 0 telle que

limsup X, (w) > b, liminf X, (w) <a pour tout w € A.

En ajoutant une constante, on peut supposer que a > 0. Le point principal de la
preuve est le suivant.

Claim. Soient n; € N, ¢ > 0. Alors il existe ny > n; telle que pour tout D € F,,,, tel
que P(D) < P(A)/2 et n > ng il existe E € F,, avec P(F) <&, END = & telle que

[ 1%l dP = (b - a)P(4)/12.

Preuve. (Claim) [17].

Pour démontrer le théoreme, nous construisons maintenant par récurrence une suite
croissante (n,)p>1 avec la propriété suivante : pour tout D € F, tel que P(D) <
P(A)/2 et n > ny.q, il existe E € F,, ., avec P(E) <27PP(A), END = @ telle que

Np+1

/E | X, dP > (b—a)P(A)/12.

Maintenant soit n > n,. On construit par récurrence pour ¢ < p des ensembles disjoints
D; € F,,, tel que D; = @, P (D;) < 27'P(A) et

/D_ 1X,|dP > (b — a)P(A)/12

Alors

/ X, dP > X,.| dP
Q Ui Di
En suite on a

E|X,| > (p— 1)(b— a) P(A)/12

par conséquence
lim F | X,| = o0
n

D’ou (X,),>1 converge presque stirement.

Définition 1.12 La suite (X,,), oy est dite équi-intégrable si et seulement si

a—+400 neN

lim sup/ | X, dP =0
{[Xn[>a}

Corollaire 1.13 Soit (X,,)n,>1 une suite adaptée a valeurs réelles et équi-intégrable,
alors (Xp)n>1 converge p.s. si et seulement si (X,)n>1 est un mil.



Convergence des mils dans le cas univoque 14

Théoréme 1.14 Soit (X,,)n>1 un mil d valeurs dans E tel que pour tout n > 1,
liminf [ || X,,||dP < +o0. Si pour tout ' € E', < 2/, X,, >— 0. Alors

| Xn|| — 0 p.s.

Preuve. La démonstration sera tres similaire a celle du théoreme 1.11.

On suppose par absurde que (X,,),>1 est un mil a valeur dans E qui converge scalai-
rement vers 0, mais qui ne converge pas presque siirement.

On doit montrer que lim, E||X,|| = oo, et cela prouvera le théoréme.

Alors ils existes a > 0 et un ensemble A € F avec P(A) > 0 telle que

limsup | X, (w)]| > a pour tout w € A.

Le point principal de la preuve est le suivant :

Claim. Soient n; € N, € > 0. Alors il existe ny > n; telle que pour tout D € F,,, tel
que P(D) < P(A)/2 et pour n > ny il existe F € F,,, avec P(E) <e¢, END = &
telle que

[ IXallaP = P(A)/16.

Preuve. (Claim) [17].

Le reste de la preuve se termine exactement comme dans le théoreme précédente.
Nous construisons par récurrence une suite croissante (n,),>1 qui vérifie le résultat
suivant : pour tout D € F,,, tel que P(D) < P(A)/2 et n > nypy, il existe E € F,, |
avec P(E) <27PP(A), END = & tel que

[ IXulldP = Pa)/16.
E
Maintenant soit n > n,. On construit par récurrence pour ¢ < p des ensembles disjoints
D; € F,,, avec Dy = &, P (D;) < 27'P(A), et
/ 1X,|[dP > P(A)/16.
D,
Alors

[xaiap= [ x.)ap
Q Ui:?Di

E|[Xn] = (p—1)P(A)/16

En suite on a

par conséquence
lim E||X,| = oo.

ce qui absurde, alors
| Xn] — 0 p.s.
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Théoréme 1.15 Soit (X,,),>1 un mil a valeurs dans un espace de Banach séparable E
tel que liminf [ ||.X,,||dP < oco. Alors il existe une unique décomposition X,, =Y, + Z,
ou Y, est une martingale bornée dans L', et Z, est un mil tel que Z, — 0 p.s

Preuve. Soit (X,,),>1 un mil a valeurs dans F tel que liminf £||X,| < oo alors
d’apres la théoreme 1.11, on a pour tout 2’ € E’, lim, < 2/, X, > existe .

En appliquant le lemme de Fatou a la suite (< 2/, X}, >), on conclue que la limite est
intégrable.

Soit (x,),, une suite dense dans E. Pour tout n, soit

Ve=A{2d" e E'; ||2/|| <1, Vi<n, |<2, ;> <1/n}
pour chaque x dans F, on écrit
|||, =sup{< 2’z >;2" € V,,}

C’est un norme sur F, et pour z € E on a lim ||z||,, = 0.

Maintenant on fixe ¢ € N. Soit A = liminf || X,]||, d’aprés lemme de Fatou on a
S h <liminf [ ||X,|] < co donc h est intégrable.

Soit g = E7h, on remarque que si 2’ € E' telle que ||2/|]| < 1, on alim, < 2/, X, >< h.
On définie g,, par

Gn = esssup{Efq lim < 2, X, > 2 € Vn}

on a g, < ¢g. g, est une suite décroissante.
Résultat principale
liTan gn =0 p.s

la preuve de la Résultat principale est exactement comme les théorémes 1.11 et 1.14.
On suppose par absurde que cette résultat n’est pas vrai, alors il existe a > O et A € F
avec P(A) > 0 tel que Vn on a g, > a sur A.

Soit 0 < n < @ tel que pour D € F, on a P(D) < 3n et

P(A)

apP < o
/Dg g

On doit utilise ¢a pour démontrer :

Claim.

Soit n; € N, € > 0. Alors il existe ny > n; telle que pour chaque D € F,, tel que
P(D) < P(A)/2 et n > ny il existe £ € F,, avec P(E) <e, END = & telle que

[ IXalldP = aP(4)/3.

Preuve. [17].
D’abord, on procede comme les démonstrations présidentes, on déduit alors que
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liminf F | X, || = oo; contradiction. D’ou le résultat principale est prouvé.

D’apres le théoreme d’Egoroff on a Ve > 0 il existe A € F tel que P(A) < ¢ et g,
tend vers 0 uniformément dans A°.

Par suite soit k > 0 fixé, il existe By € F, avec P (By) > 1 — 1 tel que

n %0 dans By,

Considere un opérateur :

T:FE — L*® = L*(By, F,|Bx, P| By)

' — T (2') = E1 (lign <2’ X >>

La restriction de T" a la boule unité sur E’ est faiblement continue pour la norme *, de
suite il existe un opérateur compact V de L' (By, F, | By, P| Bi) & F telle que T = V",
Puisque V' est un compact, d’apres [8] il y a un mesurable bornée Bochner
Wk B, — F tel que V(¢) = [ ¢WFdP pour ¢ € L, il suit que < 2/, Wk >= T (2)

pour ' € E'.
Donc on obtient Y, est F, -mesurable tel que

|V, <get <a' )Y, >= Efqli£n<x',Xs > pour ' € £

il est claire que (Y3) est une martingale, bornée dans L.

Si on pose Z,, = X,, — Y, alors Z, est un mil qui vérifie; liminf F' || Z,|| < oo, de plus
Z,, tend scalairement vers 0, donc d’apres théoreme 1.14 on a (Z,) — 0 p.s.

On conclue que X,, =Y, + Z, tel que Y,, est une martingale bornée dans L', et Z,
est un mil tel que Z, — 0 p.s.

Corollaire 1.16 Tout les mils d valeurs dans E qui bornés dans L' sont converges
st et seulement si F' vérifie la propriété de Radon Nikodym.

Définition 1.17 On notera T [’ensemble des temps d’arrét adaptés a la filtration
(Fn) @ valeurs dans N et ne prenant qu’un nombre fini de valeurs (autrement dit des
temps d’arrét bornés).

Définition 1.18 Soit T' une application de Q0 dans N

(i) On dit que T est un temps d’arrét (de la filtration F,, ) si pour tout entier
n>0,{T <n}eF,.

(i1) On appelle tribu des événements antérieurs a T et on note Fr la tribu

Fr={Ae€ F, pourtoutn >0, AN{T <n} e F,}

Pour définir une notion de convergence de (E£X;) ., on commence par préciser une
relation d’ordre sur 7' :
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Remarque 2 On munit T d’une relation d’ordre partiel de la facon suivante : on
dit que T < 7' si P({w: 7(w) < 7'(w)}) =1

La convergence de (EX;) ., est alors une convergence de 'filets". la terminologie
introduite par Komornik (section 2.5 p 39 de [12]).

Définition 1.19 Soit (X, F,)n>1 une suite adaptée intégrable, on dit que (X,)n>1
est un amart (Asymptotic martingale) si la suite (EX,),er est converge.

Théoreme 1.20 Tout amart a valeurs réels est une martingale a la limite.

Preuve. On suppose que (X,,, F,,) n’est pas une martingale a la limite, alors il existe
a,0 > 0 tel que

P {hm sup (sup 1B [X, | Fu] Xn||> > 5} > 2a.
m>n

n—oo
donc, soit ;
P {limsup (sup (B[ Xm| Fu) — Xn)) > (5} > o
n—o0 m>n
ou bien ;

P {lim sup (sup (X, — E[X,, | .Fn])) > 5} > o

n—oo m>n

Comme (X,,) peut remplace par (—X,,), on prendre un entier N, alors on a
P{(3n > N)(Fm =>n)E[X,,| Fn|— X, >0} >«
Donc il existe N/, N < N’ tel que
P{3n,m;N<n<m<N;EX, | F.]—-X,>d>a

Pour N < n < N’, on définit :
N/
A, ={3m,n<m <N, E[X,, | F]—X, >0}, et A= U A,.
n=N
Ainsi A,, € F,, pour tout n, et P(A) > . On définit 7, 75 par
() min{n: N<n< N,weA,} pour w € A
T (w) =
' N’ pour w ¢ A

() min{m:n<m <N E[X,, | F,] — Xn >0} pourwe A\ (ANUAN1 U---
m(w) =
? N’ pour w ¢ A.

U Anfl)
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Maintenant soit n,m, on a {m, =n,» =m} € F,. Donc :

N’ N’
EX,] - E[X,] = Z Z L [(Xm — Xn) 1{T1=n,‘rz=m}}
n=N m=n

N N
=3 > E[(BE[Xn | Fal = Xo) Lnzn.ramm
n=N m=n
= B[(B[Xm| F] = X0) 14] 2 da
Alors pour tout entier NV, il existe 71,75 € T, N < 71 < 7o, tel que

E [XT2] —FE [Xﬁ] 2 e

d’ott (X,),>, n'est pas un amart.



CHAPITRE 2

Convergence des mils multivoque a un parametre

2.1 Martingale a la limite dans Liw,d E) (F)

2.1.1 Notation

Soit £ un espace de Banach séparable, Ej son dual forte.

On désigne par Eiwk( ) (F) lespace des multifonctions F—mesurables F' de 2 dans

cwk(E) telle que
|F|: wsup {||ul[(w) : u(w) € F(w)} soit intégrable sur
et pour F € cwk(E), ' € E’ la fonction d’appui
§ (2!, F) =sup{< 2,y >, y € F} est F —mesurable

ou < .,. > est le crochet de dualité.
Une suite (A,),~, dans cwk(E) est converge vers un ensemble convexe faiblement
compacte A, au sens de Mosco (voir [14]), si

As = s —liminf A, =w — limsup A,

ou
s—liminf A, ={y€E, vy, — vy, yn € A,, Vn>1}
w—limsup A, ={y € E, y Y, Uk €A, Yk>1}

ol (A, ),>, est une sous suite de (A,),;. Si (A,),>; est converge au sens de Mosco
vers Ay, dans cwk(E), on écrit :

M —1lim A, = Asx

19
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Définition 2.1 Soit I : Q — P(X), une fonction o : Q — X est dite sélection de
[' si o(w) € T'(w) pour tout w € Q.

Soit F' € Eiwk( B) (F), lorsque Ej est séparable, alors ’espérance conditionnelle de F
est un élément de L}, (F) telle que

‘S%'fn(F) ={E™f : feSp(F)}
et pour tout 2’ € E’, on a

5 (2, BT (F)) = EX(6*(«/, F)).

Définition 2.2 On suppose que Ej est séparable, une suite adaptée (F,)n>1 dans
El

cwh(E) (F) est un mil si pour tout € > 0, il existe p tel que pour tout n > p on a

P ( sup h(F,, E7(F,)) > 5) <e

p<q<n

Il est claire que si (F},)n>1 est un mil dans £, ;) (F), alors pour tout 2’ dans la boule
unité B’ de Ej, la suite (6*(2/, F},))n>1 est un mil dans Lk (F) puisque on a
W(E, EP(F) = sup [6°(2, Fy) — EP(5* (2!, Fy)

z'eB’

Définition 2.3 On suppose que Ej est séparable, une suite adaptée (F,),>1 dans
,C}:wk(E)(]:) est un GFT' si pour tout € > 0, il existe p tel que pour tout n > m > p
on a

P (h(Fy, EPn(F,)) > ¢) < ¢

Remarque 3 Tout mil est un GF'T.

Théoréme 2.4 Soit E un espace de Banach, supposons que Ej est séparable.
Soit F' € L}, (F). Alors on a

M —lim E"(F)(w)=F(w) ps
Preuve. Il faut montre que w—limsup E7"(F)(w) C F(w) C s—liminf E7"(F)(w) p.s.

1) F(w) C s —liminf E/"(F)(w) = F(w) p.s.
Soit f € SL(F) d’aprés théoreme de Levy on a lim,, E/(f)(w) = f(w) p.s.

1. GFT : abréviation de I’expression en anglais "game which become fairer with time".



Convergence des mils multivoque a un parameétre 21

Comme E7" f(w) € E7"(F)(w) donc f(w) € s — liminf E7"(F)(w) p.s.
On utilise la représentation de Castaing de F' ( [7]), on déduit que

F(w) C s —liminf E7"(F)(w) p.s.

2) w — limsup E/"(F)(w) C F(w) p.s.
Soit (ex)r>1 une suite dense dans £ au sens de la topologie 7p,(E’, E). On a

lim §* (e, BT (F)(w)) = lim E7n§* (e, F(w)) = 0*(ex, F(w)) p.s.

Maintenant soit x € w — ls EX»(F)(w) alors il existe une sous suite (zj)r>1 tel que :
pour tout k > 1: z;, € B/ (F)(w) et z; — x. Pour tout j > 1, on a

<ej,3:>zli]£n<ej,wk>

< limnsup §*(e;, BT (F)(w)) = 6*(ej, F(w))

d’apres lemme //7.34 dans [7] on a F(w) = {z € E/ < ej,x >< §*(e;, F(w))} alors
r € F(w).
donc

w —limsup E7"(F)(w) C F(w) C s — liminf E5"(F)(w) p.s

d’ot
M —lim B7(F)(w) = F(w) ps

Lemme 2.5 Soient E un espace de Banach, (Ay)n>1 et (Byn)n>1 deux suites dans
cf(E) telles que :
i- lim, (A, By) = 0
ji- M —1lim, A, = A
Alors
M—lirrbn Bn:M—liﬁn A, =A

Preuve. Soit © € M — lim,,_,, A,. Alors il existe x,, € A, tel que z = lim,,_, T,.
On a l'estimation suivant :

d(z, By) < ||z — @u|| + d (20, Bn)
< lz = @ull + 7 (An, By)

D’apres (ii) on obtient lim,, ,o, d (z, B,) = 0, donc M — lim,, ,, A, C s — liminf B,.
Maintenant soit z € w — limsup B, alors il existe une suite (z),, converge faible-
ment vers x et pour tout k €> 1 x € B,,, . Choisissons y;, € A, tel que

1

||xk’ - ka < h (Bnk7Ank> + %
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Comme y;, = x, — (x) — y) alors y,. converge faiblement vers x. Par conséquence
r €w—limsup A, C M — h}LnAn

Donc w — limsup B, C M — lim, A,
d’ou
M—1limB, =M —1imA,

2.1.2 Les résultats de convergence des mils dans L% (F)

Avant de commencer ce paragraphe nous rappelons le théoréme ci dessus, qui va
nous éclaircir davantage des techniques de troncature et de compacité. Ces technique
serrent utilisées comme outils pour la démonstration de la convergence des mils.

On note par B (resp. B’) la boule unité de E (resp. E') et B(E) le tribu borélienne
de F.

Théoréme 2.6 Soit (2, F, 1) un espace mesuré ou p est o finie et F est u-compléte,
E un espace de Banach séparable, p : Q x E — [0, 400| un intégrande, F @ B(FE)
-mesurable tel que pour tout w € Q, et r € RT, on a p(w,0) =0 et I’ensemble

{r e E:pw,x)<r} eR(E)

Soit (un),~, une suite bornée dans L(F,u) telle que

sup | ¢ (w,u,(w)) p(dw) < 400

n>1JQ
Alors il existe une suite (By);~, dans F et une sous suite (un, )n>1 telle que (1, Un, k=1
soit relativement o(Ly(F), L, (F)) compacte et telle que (1p:un, k=1 converge vers
0 p -presque partout.

Preuve. ( [2]. p 59)

Théoréme 2.7 Soient E un espace de Banach séparable et ¢ : Q x E — [0, +00]
une fonction F @ B(E)-mesurable tel que, pour tout w € Q, on a p(w,0) = 0, et
tel que pour p,r dans Rt ensemble {x € pB : p(w,z) <r} est convexe faiblement
compact.

Soit (F,)n>1 un mil borné dans Ly (F) telle que

sup | ¢(w, F,(w))P(dw) < +00
n>1JQ

Alors il existe F, € LL(F) tel que

(F, — E""F.) — 0 p.s.
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Preuve. En vertu du théoreme 2.6, il existe une sous suite (£, )k>1 de (F,)n>1 et
une suite (By)r>1 dans F telles que (15, F,,, )r>1 soit relativement faiblement compact
dans LL(F).

D’abord par extraire une sous suite, on peut suppose que (1p, F,, )r>1 converge faible-
ment dans L% (F) vers une fonction intégrable F,, i.e pour tout k > 1 (1, F,,) —
F, et que (1313 F,, )k>1 converge vers 0 p.s.

Puisque (F},),>1 est un mil borné alors pour tout 2’ € E’, (< 2/, F,, >),>1 est un mil
réel borné dans L (F), donc d’apreés théoreme 1.11 on déduit que (< 2/, F, >),>1
converge p.s vers une fonction intégrable f,.

Or comme F,,, = 1p, Fy,, + 1pcFy, alors (< 2/, 1p, F,,, >) — fur p.s.

Par conséquence, pour tout A € F, on a

lim [ <2 1p,F,, >= / <2 F>= | lim <2/ F,>
k—+oco JA A A n—r+o0

donc (F,)n>1 converge presque siirement scalairement vers Fi, .

Soit E77(F,,) 'espérance conditionnelle de F,,, alors par définition de la distance
de Hausdorff h on a (F,, — E7"(F..))n,>1 est un mil borné dans LL(F) qui converge
scalairement vers 0, on utilise le théoreme 1.14 pour déduire que pour tout n > 1

(F, — E""F.) — 0 p.s.

conséquence 2.8 (F,),>1 converge vers Fo, p.s. pour la norme de E.

Définition 2.9 L’espace de Banach X, posséde la propriété de Radon-Nikodym, en
abrégé RN P si pour tout espace probabilisé (Q, F, P) et toute probabilité Q sur (2, F)
absolument continue par rapport a P (Q < P), il existe f € L telle que :

Q(A):/AfdP VA e F

Pour la commodité du lecteur on reproduit ici la version multivoque du lemme de
Slaby car cette version intervient dans les démonstrations.

Lemme 2.10 Soit (X,,),>1 une suite bornée dans Eiwk(E) (F). Alors il existe une suite
extraite (X, )k>1 de (Xp)n>1, une suite (By)g>1 dans F tel que
2. (Yo, =15, X0, ) sy est uniformément intégrable dans Ly, g (F).

3. (an = 1B;§X”k)k>1 converge vers () en mesure, c’est a dire, pour tout € > 0.

Jim P |z, | > el =0
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Le théoréme suivante est une variante du théoréeme 2.7

Théoréme 2.11 Supposons que E et E; possédent la propriété de Radon Nikodym.
Soit (F,)n>1 un mil borné dans L (F), alors il existe F, € L} (F), tel que pour tout
n>1

(F, — E""F.) — 0 p.s.

Preuve. Premierement on observe que pour tout ' € E’, la mil réel (< 2/, F}, >)n>1
converge p.s vers une fonction intégrable.

On utilise le lemme 2.10, alors il existe une sous suite (F,,, )x>1 de (F},),>1 et une suite
(Ap)p>1 € F avec lim, P(A,) = 1 tel que pour tout p > 1 la suite (F,, 14,)r>1 est
uniformément intégrable. Par conséquence, pour tout 2’ € E', p > 1et VA€ A, NF
on a:

lim /A < F, >= lim <2 F, >

k—+o00 n—+oo J A
En répétant les arguments donnés dans Castaing-Clauzure ( [4], théoréme 3.1) via
le théoreme de Dunford-Pettis, alors on affirme qu’il existe une sous suite (3;);>1 de
(Fu )k>1 et Fiy € L (F) tel que pour tout u € LOEO;(AP NJF)ona:
lim /<u,2i >:/<u,FOO >
i—+o0

En particulier pour tout ' € B/, p>1et Ac A,NF on a

lim <2 F,, >:/ <2, Fy >= lim <7, F, >
k—4o00.JA A n—+oo J A

Ensuite pour tout p > 1 et 2’ € E’ il existe un ensemble négligeable N, € A, telle
que pour tout w € A, \ N,

lim <2/, F,(w) >=< a2, Fo(w) >

n—-+00

Comme lim, P(A,) = 1, on fixé 2’ € E’ alors on obtient :

lim <2, F, >=<a',F > p.s.

n—-4o00

donc (F},),>1 converge presque stirement scalairement vers F, .

Par définition de la distance de Hausdorff h on a (F,, — E/"(FL)),>1 est un mil borné
dans L} (F) qui converge scalairement vers 0, on utilise le théoréme 1.14 pour déduire
que pour tout n > 1 on a :

(F, — E""F.) — 0 p.s.

Remarque 4 les résultats de décomposition donnés dans les théoremes 2.7,2.11 sont
analogues a le résultat de décomposition dans le théoréme 1.15, ces techniques peuvent
étre étendues aux mils bornés en Eiwk(E) (F) dans la section suivante.
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2.2 Résultats de convergence et décomposition des
mils dans L}, g)(F)

cwk
Les résultats suivants sont extraits de Castaing-Clauzure ( [4]), Castaing( [3], [2])
et Hess ( [11]).
Voici deux résultats techniques qui interviennent dans les démonstrations des théo-
remes principaux.

Théoréme 2.12 Supposons E; séparable et E posséde la propriété de Radon-Nikodym.
Soit (Fp),, un mil borné dans L, g (F) tel que
1) Pour tout sous suite (Fy,)ms1 de (F),)n>1 et tout A € F tel que (Fila)ms1 est
uniformément intégrable, l’ensemble { [, F,dP : n > 1} soit relativement faible-
ment compact.
2) Pour tout ' € E' la suite (6*(2', F,))n converge vers une function intégrable .
au sens de probabilité.
Alors il existe Fy, dans Eiwk(E) (F) tel que :
Pour tout o' € E' il existe un ensemble négligeable N, € F tel que pour w ¢ N,

P = P —lim (2, Fr(w)) = 6" (2, Fro (w))

Preuve. Comme (F,),>; une suite bornée dans [,iwk( E) (F) alors d’apres le lemme
2.10, il existe une sous suite (F, )k>1 de (F)),>1 et une suite (A4,),>1 € F avec
lim, P(A,) = 1 tel que pour tout p > 1 la suite (F,,14,)r>1 est uniformément inté-
grable dans L], ;g (Ap, A4y N F, Pla,).
Puisque {[4 F,, :m > 1} est relativement faiblement compact dans E, alors par
la méme procede du démonstration de la théoreme 2.11 : il existe une sous suite
(Ei)i=1 de (F)nz1 tel que pour tout p > 1 (3;14,);>1 est uniformément intégrable et
Fy € Liwk(E)(F) tel que pour tout 2’ € E', p > 1 et pour tout A € A,NF on a :
lim / (2, %) = / 0*(«', Fso

[, 2 = [ 5 P

i——+00

d’apres 'hypothese 2), pour tout =’ € E' :

o = P —lim§*(«/, F,) € L}

alors, pour tout p > 1,lim, 6* (2/,%;) = ¢, dans L} (Ap,Ap F‘l}",P|AP) - Donc pour
tout ' € E' fixé;

lim/ 5 (x’,Ei)dP:/ %,dpz/ 0t (¢, i) dP VA€ ANF
i JA A A
par conséquence sur A, on obtient

P! = 5*(3:/7 Foo) p-s
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et comme lim, P (A,) = 1, alors dans 2 on a :

Y =02 Fy) p.s

Lemme 2.13 Soit (Fj)n>1 une suite dans L,z (F) telles que
1. sup,, [|F,| < o0
2. Il existe une multifonction K : Q — cwk(FE) telle que pour tout n > 1 et w € )
on a F,(w) C K(w)
3. pour tout ' € D* ou D* est une suite dense dénombrable dans E' au sens de la
topologie de Mackey, la suite (6*(2', F,,))n>1 est converge p.s.
Alors ils existe Foo € L} (E) (F) et un ensemble négligeable N € F tel que

cwk
lim 8 (2, Fp(w)) = 0" (2, Foo(w)) Y(w,2") € (Q\ N) x E'.

Preuve. Comme D* est dénombrable tel que la suite (6*(2', F},))n>1 converge p.s,
alors il existe une ensemble négligeable N € F tel que pour tout 2’ € D* et w € Q\ N
on a lim, 6*(2/, F,,(w)) existe.

par convexité et la compacité faible de K, cela entraine I'existence d’une multifonction
F., a valeurs dans cwk(F) qui satisfait pour tout (w,z’) € (Q2\ N) x D* :

lim 6% (2, F(w)) = 6"(2, Foo(w))
Il reste de vérifie que F, € [,iwk( ) (F), comme
|Foo(w)] = sup{||z||, © € Fx(w)} = sup{d* (2, Fro(w)), 2’ € D*}

alors on a
lim inf | F, (w)| = | Foo(w)]

D’apres lemme de Fatou on a :
/]Foo| g/liminf|Fn|
gliminf/\Fn\
< sup/ |[F| < 00
done Fio € L}, (F) et pour tout (w,2’) € (Q\ N) x E.

lim (2, Fr(w)) = 6" (2, Foo(w)).
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le résultat suivant est une version multivoque de la théoreme 1.14 (Talagrand), les
techniques de la preuve sont essentiellement la méme.

Théoréme 2.14 Supposons que Ej est séparable et E posséde la propriété de Radon-
Nikodym. Soit (Fy,),5, un mil borné dans L} (F) qui converge presque sirement
scalairement vers Fioo € L4 (F). i.e. pour tout o' € E';

lim 6" (2", F,) = 0" (a', Fio) p-s

Donc
lim h(F,, E"F) =0 p.s

n—oo

Preuve. Soit (F},),>; un mil borné qui converge scalairement vers Fo, € L}z (F)
on doit montrer que
iy och(Fo, BT Fo ) =0 p.s

si (F,)n>1 est un mil univoque dans L% (F) qui converge scalairement vers
Fy € LL(F) alors (F,, — E7"(Fy))n>1 est un mil borné qui converge presque sfirement
scalairement vers 0, on applique le résultat de Talagrand (théoréme 1.14) on trouve

lim |F, — EX"(Fy)|| =0 p.s.
Mais dans le cas ou F,, € Eiwk( ) (F) il faut montrer que pour tout n > 1
h(F,, B (Fy)) = S}elg/ 6% (', F) = (6 (2", BT Fuo))|
est converge vers 0 p.s.
Si pour tout n > 1, h(F,, E7"(F.)) converge vers 0 alors le résultat est vérifié.

sinon h(F,, E'"(F,,)) n’est pas converge, alors pour tout n > 1 ils existes a > 0 et
A € F avec P(A) > 0 tel que pour tout w € A on a :

limnsup h(F,(w), BT (Fy)(w)) > a

Claim.
Soit 0 < e < %A) et ny € N. Alors il existe ny > n;y telle que pour tout D € F,,, tel
que P(D) < # et pour tout n > ny il existe £ € F,, avec P(F) <e, END =g

telle que
aP(A)

32

/E h(EF,, B (Fy))dP >

Preuve.Voir [6].

Pour démontrer le théoreme, nous construisons maintenant par récurrence une suite
. P P(A

croissante (n,)p>1 avec la propriété suivant : pour tout D € F,, tel que P(D) < #

et n > nyy1, ils existe £ € F, ., avec P(E) < 27P*'P(A), END = o et

Tp+1

aP(A)
32

/E h(F,, B (F..))dP >
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Soit m > n,,. on construit par récurrence pour ¢ < p des ensembles disjoints E; € F,,,

avec By = @, P (E;) < 27'P(A), et

aP(A)
32

/ h(E,, E7*(F.))dP > pour 2 < i < p.
E;

En suite on a pour tout p > 2,
/ h(F,, B (F..))dP > / h(F,, B (F..))dP
Q Uf:z Ei

aP(A)
32
P — 00

>(p—1) — +00

Par conséquence [o h(F,, E7"(FL))dP — 400 lorsque n — +00 c’est impossible
car :

/h(Fn,Efn(Foo))dP < sup/ \Fn|dP—|—/ |Flo| < +oo.
Q n n Q
D’ou :
Jim. h(F,, B F) =0 p.s
O

Maintenant on énonce le premier résultat de la convergence au sens de Mosco pour
les mils dans L,z (F)-

Théoréme 2.15 Soit (F,),>1 un mil borné dans L}, ) (F). Supposons que E, sépa-
rable, et il existe une multifonction K : Q — cwk(FE) tel que pour toutn > 1 et w € €,
Fo(w) C K(w). Alors il existe Fuo € L) (F) telle que lim, h(F,, E7"Fo) = 0 p.s.

Par conséquence, pour tout n > 1 :
M —limF, = F, p.s.

Preuve. Pour tout ' € B’, la suite (6*(2/, F},))n>1 est un mil bornée dans Lk (F),
d’apres théoreme 1.11, le mil (6*(2/, F,)),>1 converge presque surement vers une fonc-
tion intégrable.

Comme pour touts n > 1 et w € Q on a F,(w) C K(w). Alors les hypotheses de

lemme 2.13 sont satisfaits alors il existe F, € Eiwk(E) (F) tel que pour tout =’ € B’

lim 8 (2 F,) = 0*(2, Fs) p.s. (2.1)
D’apres le théoreme 2.14 I’équation (2.1) implique que pour tout n > 1 :
lim h(F,, E7"Fyo) =0 p.s. (2.2)

ot B F est I'espérance conditionnelle de F,. D’autre parte puisque Fu, € Eiwk( B) (F),
en vertu théoreme 2.4 on a

M —lim E7"F,, = Fy, p.s



Convergence des mils multivoque a un parameétre 29

Par conséquence on utilise le lemme 2.5 on conclue que pour tout n > 1

M — lirrln F,=F, p.s.

Théoréme 2.16 Supposons E} séparable et E posséde la propriété de Radon-Nikodym.
Soit (F,),=, un mil borné dans L} ) (F) tel que pour toul sous suite (Fp)m>1 de

(Fn)ns>1 et tout A € F tel que (F), 1A)m>1 est uniformément intégrable, [’ensemble

cwk(E

{[4 FdP : n > 1} soit relativement faiblement compact.
Alors il existe Fog € L}, )(F) tel que pour tout n > 1 :

1iTIth (Fn, E]:"Foo) =0 p.s

Par conséquence :
M —1lim F,, = F, p.s

Preuve. En vertu du théoréme 1.11 on a pour tout 2’ € B’ le mil (6*(2/, F},))n>1 est
converge vers une fonction intégrable, d’autre part on peut utilisé le théoreme 2.12.
Par conséquence il existe Foy € L}, (F) tel que pour tout 2’ € B’ :

= lim 6 (2, F,) = 0%(2', Fy) p.s
D’apres le théoreme 2.14 on a pour tout n > 1 :

lim h(F,, ET"F) =0 p.s

n—o0

ot E7» F,, Tespérance conditionnelle de F,. Or comme Fj, € Ecwk

) (F), alors
M —lim E’"F =Fy p.s
Par conséquence on utilise le lemme 2.5 on conclue que pour tout n > 1 :

M — 1171[011 F,=F, p.s.



CHAPITRE 3

Convergence des mils multivoque a 2 parametres

3.1 Notation et définition

e (O, F, P) un espace probabilisé.
e [/ un espace de Banach séparable.
e J =N x N muni une relation d’ordre 7 < ” telle que :

S = (81,82) S t= (tl,tg) ssi S1 S tl et So S t2

J est un ensemble filtrant (Directed Set).
o (Fi,t € J): une filtration sur (Q,F), F =0 (Vics Ft)-

Définition 3.1 Une filtration sur un espace de probabilité (0, F, P) est une famille
(Fi)iey de sous-tribus telle que pour tout s <t on a Fy C F;.

(Fi)ies est une base stochastique complete satisfis le condition de Vitali (V), c’est &
dire pour tout A € F, A; € F} tel que A C esslimsup,.; A; et pour tout € > 0, il
existe un ensemble fini d’indice {t;,7 < m} de J, et des ensembles disjoints (B;) tel
que pour tout i < mon a B; € }"tli, B; C Ay, et P(A\ Uiz Bi) < €.

Définition 3.2 Soit 7 une application de Q) vers J. On dit que T est un temps d’arrét
(de la filtration F; ) si pour tout t € J, {1t <t} € F.

Définition 3.3 Soit 7 un (F;)-temps d’arrét. On dit que T est un (F;)-temps d’arrét
simple si I’ensemble des valeurs prises par T est au plus dénombrable, ie. il existe une
suite (t,),cn de temps positifs dans J telle que Y-,~0 P (T =t,) = 1.

Pour tout ¢ = (t1,t2) € J, on pose F}' = Vyen Fitru)-
L’application 7 :  — J est un 1-temps d’arrét si pour tout ¢t € J : [t =t] € F}.

30
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o T! est I'ensemble de tout 1-temps d’arrét simple, on sait également que T est
muni de 'ordre ” < 7 p.s. qui donné par :

o <71ssiow)<T(w) p.s.

— T" est un ensemble filtrant (Directed Set).

— J et N peuvent étre considérés comme deux sous-ensembles cofinal de 7.

Définition 3.4 Soit A un ensemble muni d’une relation binaire <. Un sous ensemble
B de A est dit cofinal si :

Ya e A, b€ B tel que a <b

e Convergence au sens de topologie faible : une suite (Cy);es converge faiblement vers
C, et on note €y, = C, t € J, si pour tout 2’ € E :

6 (2, C) = lim 6 (', Cy)

e Convergence pour la topologie de Mosco : une suite (Cy);e; converge vers C' au sens
de Mosco et 'on note M — limyc; Cy = C';
si:s—liminf,c; Cy = C = w — limsup,; C; ot :

s —lirtrégnfCt ={z € E:limd(x,C;) =0}

w — limsup Cy := {:c €L 3 (th)en Tk — T, x5 € C’tk}
teJ

ou (tx)ken est une sous suite cofinal de J.

3.2 Convergence d’un mil optionnel

1

Soit I'espace L.,z (F), on considere un processus (F})ie; dans L],

que pour tout t € J on a F; est F;—mesurable (adaptée).

Définition 3.5 Soit (F})ic; une suite adaptée dans Ly, g (F), on dit que (Fy)ie; est
un mil optionnel si (Fy, F})ies est un mil, c’est a dire pour tout € > 0, il existe p € N
telle que pour toutn €N, 71 € T, tel quep<7 <M on a :

P (h(F;, E(FslF})) > €) <«

oum = (n,n) € N.

Remarque 5

Dans d’autres références, un mil optionnel peut étre nommé "1-mil’.

Dans le cas discret a un parametre, la notion de mil optionnel coincide avec la notion
originale des mils introduite dans le chapitre 2.
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Lemme 3.6 Soit (F})ics un mil optionnel réel et uniformément intégrable, alors (Fy) ey
converge presque stirement.

Preuve. Soit (F})c; un mil optionnel réel, alors par définition (Fy, Fi),>1 est un mil.
Puisque (F});e est uniformément intégrable et a valeurs réelles, en vertu du théoreme
1.11 il existe F tel que F; — F p.s. et dans L'.

Par conséquence; il existe une unique décomposition Fr = Y5z + Zz ou Yy est une
martingale bornée dans L', et Z5 est un mil tel que Zz — 0 p.s.

D’abord posons Y; = E(F|F}) et Z, = F, — Y, pour tout ¢t € J, comme (Y;, F}') est
une martingale réguliére(car uniformément intégrable dans L'). Alors d’aprés ( [13],
Théoréme 4.3), (Y;) converges vers F p.s. et dans L'.

Maintenant il faut prouver que (Z;, El)te ; est converge vers 0 p.s. il suffit de vérifier
que (Z;). o converges vers 0 en probabilité.

Puisque (Z;, ]-"tl)tej est un mil, alors pour tout € > 0 il existe p € N tel que pour tout
reT'neNoup<7<m,ona

P (h(Zy, B(Zn,|F})) > €) <€ (3.1)

D’autre part, on a Zz — 0 dans L', alors il existe ny € N oll ny > nq, tel que pour
tout n > ny on a :
E|Zy| < & (3.2)

Donc en utilisant d’inégalités (3.1), (3.2) et I'inégalité de Markov, alors pour tout
T€T'etn€Ntel que T =P, n>ny, on adonc

P(1Z:| > 2) < P(|Z: — E(Zz | F})| > €) + P (|E(Z= | F})| > ¢)
< P (MZ:, BE(Za|F})) > ) + P (|E(Zs | F})| > €)
E|Zz|
€+
g
2
<e+ - 2¢e
€

alors (Z;), . converges vers 0 en probabilité.
Ceci acheve la preuve du lemme 3.6.

x Maintenant on doit vérifié que le théoreme 1.11 est applicable pour des mils a 2

parameétres sous la forme (X7),>1
cest a dire si (Xz)y>1 un mil tel que liminf, F|X7| < oo, montrer que (Xz)y>1 est

converge presque surement.
Supposons que (Xz),,-, est un mil qui ne converge pas p.s.
Alors ils existes 0 < a < b et un ensemble A € F avec P(A) > 0 telle que

lim sup X7(w) > b, liminf X7(w) < a  pour tout w € A.
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On a pour tout n; € N, € > 0, il existe ny > n; telle que pour tout D € F,, € .7-%11,
tel que P(D) < P(A)/2 et n > ny il existe E € F,, € Fa avec P(E) <e, END =@
telle que

[ Xl dP > (b~ a)P(A)/12.

Soit n > n,, on construisons maintenant par récurrence une suite croissante (n,),>1
et pour tout i < p des ensembles disjoints D; € F,. € Fi tel que Dy = & et
P(D;) <27'P(A) on a

/D_ [ XaldP > (b— a)P(A)/12

Alors
E|Xa = (p—1)(b—a)P(A)/12
par conséquence
lim £ | X7 = o0
D’ot (X7)n>1 converge presque slirement.

Notations 1 On note D (resp. D*) un sous-ensemble dense dénombrable de la boule
unité B (resp. B') pour la topologie de norme de E (resp. la topologie de Mackey de
E').

Soit D} dénote l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires rationnelles de D*.

Pour des mils optionnels multivoques, nous obtenons le résultat de convergence faible
suivants.

Théoréme 3.7 Soit (F})ics un mil optionnel uniformément intégrable a valeurs dans
cwk(E), supposons que :

e | Fi(w) € cwk(E), we

teJ

Alors il existe une multifonction F' € L, ) (F) tel que
w—limF, =F, p.s.

Preuve. Soit (F})ies un mil optionnel uniformément intégrable dans cwk(E). Pour
tout 2’ € E' on a
|67 (', Fy(w))] < [l [[| Fo(w))

ot |Fi|(w) = sup{[|z, = € Fy(w)};
alors I'ensemble {¢* (2', F})},.; est uniformément intégrable.
Si ' € Dj alors ||2']| < 1, et on a pour tout 0 € T, o <7 :

0" (2 Fy) = E (6" (o, Fr) | F3)| = |0" (2, Fy) = 6% (2, E(F5| F))|
<h(F,, E(F| 7))




Convergence des mils multivoque a 2 paramétres 34

Alors pour tout ' € Dj, on a la suite (6*(2/, F}), F}'),c, est un mil réel uniformément
intégrable a deux parametres, on conclue que (6*(2', F})),., est un mil optionnel réel
uniformément intégrable, alors en vertu du lemme 3.6 on a (6*(2', F})),., converge

p.s.
D’autre part comme

co (U Ft(w)> € cwk(E)
teJ

alors il existe une multifonction K :  — cwk(E) tel que pour tout ¢ € J et w €

on a Fy(w) C K(w) donc toutes les hypotheése de lemme 2.13 sont satisfaites.

Alors il existe une multifonction F' € L, ) (F) et un ensemble négligeable N, € F

tel que

lim 6" (2, Fi(w)) = 6" (2, F(w))
pour tout w € (2\ Ny ) et 2’ € E'.
d’on

w — li{ﬂ F,=F ps.

O
On obtient le résultat de convergence suivant (convergence au sens de Mosco), qui est
meilleur que le théoreme précédent :

Théoréme 3.8 Soit (F}),.,; un mil optionnel uniformément intégrable a valeur dans
cwk(E), supposons que :

e | Fi(w) € cwk(E) we
teJ

Alors
a) il eviste F' € L}, p(F) tel que

w—limF,=F p.s.
b)
lim I (FLE(F|F))=0 ps.
et
M — £1€I51Ft =F p.s

Preuve.

a) Voir le théoréme 3.7.

b) . Montrer que limye; h (Fy, E(F | F}))=0 ps. :
Premierement posons que

X, (z") =62, F) — 6" (', E(F | F})), 2/ €F
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D’apres (a), il existe un ensemble négligeable Ny € F tel que pour tout w € (2\ Ny)
et 2/ € F',ona:
lim 6" (2, Fy(w)) = 0* (', F(w))

teJ
Puisque ((5* (¢, E(F | F})),c; est une martingale & valeur réelle, et (F}) est un base
stochastique satisfis le condition de Vitali (V), on applique théoréme 4.4.6 dans [10]
on trouve pour tout 2’ € £’ :

lim &* (x’,E (F | }"tl)) =6 (2/,F), ps.

teJ

Alors il existe un ensemble négligeable Ny C F tel que pour tout w € N5 :

lim 6" (2, E (F | F}) (w)) = 6" (+/, F(w))

teJ

Posons N = Nj U Ny, par conséquence pour tout w ¢ N et 2’ € E on a

. / o
{g}lXt (") (w) =0
Or (X; (2')),c, est un processus dans 'espace de Banach Bg (B’) de toutes les fonctions
réelles bornées définie dans B’.
Posons également

||Xt||oo = Sup ||Xt (wl)”
z'eB’

Donc || X]| ., est mesurable et intégrable. Il est claire que || X3|| = h (Fy, E (F | F})).
par absurde on suppose que (X;(2')),., ne converge pas vers 0 p.s. alors ils existe
a>0et Ae F avec P(A) > 0 tel que limsup,,; || X:||, (w) > a pour tout w € A.
En appliquant des techniques similaires a celles utilisées dans la preuve de Théoréme
1.14, nous pouvons :

Pour tout n; € Net 0 < ¢ < P(A)/4. Alors il existe ny > n; telle que pour tout
D e F} tel que P(D) < P(A)/4, et pour tout n > ny il existe £ € Fi vérifié
P(E)<eet END = o telle que

[, Xzl dP > (p = DaP(4)/16

On construis par récurrence une suite croissante (n,),>; et une suite (D;); des en-
sembles disjoints D; € Fa, avec D; = &, P (D;) < 27"P(A), et pour tout i < p et
n > n,ona

[ 1XzldP > aP(4)/16.
D;

Alors

[xalap= [ | Xalap
Q U... Di

i<p ¢

> (p—1)aP(A)/16
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par conséquence lim,, F||X7||.c = 00 ,ce qui absurde alors || X¢||lco — 0 p.s.
finalement :

lim (FLE(F|F))=0 ps
. Montrer que M — limye; F;, = F  p.s.:
Puisque F' est un multifonction intégrable bornée, alors d’apres théoréme I11.7 dans [7]
il existe une suite de sélection mesurable (f%);>; C Sk(F) tel que pour tout w € Q
on a F(w) = c{f'(w), i = 1}, et de méme il existe (E(f!F}))i=1 C SI{J(F\]-?) tel que
E(F|F}) = c{E(f'|F}), i = 1} ps.
Rappelons que pour tout t € J, S}J(le) ={E(f1F}): f € Sp(F)}.
En vertu la convergence des martingales vectorielles dans Théoreme 12.4 ( [13]) on a

lim || £ (f|7) — f*

teJ

=0, p.s.

Alors il existe un ensemble négligeable N3 € F, tel que pour tout w € NS on obtient
pour tout ¢ > 1 :

. i| 1 _qi

lim E(f*|F)(w) = [{(w)
comme E(f|F!)(w) C E(F|F!)(w) donc f{(w) C s—liminf;e; E(F|F})(w) on utilise
la représentation de Castaing de F' alors on déduit que pour tout w ¢ Nj

F(w) Cs—lim (i]nfE(F]}"tl)(w) (3.3)

D’autre parte on a lime s h (Fy, E (F|F})) = 0 p.s, alors il existe un ensemble négli-
geable N, € F, tel que pour tout w € N§ on a limye; h (Fy, E (F|F})) (w) = 0, par
définition de la distance de Hausdorff on a

lim (d(z, Fy(w)) — d(z, E(F|F})(w))) =0

teJ

alors d’apres 'inclusion (3.3) on conclue que
Flw) Cs— lirtrégnf Fiy(w) pour w ¢ N3U Ny
donc pour tout w ¢ N3 U Ny,

w — limsup Fy(w) C F(w) C s — liminf F}(w)
teJ teJ
Finalement :
M —1limF,=F p.s.

teJ

g

Remarque 6 Dans le théoréme 3.8, la condition €6y Fr(w) € cwk(E) joué un
role crucial. Cependant, dans le théoréme ci-dessous, il peut étre remplacé par la condi-
tion d’Uhl qui est plus faible.
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Définition 3.9 On dit qu’une suite (F)icy € Eiwk(E) (F) satisfait la condition d’Uhl
pour la topologie faible si pour tout € > 0, il existe un convexe faiblement compact K.
tel que : pour tout 6 > 0, il existe un ensemble As € F tel que P (As) > 1 — ¢ et pour
tout A€ AsNF on a

U/EcpmmﬁMB

ted

conséquence 3.10 Si une suite (F})ey satisfait la condition d’Uhl alors pour tout

e > 0, il existe un ensemble faiblement compact convexe K. et un ensemble mesurable
B. C Q vérifiant P (BS) < ¢ tels que :

VAe B.NF: ‘/ECMMK
teJ

Preuve. Soit ¢ > 0, la suite (F});cs satisfait la condition d’Uhl alors il existe un
ensemble faiblement compact convexe K., tel que pour tout n > 1, il existe une suite
(Ap)n>1 C F tel que P(A,) >1—¢, et pour tout A€ FNA,, n>1:

1
U/mcmmK+ —B
teJ

Posons
A, —hmsupA = ﬂ U Anm

n=1m=n
il est claire que P(A.) > 1 —e.
Soit A € FNA,, alors pour tout n > 1lona: ACUr_, An.
Pour n > 1 fixé, on définit :

n+k
Sn = An; SnJrl = AnJrl\An; cee 7Sn+k+1 n+k+1\ ( U A )

Les ensembles (.S,,), m > n, sont deux-a-deux disjoints et A C Us_,, A, = U, S

/

teJ

H<Z [.r )
=S (U)f,F )

m=n \teJ
> 1
C ( P(ANS,,) 2B>
m=n m
S|
:HMKH(E;mJB

on conclue que pour tout A € B-NF, Ues [4 F: C P(A)K..
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Théoréme 3.11 Soit (F}),., un mil optionnel uniformément intégrable a valeurs
dans cwk(E), supposons que (Fy),.; satisfait la condition d’Uhl pour la topologie faible.
Alors il eviste F € L}, (F) tel que

cwk

M — ltlen}Ft =F p.s.

Preuve. Soit (F})ic; un mil optionnel uniformément intégrable, on a déja prouvé que
pour tout 2’ € D, la suite (0* (z', F}) , F}'),c, est un mil réel uniformément intégrable
converge presque sirement (dans la preuve du théoreme 3.7). Alors il existe une
fonction intégrable ¢/, et un ensemble négligeable N C {2 tel que :
lim 6* (', Fy(w)) = pr(w) (3.4)
S
pour tout ' € D et w ¢ N.
Puisque (F})cs satisfaite la condition d’Uhl en vertu de la conséquence 3.10, pour

tout € > 0, il existe un ensemble faiblement compact convexe H. et un ensemble
mesurable B. avec P (B.) > 1 — ¢ tel que

U /AFt C P(A)H., YAe FNB. (3.5)

teJ

Posons 2, = By, et K, = Hy/,. on peut supposer que pour tout n > 1; €, C Q, 4
(sinon on peut remplace €, par ;U Qs ... UQ,).
D’apres l'inclusion 3.5 on arrive que pour tout A € FNQ, et t € J; [, Fy C [4 Kp.
Alors, il existe un ensemble négligeable N,, € F N2, tel que pour tout w € Q, N N¢
ette J,ona F(w) C K,
Posons également M = N U (U,»1 N,). Pour tout w € Q, N M€ et 2’ € D}, on a
limye s 0% (2, Fi(w)) = ¢w(w) et Fy(w) C K,. Donc on peut applique lemme 2.13.
Ensuite, il existe une multifonction mesurable G,, : Q,, N M¢ — cwk(E) tel que

ltlergl 6 (2, Fy(w)) = 0" (2/, Gp(w))
pour ' € E' et w € Q, N M°©.
Selon I’équation 3.4, pour tout m,n € N, 1 < m < n et tout 2’ € D}, w e Q,, N M°
(C Q,NMF°) on trouve 6* (', G (w)) = §* (', Gp(w)) = ¢ (w). Depuis que pour tout
w € Q, N M€ les fonctions 0* (., G,,(w)) et 0* (., G, (w)) sont équicontinues au sens de
la topologie de Mackey, alors pour tout 2/, € E' 6* (2/, Gp(w)) = 0* (2, Gp(w)).
Par conséquence, pour w € Q,,, N M° G, (w) = Gp(w).
On définie une multifonction F' tel que

Gn(w) pour w € Q, N M€
Flw) =
{0}  pourwe N =MU(N2, Q)
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il est claire que F' est mesurable intégrable, bornée et pour tout w € N'¢

lim 0* (2, Fy(w)) = 6" (¢/, F(w))

teJ
or P(N') =0, alors limye; 0* (2, F}) = 0* (¢/, F') p.s. Donc
w—limF, =F p.s.

Enfin, en appliquant les mémes arguments utilisés dans la partie (b) de la preuve du

théoreme précédent, on conclue que

M_ltlglet =F ps.



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié la convergence des mils, plus précisément on
met le point sur la convergence presque surement des mils univoques dans un espace
de Banach, la convergence des mils multivoques intégrablements bornés dans espace
de Banach ayant la propriété RNP. A la fin de ce mémoire nous avons présenté la
convergence des mils optionnels a deux parametres dans un espace de Banach .

En premier temps nous avons démontré la convergence des martingales a la limite
réelles et généraliser ce résultat dans un espace de Banach quelconque, nous avons
donné trois extension de ce convergence pour les mils univoque, les deux premieres
extensions sont valable lorsque 'espérance mathématique de ces mils est finie. Dans
la dernier extension nous avons prouvé l'existence d’une unique décomposition pour
des mils intégrables mais dans un espace de Banach séparable.

Puis nous avons étudié la convergence au sens de Mosco des mils multivoques a
valeurs dans I’ensemble des parties convexes faiblement compactes d’un espace de Ba-
nach ayant la propriété de Radon-Nikodym, on utilisions des technique de troncature
et de compacité. Dans ce concept nous avons remarqué que le théoreme 2.14 est une
version multivoque de la théoreme 1.14. Finalement, nous avons abordé la convergence
au sens de la topologie de Mosco des mils multivoques a deux parametres.
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