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Introduction

Au cours de ces dernières années, certains probabilistes ont introduit une nouvelle
notion plus générale que les martingales à savoir, les martingales à la limite.

Les martingales à la limite ont été introduites pour la première fois par Mucci
dans [15], [16] (1973-1976) comme une extension non triviale et importante des mar-
tingales. Edgar et Sucheston se sont intéressés à ces extensions en publiant en 1977
dans [9] un travail sur les processus aléatoires amarts et martingales à la limite où
il ont démontré que tout amart est une martingale à la limite. En 1985 dans [17]
Talagrand a étudié les pramarts et les mils. Des notions plus générales que les mar-
tingales. Où tout pramart est une martingale à la limite et toute martingale à la limite
est un mil. Cela pose naturellement la question de savoir si cette théorie peut être
construite autour du concept des martingales à la limite. L’idée principale derrière ces
extensions est de prouver la convergence de ces processus stochastiques en observant
le comportement des espérances conditionnelles.

La notion des mils donné par Talagrand est plus pratique et il vérifie des bonnes
propriétés ce qui lui avait donné plus de succès. Cette définition remplace des fois
celle des martingales à la limite. Plus tard le concept des martingales à la limite mul-
tivoque a été introduit par Castating et Ezzaki en 1990 dans [6]. Ils ont prouvé la
décomposition et la convergence des mils multivoques à valeurs dans l’ensemble des
parties convexes faiblement compactes d’un espace de Banach E ayant la propriété
Radon-Nikodym (RNP).

Le travail présenté dans ce rapport est composé de trois chapitres ; dans le premier
chapitre nous donnons des notations et des définitions qui nous seront utiles pour dé-
montrer la convergence des martingales à la limite à valeurs réelles. A la fin de ce
chapitre nous abordons la décomposition et la convergence des mils à valeurs dans un
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Introduction 6

espace de Banach.

Le deuxième chapitre présente les mils multivoques indexés par les éléments de N
( mils à un paramètre) qui sont intégrablement bornés et à valeurs dans l’ensemble
des parties convexes faiblement compactes d’un espace de Banach ayant la propriété
RNP. Le résultat obtenu est une généralisation de la convergence des mils vectorielles.

Dans le dernier chapitre nous présentons une nouvelle version des mils multivoque
plus générale que celle étudiée dans le second chapitre se sont les mils multivoques
indexés par des couples dans N×N appelé mils à deux paramètres. Dans cette partie
nous démontrons la convergence de ce processus au sens de la topologie de Mosco.



Acronymes

� (Ω,F , P ) un espace probabilisé.

� L1 = L1(Ω,F , P ) : l’espace des fonctions intégrables.

� (Fn, n > 1) : une filtration sur (Ω,F , P ), F∞ = σ (⋃∞n=1Fn).

� E un espace de Banach, E ′ son dual et E ′b le dual forte.

� L1
E(Ω,F , P ) ou, en abrégé, L1

E(F) : l’espace des fonctions F -mesurables et in-
tégrables de Ω à valeurs dans E.

� cwk(E) : l’ensemble des parties convexes faiblement compactes non vides de E.

� cf(E) : famille des parties convexes fermées non vide de E.

� L1
cwk(E)(Ω,F , P ) ou, en abrégé, L1

cwk(E)(F) : l’espace métrique complet de tous
les multifonction F : Ω→ cwk(E) intégrablement bornées.

� S1
EFn (F ) : l’ensemble des sélections Fn−mesurables et intégrables de EFn(F ).

� S1
F (F) : l’ensemble des sélections F−mesurables et intégrables de F .

� T : l’ensemble des temps d’arrêt bornés sur l’espace filtré (Ω,F , (Fn)n , P ).

� T 1 : l’ensemble de tout 1-temps d’arrêt simple.

� P(X) : famille des parties de X.

7



Acronymes 8

� τMa : topologie de Mackey. C’est la topologie sur E engendrée par tous les en-
sembles absolument convexes et faiblement compacts dans E ′.

� R(E) : l’ensemble des convexes fermés dont l’intersection avec toute boule fer-
mée de E est faiblement compacte.

� N = {(n, n), n ∈ N}.

� la fonction distance :

d(x,C) = inf{‖x− c‖, c ∈ C}

� la fonction d’appui : pour x′ ∈ E ′

δ∗(x′, C) = sup{< x′, c >, c ∈ C}

� Distance de Hausdorff : ∀C,D ∈ E

h(C,D) = max
{

sup
x∈C

d(x,D), sup
x∈D

d(x,C)
}



CHAPITRE 1

Convergence des mils dans le cas univoque

1.1 Préliminaires et notation
Soient (Ω,F , P ) un espace probabilisé et (Xn)n>1 une suite des variables aléatoires

intégrables, et (Fn)n>1 une suite de sous σ− algèbres de F telle que ∀n ∈ N

Xn est Fn − mesurable

Fn ⊂ Fn+1

F = σ

(∞⋃
1
Fn
)

la suite (Xn,Fn)n>1 est dite une suite adaptée.

Théorème et Définitions 1.1 Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé, et B une sous-
tribu de F . Soit également X une variable aléatoire réelle définie sur (Ω,F , P ), et
intégrable. Alors il existe une unique variable aléatoire, appelée espérance condition-
nelle de X sachant B, notée E(X | B), telle que :

• E(X | B) est B -mesurable ;

• pour tout B ∈ B,
∫
B E(X | B)dP (ω) =

∫
BX(ω)dP (ω).

Si B est la tribu engendrée par une variable aléatoire Y , on note aussi E(X | Y ).

Dans [1] Blake a définis (Xn,Fn)n>1 comme un GFT si

E (Xn | Fm)−Xm
P−→ 0

n = m −→∞

9
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c’est à dire, ∀ε > 0 :

lim
n=m−→∞

P (|E(Xn | Fm)−Xm |> ε) = 0

Proposition 1.2 Soit (Xn)n>1 une suite uniformément intégrable. Supposons que
pour tout A ∈ σ (⋃∞1 Fn) : limn−→∞

∫
AXn existe

alors il existe X ∈ L1 telle que

lim
n−→∞

∫
A
Xn =

∫
A
X ∀A ∈ F .

Preuve. Voir [15]

Théorème 1.3 Soit (Xn,Fn)n>1 une suite adaptée. Alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(1) Il existe X ∈ L1 tel que Xn

L1
−→ X.

(2) (Xn)n>1 est uniformément intégrable et E (Xn | Fm)−Xm
P−→ 0.

(3) (Xn)n>1 est uniformément intégrable et Xn −Xm
P−→ 0.

Corollaire 1.4 Soit (Xn,Fn)n>1 une suite adaptée uniformément intégrable.
Alors

E(Xn|Fm)−Xm
P−→ 0⇐⇒ Xn −Xm

P−→ 0.

1.2 Les martingales à la limite réelles
Définition 1.5 Soit (Xn,Fn)n>1 une suite adaptée, (Xn,Fn)n>1 est une martingale
si : ∀n ∈ N∗

EFn (Xn+1) = Xn p.s.

A.G.Mucci a introduit la notion de "martingale à la limite" [15] [16] qui généralise
considérablement celle de martingale.

Définition 1.6 Soit (Xn,Fn)n>1 une suite adaptée intégrable alors (Xn,Fn)n>1 est
une martingale à la limite si pour toute n ∈ N∗

lim
m→∞

sup
n>m
n∈N∗

∣∣∣EFmXn −Xm

∣∣∣ = 0, p.p.

Théorème 1.7 Soit (Xn,Fn)n>1 une martingale à la limite uniformément intégrable.
Alors il existe X ∈ L1 tel que :

Xn → X p.p

au sens de la norme L1.
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Preuve. El est claire que (Xn,Fn)n>1 est un GFT, d’après théorème 1.3, il existe
X ∈ L1 tel que Xn

L1
−→ X.

Maintenant, pour une sous suite arbitraire {n′} ;

|Xm −X| 5 |Xm − E (Xn′ | Fm)|+ |E (Xn′ −X | Fm)|+ |E (X | Fm)−X|

pour m assez grand d’après théorème de Levy on a |E (X | Fm)−X| < ε/3 .
comme (Xn,Fn)n>1 est une martingale à la limite alors pour tout n′ ≥ m assez grand
tel que |Xm − E (Xn′ | Fm)| < ε/3.
Notez d’abord que pour tout A sous σ algèbre de F , nous avons

E (Xn | A) L1
−→ E(X | A).

Soit F1 une sous σ algèbre de F on a E (Xn | F1) L1
−→ E (X | F1) implique l’existence

d’une sous suite {n1} ⊂ {n} avec E (Xn1 | F1) −→ E (X | F1) p.p.
De même soit F2 une sous σ algèbre de F on a E (Xn1 | F2) L1

−→ E (X | F2) et on
peut extraire {n2} ⊂ {n1} avec E (Xn2 | F2)→ E (X | F2) p.p.
Ainsi, il existe une sous suite {n̄} ⊂ {n} tel que E (Xn̄ | Fm)→ E (X | Fm) p.p.
pour finir soit {n′} une sous suite de {n̄}, alors |E (Xn′ −X | Fm)| < ε/3.
D’où pour m assez grand on a |Xm(·)−X(·)| < ε donc

Xn → X p.p sur la norme L1. �

On rappelle qu’une suite (Xn,Fn)n> est dite bornée dans L1 si supn
∫

Ω |Xn| <∞.

Remarque 1 On sait que l’inégalité maximale est vraie pour les martingales, le théo-
rème suivant va nous montrer que cette inégalité n’est pas applicable aux martingales
à la limite.

Théorème 1.8 L’inégalité maximale ne s’applique pas aux martingales à la limite.
Plus précisément, il existe une martingale à la limite (Xn)n bornée dans L1 tel que :

sup
λ>0

λP (sup
n
|Xn| > λ) =∞.

Preuve. Soit (Ai) une partition mesurable sur Ω avec P (Ai) = 1
i
− 1

i+1 , i = 1, 2, . . .
Soit Xi = i(i+ 1)1Ai

, et Fi = σ(X1, . . . , Xi) (une σ-algèbre engendré par X1, . . . , Xi).
Alors EXi = 1,

i(i+ 1)P
(

sup
n
|Xn| > i(i+ 1)

)
= i(i+ 1)

∑
n>i

P (An)

= i(i+ 1)
∑
n>i

( 1
n
− 1
n+ 1)

= i+ 1→∞

(Xn,Fn)n>1 est un martingale à la limite, car sur l’ensemble ∪i<nAi on a,

E (Xm | Fn)−Xn = 0 p.s.

et limn (⋃i<nAi) = Ω.
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1.3 Mils dans un espace de Banach
La notion des mils sont plus générale que les martingales à la limite, mais elle

bénéficie de meilleure propriétés probabilistes.
Soit E un espace de Banach.

Définition 1.9 On dit qu’une suite adaptée (Xn)n>1 de variable aléatoire à valeurs
dans un espace de Banach E est un mil 1 si pour tout ε > 0, il existe p tel que pour
tout n ≥ p on a

P

(
sup
q
{‖Xq − EFq(Xn)‖; p ≤ q ≤ n} > ε

)
≤ ε.

La notion introduite dans la Définition 1.9 est plus générale que la notion de martingale
à la limite dans la section 1, alors que ses propriétés de convergence sont aussi bonnes.
Si (Xn)n>1 est une martingale à la limite pour tout ε > 0 il existe p, et une fonction
mesurable hp, avec P (hp > ε) < ε tel que ‖Xq − EFq(Xn)‖ ≤ hp pour tout p ≤ q ≤ n.
En particulier, une martingale à la limite est un mil.

Théorème 1.10 Une suite adaptée (Xn)n>1 à valeurs dans un espace de Banach E
qui converge presque sûrement et dans L1, est un mil.

Preuve. Soit (Xn)n>1 une suite converge presque sûrement et dans L1, soient Y ça
limite et Yn = EFn(Y ). Comme Xn et Yn converge presque sûrement vers Y , donc
Zn = Xn − Yn tend vers 0 p.s dans L1.
Soit ε > 0 il existe p1 telle que

P

(
sup
q≥p1

‖Zq‖ ≥ ε

)
≤ ε

Comme (Zn)n converge vers 0 dans L1, il existe p ≥ p1 tel que ‖Zn‖1 ≤ ε2 pour n ≥ p.
l’inégalité maximale vérifie que :

P

(
sup
q≤n
‖EFq(Zn)‖ ≥ ε

)
≤ ε

donc, pour tout n ≥ p, on a

P

(
sup

p1≤q≤n
‖EFq(Zn)− Zq‖ ≥ 2ε

)
≤ 2ε

donc (Zn)n>1 est un mil, d’où Xn = Yn + Zn est un mil.

1. mil est un abréviation de l’expression en anglais "martingale in limit".
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Théorème 1.11 Un mil (Xn)n>1 à valeurs réelles tel que lim infnE|Xn| < ∞, est
converge presque sûrement.

Preuve. Supposons que (Xn)n>1 est un mil qui ne converge pas p.s.
Montrons que limnE |Xn| =∞.
Ils existes a < b et un ensemble A ∈ F avec P (A) > 0 telle que

lim supXn(ω) > b, lim inf Xn(ω) < a pour tout ω ∈ A.

En ajoutant une constante, on peut supposer que a ≥ 0. Le point principal de la
preuve est le suivant.
Claim. Soient n1 ∈ N, ε > 0. Alors il existe n2 ≥ n1 telle que pour tout D ∈ Fn1 , tel
que P (D) ≤ P (A)/2 et n ≥ n2 il existe E ∈ Fn2 avec P (E) < ε, E ∩D = ∅ telle que∫

E
|Xn| dP ≥ (b− a)P (A)/12.

Preuve. (Claim) [17].
Pour démontrer le théorème, nous construisons maintenant par récurrence une suite
croissante (np)p>1 avec la propriété suivante : pour tout D ∈ Fnp tel que P (D) 6
P (A)/2 et n > np+1, il existe E ∈ Fnp+1 avec P (E) < 2−pP (A), E ∩D = ∅ telle que∫

E
|Xn| dP > (b− a)P (A)/12.

Maintenant soit n > np.On construit par récurrence pour i 6 p des ensembles disjoints
Di ∈ Fni

, tel que D1 = ∅, P (Di) 6 2−iP (A) et∫
Di

|Xn| dP ≥ (b− a)P (A)/12

Alors ∫
Ω
|Xn| dP ≥

∫⋃p

i=2 Di

|Xn| dP

En suite on a
E |Xn| ≥ (p− 1)(b− a)P (A)/12

par conséquence
lim
n
E |Xn| =∞

D’où (Xn)n>1 converge presque sûrement.

Définition 1.12 La suite (Xn)n∈N est dite équi-intégrable si et seulement si

lim
a→+∞

sup
n∈N

∫
{|Xn|>a}

|Xn| dP = 0

Corollaire 1.13 Soit (Xn)n≥1 une suite adaptée à valeurs réelles et équi-intégrable,
alors (Xn)n≥1 converge p.s. si et seulement si (Xn)n≥1 est un mil.
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Théorème 1.14 Soit (Xn)n≥1 un mil à valeurs dans E tel que pour tout n > 1,
lim inf

∫
‖Xn‖dP < +∞. Si pour tout x′ ∈ E ′, < x′, Xn >→ 0. Alors

‖Xn‖ → 0 p.s.

Preuve. La démonstration sera très similaire à celle du théorème 1.11.
On suppose par absurde que (Xn)n>1 est un mil à valeur dans E qui converge scalai-
rement vers 0, mais qui ne converge pas presque sûrement.
On doit montrer que limnE‖Xn‖ =∞, et cela prouvera le théorème.
Alors ils existes a > 0 et un ensemble A ∈ F avec P (A) > 0 telle que

lim sup ‖Xn(ω)‖ > a pour tout ω ∈ A.

Le point principal de la preuve est le suivant :

Claim. Soient n1 ∈ N, ε > 0. Alors il existe n2 ≥ n1 telle que pour tout D ∈ Fn1 tel
que P (D) ≤ P (A)/2 et pour n ≥ n2 il existe E ∈ Fn2 avec P (E) < ε, E ∩ D = ∅
telle que ∫

E
‖Xn‖dP ≥ P (A)/16.

Preuve. (Claim) [17].
Le reste de la preuve se termine exactement comme dans le théorème précédente.
Nous construisons par récurrence une suite croissante (np)p≥1 qui vérifie le résultat
suivant : pour tout D ∈ Fnp tel que P (D) ≤ P (A)/2 et n ≥ np+1, il existe E ∈ Fnp+1

avec P (E) < 2−pP (A), E ∩D = ∅ tel que∫
E
‖Xn‖dP ≥ P (A)/16.

Maintenant soit n ≥ np.On construit par récurrence pour i ≤ p des ensembles disjoints
Di ∈ Fni

, avec D1 = ∅, P (Di) ≤ 2−iP (A), et∫
Di

‖Xn‖dP ≥ P (A)/16.

Alors ∫
Ω
‖Xn‖dP ≥

∫⋃p

i=2 Di

‖Xn‖dP

En suite on a
E‖Xn‖ ≥ (p− 1)P (A)/16

par conséquence
lim
n
E‖Xn‖ =∞.

ce qui absurde, alors
‖Xn‖ → 0 p.s.
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Théorème 1.15 Soit (Xn)n≥1 un mil à valeurs dans un espace de Banach séparable E
tel que lim inf

∫
‖Xn‖dP <∞. Alors il existe une unique décomposition Xn = Yn+Zn

où Yn est une martingale bornée dans L1, et Zn est un mil tel que Zn → 0 p.s

Preuve. Soit (Xn)n≥1 un mil à valeurs dans E tel que lim inf E‖Xn‖ < ∞ alors
d’après la théorème 1.11, on a pour tout x′ ∈ E ′, limp < x′, Xp > existe .
En appliquant le lemme de Fatou à la suite (< x′, Xp >)p on conclue que la limite est
intégrable.
Soit (xn)n une suite dense dans E. Pour tout n, soit

Vn = {x′ ∈ E ′; ‖x′‖ ≤ 1, ∀i ≤ n, |< x′, xi >| ≤ 1/n}

pour chaque x dans E, on écrit

‖x‖n = sup {< x′, x >;x′ ∈ Vn}

C’est un norme sur E, et pour x ∈ E on a lim ‖x‖n = 0.
Maintenant on fixe q ∈ N. Soit h = lim inf ‖Xn‖, d’après lemme de Fatou on a∫
h ≤ lim inf

∫
‖Xn‖ <∞ donc h est intégrable.

Soit g = EFqh, on remarque que si x′ ∈ E ′ telle que ‖x′‖ ≤ 1, on a lims < x′, Xs >≤ h.

On définie gn par

gn = ess sup
{
EFq lim

s
< x′, Xs >; x′ ∈ Vn

}
on a gn ≤ g. gn est une suite décroissante.
Résultat principale

lim
n
gn = 0 p.s

la preuve de la Résultat principale est exactement comme les théorèmes 1.11 et 1.14.
On suppose par absurde que cette résultat n’est pas vrai, alors il existe a > 0 et A ∈ F
avec P (A) > 0 tel que ∀n on a gn > a sur A.
Soit 0 < η < P (A)

2 tel que pour D ∈ F , on a P (D) < 3η et
∫
D
gdP < a

P (A)
8

On doit utilise ça pour démontrer :
Claim.
Soit n1 ∈ N, ε > 0. Alors il existe n2 ≥ n1 telle que pour chaque D ∈ Fn1 tel que
P (D) ≤ P (A)/2 et n ≥ n2 il existe E ∈ Fn2 avec P (E) < ε, E ∩D = ∅ telle que∫

E
‖Xn‖dP ≥ aP (A)/8.

Preuve. [17].
D’abord, on procède comme les démonstrations présidentes, on déduit alors que
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lim inf E ‖Xn‖ =∞ ; contradiction. D’où le résultat principale est prouvé.
D’après le théorème d’Egoroff on a ∀ε > 0 il existe A ∈ F tel que P (A) < ε et gn
tend vers 0 uniformément dans Ac.
Par suite soit k > 0 fixé, il existe Bk ∈ Fq avec P (Bk) > 1− 1

k
tel que

gn
CU7−→ 0 dans Bk

Considère un opérateur :

T : E ′ −→ L∞ = L∞ (Bk,Fq |Bk, P |Bk)

x′ 7−→ T (x′) = Eq
(

lim
s
< x′, Xs >

)
La restriction de T à la boule unité sur E ′ est faiblement continue pour la norme ∗, de
suite il existe un opérateur compact V de L1 (Bk,Fq |Bk, P |Bk) à F telle que T = V ′.

Puisque V est un compact, d’après [8] il y a un mesurable bornée Bochner
W k : Bk → F tel que V (φ) =

∫
φW kdP pour φ ∈ L1, il suit que < x′,W k >= T (x′)

pour x′ ∈ E ′.
Donc on obtient Yq est Fq -mesurable tel que

‖Yq‖ ≤ g et < x′, Yq >= EFq lim
s
< x′, Xs > pour x′ ∈ E ′

il est claire que (Yk) est une martingale, bornée dans L1.
Si on pose Zn = Xn − Yn alors Zn est un mil qui vérifie ; lim inf E ‖Zn‖ <∞, de plus
Zn tend scalairement vers 0, donc d’après théorème 1.14 on a (Zn)→ 0 p.s.

On conclue que Xn = Yn + Zn tel que Yn est une martingale bornée dans L1, et Zn
est un mil tel que Zn → 0 p.s.

Corollaire 1.16 Tout les mils à valeurs dans E qui bornés dans L1 sont converges
si et seulement si F vérifie la propriété de Radon Nikodym.

Définition 1.17 On notera T l’ensemble des temps d’arrêt adaptés à la filtration
(Fn) à valeurs dans N et ne prenant qu’un nombre fini de valeurs (autrement dit des
temps d’arrêt bornés).

Définition 1.18 Soit T une application de Ω dans N

(i) On dit que T est un temps d’arrêt (de la filtration Fn ) si pour tout entier
n ≥ 0, {T ≤ n} ∈ Fn.

(ii) On appelle tribu des événements antérieurs à T et on note FT la tribu

FT = {A ∈ F∞, pour tout n ≥ 0, A ∩ {T ≤ n} ∈ Fn}

Pour définir une notion de convergence de (EXτ )τ∈T , on commence par préciser une
relation d’ordre sur T :
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Remarque 2 On munit T d’une relation d’ordre partiel de la façon suivante : on
dit que τ 6 τ ′ si P ({ω : τ(ω) 6 τ ′(ω)}) = 1

La convergence de (EXτ )τ∈T est alors une convergence de "filets". la terminologie
introduite par Komornik (section 2.5 p 39 de [12]).

Définition 1.19 Soit (Xn,Fn)n≥1 une suite adaptée intégrable, on dit que (Xn)n≥1

est un amart (Asymptotic martingale) si la suite (EXτ )τ∈T est converge.

Théorème 1.20 Tout amart à valeurs réels est une martingale à la limite.

Preuve. On suppose que (Xn,Fn) n’est pas une martingale à la limite, alors il existe
α, δ > 0 tel que

P
{

lim sup
n→∞

(
sup
m>n
‖E [Xm | Fn]−Xn‖

)
> δ

}
> 2α.

donc, soit ;
P
{

lim sup
n→∞

(
sup
m>n

(E [Xm| Fn]−Xn)
)
> δ

}
> α

ou bien ;
P
{

lim sup
n→∞

(
sup
m>n

(Xn − E [Xm | Fn])
)
> δ

}
> α

Comme (Xn) peut remplace par (−Xn), on prendre un entier N , alors on a

P {(∃n > N)(∃m > n)E [Xm| Fn]−Xn > δ} > α

Donc il existe N ′, N < N ′ tel que

P {∃n,m;N 6 n 6 m 6 N ′;E [Xm | Fn]−Xn > δ} > α

Pour N 6 n 6 N ′, on définit :

An = {∃m,n 6 m 6 N ′, E [Xm | Fn]−Xn > δ} , et A =
N ′⋃
n=N

An.

Ainsi An ∈ Fn pour tout n, et P (A) > α. On définit τ1, τ2 par

τ1(ω) =
min {n : N 6 n 6 N ′, ω ∈ An} pour ω ∈ A
N ′ pour ω /∈ A

τ2(ω) =
{

min {m : n 6 m 6 N ′, E [Xm | Fn]−Xn > δ} pour ω ∈ An\ (AN ∪AN+1 ∪ · · · ∪An−1)
N ′ pour ω /∈ A.
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Maintenant soit n,m, on a {τ1 = n, τ2 = m} ∈ Fn. Donc :

E [Xτ2 ]− E [Xτ1 ] =
N ′∑
n=N

N ′∑
m=n

E
[
(Xm −Xn) 1{τ1=n,τ2=m}

]

=
N ′∑
n=N

N ′∑
m=n

E
[
(E [Xm | Fn]−Xn) 1{τ1=n,τ2=m}

]
= E [(E [Xm| Fn]−Xn) 1A] > δα

Alors pour tout entier N , il existe τ1, τ2 ∈ T,N 6 τ1 6 τ2, tel que

E [Xτ2 ]− E [Xτ1 ] > δα

d’où (Xn)n≥1 n’est pas un amart.



CHAPITRE 2

Convergence des mils multivoque à un paramètre

2.1 Martingale à la limite dans L1
cwk(E)(F)

2.1.1 Notation
Soit E un espace de Banach séparable, E ′b son dual forte.

On désigne par L1
cwk(E)(F) l’espace des multifonctions F−mesurables F de Ω dans

cwk(E) telle que

|F | : ω 7→ sup {‖u‖(ω) : u(ω) ∈ F (ω)} soit intégrable sur Ω

et pour F ∈ cwk(E), x′ ∈ E ′ la fonction d’appui

δ∗(x′, F ) = sup{< x′, y >, y ∈ F} est F −mesurable

où < ., . > est le crochet de dualité.
Une suite (An)n≥1 dans cwk(E) est converge vers un ensemble convexe faiblement
compacte A∞ au sens de Mosco (voir [14]), si

A∞ = s− lim inf An = w − lim sup An

où
s− lim inf An = {y ∈ E, yn −→ y, yn ∈ An, ∀n ≥ 1}

w − lim sup An = {y ∈ E, yk w−→ y, yk ∈ Ank
, ∀k ≥ 1}

où (Ank
)k≥1 est une sous suite de (An)n≥1. Si (An)n≥1 est converge au sens de Mosco

vers A∞ dans cwk(E), on écrit :

M − lim An = A∞

19
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Définition 2.1 Soit Γ : Ω −→ P(X), une fonction σ : Ω −→ X est dite sélection de
Γ si σ(ω) ∈ Γ(ω) pour tout ω ∈ Ω.

Soit F ∈ L1
cwk(E)(F), lorsque E ′b est séparable, alors l’espérance conditionnelle de F

est un élément de L1
cwk(E)(F) telle que

S1
EFn (F ) = {EFnf : f ∈ S1

F (F)}

et pour tout x′ ∈ E ′, on a

δ∗(x′, EFn(F )) = EFn(δ∗(x′, F )).

Définition 2.2 On suppose que E ′b est séparable, une suite adaptée (Fn)n≥1 dans
L1
cwk(E)(F) est un mil si pour tout ε > 0, il existe p tel que pour tout n ≥ p on a

P

(
sup
p≤q≤n

h(Fq, EFq(Fn)) > ε

)
< ε

Il est claire que si (Fn)n≥1 est un mil dans L1
cwk(E)(F), alors pour tout x′ dans la boule

unité B′ de E ′b, la suite (δ∗(x′, Fn))n≥1 est un mil dans L1
R(F) puisque on a

h(Fq, EFq(Fn)) = sup
x′∈B′

|δ∗(x′, Fq)− EFq(δ∗(x′, Fn))|

Définition 2.3 On suppose que E ′b est séparable, une suite adaptée (Fn)n≥1 dans
L1
cwk(E)(F) est un GFT 1 si pour tout ε > 0, il existe p tel que pour tout n ≥ m ≥ p

on a
P
(
h(Fm, EFm(Fn)) > ε

)
< ε

Remarque 3 Tout mil est un GFT.

Théorème 2.4 Soit E un espace de Banach, supposons que E ′b est séparable.
Soit F ∈ L1

cwk(E)(F). Alors on a

M − lim
n
EFn(F )(ω) = F (ω) p.s

Preuve. Il faut montre que w−lim sup EFn(F )(ω) ⊂ F (ω) ⊂ s−lim inf EFn(F )(ω) p.s.

1) F (ω) ⊂ s− lim inf EFn(F )(ω) = F (ω) p.s.
Soit f ∈ S1

F (F) d’après théorème de Levy on a limnE
Fn(f)(ω) = f(ω) p.s.

1. GFT : abréviation de l’expression en anglais "game which become fairer with time".
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Comme EFnf(ω) ∈ EFn(F )(ω) donc f(ω) ∈ s− lim inf EFn(F )(ω) p.s.
On utilise la représentation de Castaing de F ( [7]), on déduit que

F (ω) ⊂ s− lim inf EFn(F )(ω) p.s.

2) w − lim sup EFn(F )(ω) ⊂ F (ω) p.s.
Soit (ek)k≥1 une suite dense dans E ′ au sens de la topologie τMa(E ′, E). On a

lim
n
δ∗(ek, EFn(F )(ω)) = lim

n
EFnδ∗(ek, F (ω)) = δ∗(ek, F (ω)) p.s.

Maintenant soit x ∈ w − ls EFn(F )(ω) alors il existe une sous suite (xk)k≥1 tel que :
pour tout k ≥ 1 : xk ∈ EFnk (F )(ω) et xk w−→ x. Pour tout j ≥ 1, on a

< ej, x > = lim
k
< ej, xk >

≤ lim sup
n

δ∗(ej, EFn(F )(ω)) = δ∗(ej, F (ω))

d’après lemme III.34 dans [7] on a F (ω) = {x ∈ E/ < ej, x >≤ δ∗(ej, F (ω))} alors
x ∈ F (ω).
donc

w − lim sup EFn(F )(ω) ⊂ F (ω) ⊂ s− lim inf EFn(F )(ω) p.s

d’où
M − lim

n
EFn(F )(ω) = F (ω) p.s

Lemme 2.5 Soient E un espace de Banach, (An)n≥1 et (Bn)n≥1 deux suites dans
cf(E) telles que :

i- limn h(An, Bn) = 0
ii- M − limn An = A

Alors
M − lim

n
Bn = M − lim

n
An = A

Preuve. Soit x ∈ M − limn→∞An. Alors il existe xn ∈ An tel que x = limn→∞ xn.

On a l’estimation suivant :

d (x,Bn) ≤ ‖x− xn‖+ d (xn, Bn)
≤ ‖x− xn‖+ h (An, Bn)

D’après (ii) on obtient limn→∞ d (x,Bn) = 0, donc M − limn→∞An ⊂ s− lim inf Bn.
Maintenant soit x ∈ w − lim sup Bn, alors il existe une suite (xk)k≥1 converge faible-
ment vers x et pour tout k ∈≥ 1 xk ∈ Bnk

. Choisissons yk ∈ Ank
tel que

‖xk − yk‖ ≤ h (Bnk
, Ank

) + 1
k
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Comme yk = xk − (xk − yk) alors yk converge faiblement vers x. Par conséquence

x ∈ w − lim sup An ⊂M − lim
n
An

Donc w − lim sup Bn ⊂M − limnAn
d’où

M − lim
n
Bn = M − lim

n
An

2.1.2 Les résultats de convergence des mils dans L1
E(F)

Avant de commencer ce paragraphe nous rappelons le théorème ci dessus, qui va
nous éclaircir davantage des techniques de troncature et de compacité. Ces technique
serrent utilisées comme outils pour la démonstration de la convergence des mils.
On note par B (resp. B′) la boule unité de E (resp. E ′) et B(E) le tribu borélienne
de E.

Théorème 2.6 Soit (Ω,F , µ) un espace mesuré où µ est σ finie et F est µ-complète,
E un espace de Banach séparable, ϕ : Ω × E → [0,+∞[ un intégrande, F ⊗ B(E)
-mesurable tel que pour tout ω ∈ Ω, et r ∈ R+, on a ϕ(ω, 0) = 0 et l’ensemble

{x ∈ E : ϕ(ω, x) 6 r} ∈ R(E)

Soit (un)n>1 une suite bornée dans L1
E(F , µ) telle que

sup
n≥1

∫
Ω
ϕ (ω, un(ω))µ(dω) < +∞

Alors il existe une suite (Bk)k≥1 dans F et une sous suite (unk
)n>1 telle que (1Bk

unk
)k>1

soit relativement σ(L1
E(F), L∞E′s(F)) compacte et telle que (1Bc

ε
unk

)k>1 converge vers
0 µ -presque partout.

Preuve. ( [2]. p 59)

Théorème 2.7 Soient E un espace de Banach séparable et ϕ : Ω × E −→ [0,+∞[
une fonction F ⊗ B(E)-mesurable tel que, pour tout ω ∈ Ω, on a ϕ(ω, 0) = 0, et
tel que pour p, r dans R+, l’ensemble {x ∈ pB : ϕ(ω, x) ≤ r} est convexe faiblement
compact.
Soit (Fn)n≥1 un mil borné dans L1

E(F) telle que

sup
n≥1

∫
Ω
ϕ(ω, Fn(ω))P (dω) < +∞

Alors il existe F∞ ∈ L1
E(F) tel que

(Fn − EFnF∞) −→ 0 p.s.
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Preuve. En vertu du théorème 2.6, il existe une sous suite (Fnk
)k≥1 de (Fn)n≥1 et

une suite (Bk)k≥1 dans F telles que (1Bk
Fnk

)k≥1 soit relativement faiblement compact
dans L1

E(F).
D’abord par extraire une sous suite, on peut suppose que (1Bk

Fnk
)k≥1 converge faible-

ment dans L1
E(F) vers une fonction intégrable F∞ i.e pour tout k ≥ 1 (1Bk

Fnk
) w−→

F∞, et que (1Bc
k
Fnk

)k≥1 converge vers 0 p.s.
Puisque (Fn)n≥1 est un mil borné alors pour tout x′ ∈ E ′, (< x′, Fn >)n≥1 est un mil
réel borné dans L1

R(F), donc d’après théorème 1.11 on déduit que (< x′, Fn >)n≥1

converge p.s vers une fonction intégrable fx′ .
Or comme Fnk

= 1Bk
Fnk

+ 1Bc
k
Fnk

alors (< x′, 1Bk
Fnk

>) −→ fx′ p.s.
Par conséquence, pour tout A ∈ F , on a

lim
k→+∞

∫
A
< x′, 1Bk

Fnk
>=

∫
A
< x′, F∞ >=

∫
A

lim
n→+∞

< x′, Fn >

donc (Fn)n≥1 converge presque sûrement scalairement vers F∞ .
Soit EFn(F∞) l’espérance conditionnelle de F∞, alors par définition de la distance
de Hausdorff h on a (Fn − EFn(F∞))n≥1 est un mil borné dans L1

E(F) qui converge
scalairement vers 0, on utilise le théorème 1.14 pour déduire que pour tout n ≥ 1

(Fn − EFnF∞) −→ 0 p.s.

conséquence 2.8 (Fn)n≥1 converge vers F∞ p.s. pour la norme de E.

Définition 2.9 L’espace de Banach X, possède la propriété de Radon-Nikodym, en
abrégé RNP si pour tout espace probabilisé (Ω,F , P ) et toute probabilité Q sur (Ω,F)
absolument continue par rapport à P (Q� P ), il existe f ∈ L1

X telle que :

Q(A) =
∫
A
fdP ∀A ∈ F

Pour la commodité du lecteur on reproduit ici la version multivoque du lemme de
Slaby car cette version intervient dans les démonstrations.

Lemme 2.10 Soit (Xn)n≥1 une suite bornée dans L1
cwk(E)(F). Alors il existe une suite

extraite (Xnk
)k≥1 de (Xn)n≥1, une suite (Bk)k≥1 dans F tel que

1. limk→∞ P (Bk) = 1.
2. (Ynk

≡ 1Bk
Xnk

)k≥1 est uniformément intégrable dans L1
cwk(E)(F).

3.
(
Znk
≡ 1Bc

k
Xnk

)
k≥1

converge vers 0 en mesure, c’est à dire, pour tout ε > 0.

lim
k→∞

P [|znk
| > ε] = 0



Convergence des mils multivoque à un paramètre 24

Le théorème suivante est une variante du théorème 2.7

Théorème 2.11 Supposons que E et E ′b possèdent la propriété de Radon Nikodym.
Soit (Fn)n≥1 un mil borné dans L1

E(F), alors il existe F∞ ∈ L1
E(F), tel que pour tout

n ≥ 1
(Fn − EFnF∞) −→ 0 p.s.

Preuve. Premièrement on observe que pour tout x′ ∈ E ′, la mil réel (< x′, Fn >)n≥1

converge p.s vers une fonction intégrable.
On utilise le lemme 2.10, alors il existe une sous suite (Fnk

)k≥1 de (Fn)n≥1 et une suite
(Ap)p≥1 ∈ F avec limp P (Ap) = 1 tel que pour tout p > 1 la suite (Fnk

1Ap)k≥1 est
uniformément intégrable. Par conséquence, pour tout x′ ∈ E ′, p ≥ 1 et ∀A ∈ Ap ∩ F
on a :

lim
k→+∞

∫
A
< x′, Fnk

>= lim
n→+∞

∫
A
< x′, Fn >

En répétant les arguments donnés dans Castaing-Clauzure ( [4], théorème 3.1) via
le théorème de Dunford-Pettis, alors on affirme qu’il existe une sous suite (Σi)i≥1 de
(Fnk

)k≥1 et F∞ ∈ L1
E(F) tel que pour tout u ∈ L∞E′

b
(Ap ∩ F) on a :

lim
i→+∞

∫
< u,Σi >=

∫
< u, F∞ >

En particulier pour tout x′ ∈ E ′, p ≥ 1 et A ∈ Ap ∩ F on a

lim
k→+∞

∫
A
< x′, Fnk

>=
∫
A
< x′, F∞ >= lim

n→+∞

∫
A
< x′, Fn >

Ensuite pour tout p ≥ 1 et x′ ∈ E ′ il existe un ensemble négligeable Np ∈ Ap telle
que pour tout ω ∈ Ap \Np

lim
n→+∞

< x′, Fn(ω) >=< x′, F∞(ω) >

Comme limp P (Ap) = 1, on fixé x′ ∈ E ′ alors on obtient :

lim
n→+∞

< x′, Fn >=< x′, F∞ > p.s.

donc (Fn)n≥1 converge presque sûrement scalairement vers F∞ .
Par définition de la distance de Hausdorff h on a (Fn−EFn(F∞))n≥1 est un mil borné
dans L1

E(F) qui converge scalairement vers 0, on utilise le théorème 1.14 pour déduire
que pour tout n ≥ 1 on a :

(Fn − EFnF∞) −→ 0 p.s.

Remarque 4 les résultats de décomposition donnés dans les théorèmes 2.7, 2.11 sont
analogues à le résultat de décomposition dans le théorème 1.15, ces techniques peuvent
être étendues aux mils bornés en L1

cwk(E)(F) dans la section suivante.
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2.2 Résultats de convergence et décomposition des
mils dans L1

cwk(E)(F)
Les résultats suivants sont extraits de Castaing-Clauzure ( [4]), Castaing( [3], [2])

et Hess ( [11]).
Voici deux résultats techniques qui interviennent dans les démonstrations des théo-
rèmes principaux.

Théorème 2.12 Supposons E ′b séparable et E possède la propriété de Radon-Nikodym.
Soit (Fn)n>1 un mil borné dans L1

cwk(E)(F) tel que
1) Pour tout sous suite (Fm)m>1 de (Fn)n>1 et tout A ∈ F tel que (Fm1A)m>1 est

uniformément intégrable, l’ensemble {
∫
A FndP : n > 1} soit relativement faible-

ment compact.
2) Pour tout x′ ∈ E ′ la suite (δ∗(x′, Fn))n converge vers une function intégrable ϕx′

au sens de probabilité.
Alors il existe F∞ dans L1

cwk(E)(F) tel que :
Pour tout x′ ∈ E ′ il existe un ensemble négligeable Nx′ ∈ F tel que pour ω /∈ Nx′

ϕx′ ≡ P − lim
n
δ∗(x′, Fn(ω)) = δ∗(x′, F∞(ω))

Preuve. Comme (Fn)n>1 une suite bornée dans L1
cwk(E)(F) alors d’après le lemme

2.10, il existe une sous suite (Fnk
)k≥1 de (Fn)n≥1 et une suite (Ap)p≥1 ∈ F avec

limp P (Ap) = 1 tel que pour tout p > 1 la suite (Fnk
1Ap)k≥1 est uniformément inté-

grable dans L1
cwk(E)(Ap, Ap ∩ F , P|Ap).

Puisque {
∫
A Fm : m > 1} est relativement faiblement compact dans E, alors par

la même procède du démonstration de la théorème 2.11 : il existe une sous suite
(Σi)i>1 de (Fn)n>1 tel que pour tout p > 1 (Σi1Ap)i>1 est uniformément intégrable et
F∞ ∈ L1

cwk(E)(F) tel que pour tout x′ ∈ E ′, p ≥ 1 et pour tout A ∈ Ap ∩ F on a :

lim
i→+∞

∫
A
δ∗(x′,Σi) =

∫
A
δ∗(x′, F∞)

d’après l’hypothèse 2), pour tout x′ ∈ E ′ :

ϕx′ ≡ P − lim
n
δ∗(x′, Fn) ∈ L1

R

alors, pour tout p ≥ 1, limn δ
∗ (x′,Σi) = ϕx′ dans L1

R

(
Ap, Ap ∩ F , P|Ap

)
· Donc pour

tout x′ ∈ E ′ fixé ;

lim
i

∫
A
δ∗ (x′,Σi) dP =

∫
A
ϕx′dP =

∫
A
δ∗ (x′, F∞) dP ∀A ∈ Ap ∩ F

par conséquence sur Ap on obtient

ϕx′ = δ∗(x′, F∞) p.s
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et comme limp P (Ap) = 1, alors dans Ω on a :

ϕx′ = δ∗(x′, F∞) p.s

Lemme 2.13 Soit (Fn)n>1 une suite dans L1
cwk(E)(F) telles que

1. supn
∫
|Fn| <∞

2. Il existe une multifonction K : Ω→ cwk(E) telle que pour tout n > 1 et ω ∈ Ω
on a Fn(ω) ⊂ K(ω)

3. pour tout x′ ∈ D∗ où D∗ est une suite dense dénombrable dans E ′ au sens de la
topologie de Mackey, la suite (δ∗(x′, Fn))n>1 est converge p.s.
Alors ils existe F∞ ∈ L1

cwk(E)(F) et un ensemble négligeable N ∈ F tel que

lim
n
δ∗(x′, Fn(ω)) = δ∗(x′, F∞(ω)) ∀(ω, x′) ∈ (Ω \N)× E ′.

Preuve. Comme D∗ est dénombrable tel que la suite (δ∗(x′, Fn))n>1 converge p.s,
alors il existe une ensemble négligeable N ∈ F tel que pour tout x′ ∈ D∗ et ω ∈ Ω\N
on a limn δ

∗(x′, Fn(ω)) existe.
par convexité et la compacité faible de K, cela entraîne l’existence d’une multifonction
F∞ à valeurs dans cwk(E) qui satisfait pour tout (ω, x′) ∈ (Ω \N)×D∗ :

lim
n
δ∗(x′, Fn(ω)) = δ∗(x′, F∞(ω))

Il reste de vérifie que F∞ ∈ L1
cwk(E)(F), comme

|F∞(ω)| = sup{‖x‖, x ∈ F∞(ω)} = sup{δ∗(x′, F∞(ω)), x′ ∈ D∗}

alors on a
lim inf

n
|Fn(ω)| ≥ |F∞(ω)|

D’après lemme de Fatou on a :∫
|F∞| ≤

∫
lim inf

n
|Fn|

≤ lim inf
n

∫
|Fn|

≤ sup
n

∫
|Fn| <∞

donc F∞ ∈ L1
cwk(E)(F) et pour tout (ω, x′) ∈ (Ω \N)× E ′.

lim
n
δ∗(x′, Fn(ω)) = δ∗(x′, F∞(ω)).

�



Convergence des mils multivoque à un paramètre 27

le résultat suivant est une version multivoque de la théorème 1.14 (Talagrand), les
techniques de la preuve sont essentiellement la même.

Théorème 2.14 Supposons que E ′b est séparable et E possède la propriété de Radon-
Nikodym. Soit (Fn)n>1 un mil borné dans L1

cwk(E)(F) qui converge presque sûrement
scalairement vers F∞ ∈ L1

cwk(E)(F). i.e. pour tout x′ ∈ E ′ ;

lim
n
δ∗(x′, Fn) = δ∗(x′, F∞) p.s

Donc
lim
n→∞

h(Fn, EFnF∞) = 0 p.s

Preuve. Soit (Fn)n>1 un mil borné qui converge scalairement vers F∞ ∈ L1
cwk(E)(F)

on doit montrer que
limn→∞h(Fn, EFnF∞) = 0 p.s

si (Fn)n>1 est un mil univoque dans L1
E(F) qui converge scalairement vers

F∞ ∈ L1
E(F) alors (Fn−EFn(F∞))n>1 est un mil borné qui converge presque sûrement

scalairement vers 0, on applique le résultat de Talagrand (théorème 1.14) on trouve

lim
n
‖Fn − EFn(F∞)‖ = 0 p.s.

Mais dans le cas où Fn ∈ L1
cwk(E)(F) il faut montrer que pour tout n > 1

h(Fn, EFn(F∞)) = sup
x′∈B′

|δ∗(x′, Fn)− (δ∗(x′, EFnF∞))|

est converge vers 0 p.s.
Si pour tout n > 1, h(Fn, EFn(F∞)) converge vers 0 alors le résultat est vérifié.
sinon h(Fn, EFn(F∞)) n’est pas converge, alors pour tout n > 1 ils existes a > 0 et
A ∈ F avec P (A) > 0 tel que pour tout ω ∈ A on a :

lim sup
n

h(Fn(ω), EFn(F∞)(ω)) > a

Claim.
Soit 0 < ε < P (A)

4 et n1 ∈ N. Alors il existe n2 ≥ n1 telle que pour tout D ∈ Fn1 tel
que P (D) ≤ P (A)

4 et pour tout n ≥ n2 il existe E ∈ Fn2 avec P (E) < ε, E ∩D = ∅
telle que ∫

E
h(Fn, EFn(F∞))dP ≥ aP (A)

32
Preuve.Voir [6].
Pour démontrer le théorème, nous construisons maintenant par récurrence une suite
croissante (np)p>1 avec la propriété suivant : pour tout D ∈ Fnp tel que P (D) ≤ P (A)

4
et n ≥ np+1, ils existe E ∈ Fnp+1 avec P (E) < 2−p+1P (A), E ∩D = ∅ et∫

E
h(Fn, EFn(F∞))dP ≥ aP (A)

32
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Soit n ≥ np. on construit par récurrence pour i ≤ p des ensembles disjoints Ei ∈ Fni
,

avec E1 = ∅, P (Ei) ≤ 2−iP (A), et∫
Ei

h(Fn, EFn(F∞))dP ≥ aP (A)
32 pour 2 ≤ i ≤ p.

En suite on a pour tout p ≥ 2,∫
Ω
h(Fn, EFn(F∞))dP ≥

∫⋃p

i=2 Ei

h(Fn, EFn(F∞))dP

≥ (p− 1)aP (A)
32 −→ +∞

p −→∞

Par conséquence
∫

Ω h(Fn, EFn(F∞))dP −→ +∞ lorsque n −→ +∞ c’est impossible
car : ∫

Ω
h(Fn, EFn(F∞))dP ≤ sup

n

∫
n
|Fn|dP +

∫
Ω
|F∞| < +∞.

D’où :
lim
n→∞

h(Fn, EFnF∞) = 0 p.s

�
Maintenant on énonce le premier résultat de la convergence au sens de Mosco pour
les mils dans L1

cwk(E)(F).

Théorème 2.15 Soit (Fn)n≥1 un mil borné dans L1
cwk(E)(F). Supposons que E ′b sépa-

rable, et il existe une multifonction K : Ω→ cwk(E) tel que pour tout n > 1 et ω ∈ Ω,
Fn(ω) ⊂ K(ω). Alors il existe F∞ ∈ L1

cwk(E)(F) telle que limn h(Fn, EFnF∞) = 0 p.s.
Par conséquence, pour tout n ≥ 1 :

M − limFn = F∞ p.s.

Preuve. Pour tout x′ ∈ B′, la suite (δ∗(x′, Fn))n>1 est un mil bornée dans L1
R(F),

d’après théorème 1.11, le mil (δ∗(x′, Fn))n>1 converge presque surement vers une fonc-
tion intégrable.
Comme pour touts n > 1 et ω ∈ Ω on a Fn(ω) ⊂ K(ω). Alors les hypothèses de
lemme 2.13 sont satisfaits alors il existe F∞ ∈ L1

cwk(E)(F) tel que pour tout x′ ∈ B′

lim
n
δ∗(x′, Fn) = δ∗(x′, F∞) p.s. (2.1)

D’après le théorème 2.14 l’équation (2.1) implique que pour tout n > 1 :

lim
n→∞

h(Fn, EFnF∞) = 0 p.s. (2.2)

où EFnF∞ est l’espérance conditionnelle de F∞. D’autre parte puisque F∞ ∈ L1
cwk(E)(F),

en vertu théorème 2.4 on a

M − lim
n
EFnF∞ = F∞ p.s
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Par conséquence on utilise le lemme 2.5 on conclue que pour tout n > 1

M − lim
n
Fn = F∞ p.s.

Théorème 2.16 Supposons E ′b séparable et E possède la propriété de Radon-Nikodym.
Soit (Fn)n>1 un mil borné dans L1

cwk(E)(F) tel que pour tout sous suite (Fm)m>1 de
(Fn)n>1 et tout A ∈ F tel que (Fm1A)m>1 est uniformément intégrable, l’ensemble
{
∫
A FndP : n > 1} soit relativement faiblement compact.

Alors il existe F∞ ∈ L1
cwk(E)(F) tel que pour tout n > 1 :

lim
n
h
(
Fn, E

FnF∞
)

= 0 p.s

Par conséquence :
M − lim

n
Fn = F∞ p.s

Preuve. En vertu du théorème 1.11 on a pour tout x′ ∈ B′ le mil (δ∗(x′, Fn))n>1 est
converge vers une fonction intégrable, d’autre part on peut utilisé le théorème 2.12.
Par conséquence il existe F∞ ∈ L1

cwk(E)(F) tel que pour tout x′ ∈ B′ :

ϕx′ = lim
n
δ∗(x′, Fn) = δ∗(x′, F∞) p.s

D’après le théorème 2.14 on a pour tout n > 1 :

lim
n→∞

h(Fn, EFnF∞) = 0 p.s

où EFnF∞ l’espérance conditionnelle de F∞. Or comme F∞ ∈ L1
cwk(E)(F), alors

M − lim
n
EFnF∞ = F∞ p.s

Par conséquence on utilise le lemme 2.5 on conclue que pour tout n > 1 :

M − lim
n
Fn = F∞ p.s.

�



CHAPITRE 3

Convergence des mils multivoque à 2 paramètres

3.1 Notation et définition
• (Ω,F , P ) un espace probabilisé.
• E un espace de Banach séparable.
• J = N× N muni une relation d’ordre ” ≤ ” telle que :

s = (s1, s2) ≤ t = (t1, t2) ssi s1 ≤ t1 et s2 ≤ t2

J est un ensemble filtrant (Directed Set).
• (Ft, t ∈ J) : une filtration sur (Ω,F), F = σ (∨t∈J Ft).

Définition 3.1 Une filtration sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) est une famille
(Ft)t∈J de sous-tribus telle que pour tout s ≤ t on a Fs ⊂ Ft.

(Ft)t∈J est une base stochastique complete satisfis le condition de Vitali (V), c’est à
dire pour tout A ∈ F , At ∈ F1

t tel que A ⊂ ess lim supt∈J At et pour tout ε > 0, il
existe un ensemble fini d’indice {ti, i 6 m} de J , et des ensembles disjoints (Bi) tel
que pour tout i 6 m on a Bi ∈ F1

ti
, Bi ⊂ Ati , et P (A\ ∪i>m Bi) < ε.

Définition 3.2 Soit τ une application de Ω vers J . On dit que τ est un temps d’arrêt
(de la filtration Ft ) si pour tout t ∈ J, {τ ≤ t} ∈ Ft.

Définition 3.3 Soit τ un (Ft)-temps d’arrêt. On dit que τ est un (Ft)-temps d’arrêt
simple si l’ensemble des valeurs prises par τ est au plus dénombrable, ie. il existe une
suite (tn)n∈N de temps positifs dans J telle que ∑n≥0 P (τ = tn) = 1.

Pour tout t = (t1, t2) ∈ J , on pose F1
t = ∨

u∈NF(t1,u).

L’application τ : Ω→ J est un 1-temps d’arrêt si pour tout t ∈ J : [τ = t] ∈ F1
t .

30
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• T 1 est l’ensemble de tout 1-temps d’arrêt simple, on sait également que T 1 est
muni de l’ordre ” ≤ ” p.s. qui donné par :

σ ≤ τ ssi σ(ω) ≤ τ(ω) p.s.

— T 1 est un ensemble filtrant (Directed Set).

— J et N peuvent être considérés comme deux sous-ensembles cofinal de T 1.

Définition 3.4 Soit A un ensemble muni d’une relation binaire ≤. Un sous ensemble
B de A est dit cofinal si :

∀a ∈ A, ∃b ∈ B tel que a ≤ b

• Convergence au sens de topologie faible : une suite (Ct)t∈J converge faiblement vers
C, et l’on note Ct w−→ C, t ∈ J , si pour tout x′ ∈ E ′ :

δ∗ (x′, C) = lim
t
δ∗ (x′, Ct)

• Convergence pour la topologie de Mosco : une suite (Ct)t∈J converge vers C au sens
de Mosco et l’on note M − limt∈J Ct = C ;
si : s− lim inft∈J Ct = C = w − lim supt∈J Ct où :

s− lim inf
t∈J

Ct := {x ∈ E : lim d (x,Ct) = 0}

w − lim sup
t∈J

Ct :=
{
x ∈ E : ∃ (tk)k∈N , xk → x, xk ∈ Ctk

}
où (tk)k∈N est une sous suite cofinal de J .

3.2 Convergence d’un mil optionnel
Soit l’espace L1

cwk(E)(F), on considère un processus (Ft)t∈J dans L1
cwk(E)(F) tel

que pour tout t ∈ J on a Ft est Ft−mesurable (adaptée).

Définition 3.5 Soit (Ft)t∈J une suite adaptée dans L1
cwk(E)(F), on dit que (Ft)t∈J est

un mil optionnel si (Ft,F1
t )t∈J est un mil, c’est à dire pour tout ε > 0, il existe p ∈ N

telle que pour tout n ∈ N, τ ∈ T 1, tel que p ≤ τ ≤ n on a :

P
(
h(Fτ , E(Fn|F1

τ )) > ε
)
< ε

où n = (n, n) ∈ N.

Remarque 5
Dans d’autres références, un mil optionnel peut être nommé "1-mil".
Dans le cas discret à un paramètre, la notion de mil optionnel coïncide avec la notion
originale des mils introduite dans le chapitre 2.
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Lemme 3.6 Soit (Ft)t∈J un mil optionnel réel et uniformément intégrable, alors (Ft)t∈J
converge presque sûrement.

Preuve. Soit (Ft)t∈J un mil optionnel réel, alors par définition (Fn,F1
n)n≥1 est un mil.

Puisque (Ft)t∈J est uniformément intégrable et à valeurs réelles, en vertu du théorème
1.11 il existe F tel que Fn −→ F p.s. et dans L1.
Par conséquence ; il existe une unique décomposition Fn = Yn + Zn où Yn est une
martingale bornée dans L1, et Zn est un mil tel que Zn → 0 p.s.

D’abord posons Yt = E(F |F1
t ) et Zt = Ft − Yt pour tout t ∈ J , comme (Yt,F1

t ) est
une martingale régulière(car uniformément intégrable dans L1). Alors d’après ( [13],
Théorème 4.3), (Yt) converges vers F p.s. et dans L1.
Maintenant il faut prouver que (Zt,F1

t )t∈J est converge vers 0 p.s. il suffit de vérifier
que (Zτ )τ∈T 1 converges vers 0 en probabilité.
Puisque (Zt,F1

t )t∈J est un mil, alors pour tout ε > 0 il existe p ∈ N tel que pour tout
τ ∈ T 1, n1 ∈ N où p 6 τ 6 n1, on a

P
(
h(Zτ , E(Zn1|F1

τ )) > ε
)
< ε (3.1)

D’autre part, on a Zn → 0 dans L1, alors il existe n2 ∈ N où n2 > n1, tel que pour
tout n > n2 on a :

E |Zn| < ε2 (3.2)

Donc en utilisant d’inégalités (3.1), (3.2) et l’inégalité de Markov, alors pour tout
τ ∈ T 1 et n ∈ N tel que τ > p, n > n2, on a donc

P (|Zτ | > 2ε) 6 P
(
|Zτ − E(Zn | F1

τ )| > ε
)

+ P
(
|E(Zn | F1

τ )| > ε
)

6 P
(
h(Zτ , E(Zn|F1

τ )) > ε
)

+ P
(
|E(Zn | F1

τ )| > ε
)

6 ε+ E |Zn|
ε

6 ε+ ε2

ε
= 2ε

alors (Zτ )τ∈T 1 converges vers 0 en probabilité.
Ceci achève la preuve du lemme 3.6.

∗Maintenant on doit vérifié que le théorème 1.11 est applicable pour des mils à 2
paramètres sous la forme (Xn)n>1

c’est à dire si (Xn)n>1 un mil tel que lim infnE|Xn| < ∞, montrer que (Xn)n>1 est
converge presque surement.
Supposons que (Xn)n>1 est un mil qui ne converge pas p.s.
Alors ils existes 0 < a < b et un ensemble A ∈ F avec P (A) > 0 telle que

lim supXn(ω) > b, lim inf Xn(ω) < a pour tout ω ∈ A.
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On a pour tout n1 ∈ N, ε > 0, il existe n2 ≥ n1 telle que pour tout D ∈ Fn1 ∈ F1
n1 ,

tel que P (D) ≤ P (A)/2 et n ≥ n2 il existe E ∈ Fn2 ∈ F1
n2 avec P (E) < ε, E ∩D = ∅

telle que ∫
E
|Xn| dP ≥ (b− a)P (A)/12.

Soit n > np, on construisons maintenant par récurrence une suite croissante (np)p>1

et pour tout i 6 p des ensembles disjoints Di ∈ Fni
∈ F1

n, tel que D1 = ∅ et
P (Di) ≤ 2−iP (A) on a ∫

Di

|Xn|dP ≥ (b− a)P (A)/12

Alors
E |Xn| ≥ (p− 1)(b− a)P (A)/12

par conséquence
lim
n
E |Xn| =∞

D’où (Xn)n>1 converge presque sûrement.

Notations 1 On note D (resp. D∗) un sous-ensemble dense dénombrable de la boule
unité B (resp. B′) pour la topologie de norme de E (resp. la topologie de Mackey de
E ′).
Soit D∗1 dénote l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires rationnelles de D∗.

Pour des mils optionnels multivoques, nous obtenons le résultat de convergence faible
suivants.

Théorème 3.7 Soit (Ft)t∈J un mil optionnel uniformément intégrable à valeurs dans
cwk(E), supposons que :

co
⋃
t∈J

Ft(ω) ∈ cwk(E), ω ∈ Ω

Alors il existe une multifonction F ∈ L1
cwk(E)(F) tel que

w − limFt = F, p.s.

Preuve. Soit (Ft)t∈J un mil optionnel uniformément intégrable dans cwk(E). Pour
tout x′ ∈ E ′ on a

|δ∗ (x′, Ft(ω))| 6 ‖x′‖|Ft(ω)|

où |Ft|(ω) = sup{‖x‖, x ∈ Ft(ω)} ;
alors l’ensemble {δ∗ (x′, Ft)}t∈J est uniformément intégrable.
Si x′ ∈ D′1 alors ‖x′‖ 6 1, et on a pour tout σ ∈ T 1, σ 6 n :∣∣∣δ∗ (x′, Fσ)− E

(
δ∗ (x′, Fn) | F1

σ

)∣∣∣ =
∣∣∣δ∗ (x′, Fσ)− δ∗

(
x′, E(Fn|F1

σ)
)∣∣∣

6 h
(
Fσ, E

(
Fn|F1

σ

))
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Alors pour tout x′ ∈ D∗1, on a la suite (δ∗(x′, Ft),F1
t )t∈J est un mil réel uniformément

intégrable a deux paramètres, on conclue que (δ∗(x′, Ft))t∈J est un mil optionnel réel
uniformément intégrable, alors en vertu du lemme 3.6 on a (δ∗(x′, Ft))t∈J converge
p.s.
D’autre part comme

co

(⋃
t∈J

Ft(ω)
)
∈ cwk(E)

alors il existe une multifonction K : Ω → cwk(E) tel que pour tout t ∈ J et ω ∈ Ω,
on a Ft(ω) ⊂ K(ω) donc toutes les hypothèse de lemme 2.13 sont satisfaites.
Alors il existe une multifonction F ∈ L1

cwk(E)(F) et un ensemble négligeable Nx′ ∈ F
tel que

lim
t∈J

δ∗ (x′, Ft(ω)) = δ∗ (x′, F (ω))

pour tout ω ∈ (Ω \Nx′) et x′ ∈ E ′.
d’où

w − lim
t
Ft = F p.s.

�
On obtient le résultat de convergence suivant (convergence au sens de Mosco), qui est
meilleur que le théorème précédent :

Théorème 3.8 Soit (Ft)t∈J un mil optionnel uniformément intégrable à valeur dans
cwk(E), supposons que :

co
⋃
t∈J

Ft(ω) ∈ cwk(E) ω ∈ Ω

Alors
a) il existe F ∈ L1

cwk(E)(F) tel que

w − limFt = F p.s.

b)
lim
t∈J

h
(
Ft, E(F | F1

t )
)

= 0 p.s.

et
M − lim

t∈J
Ft = F p.s.

Preuve.
a) Voir le théorème 3.7.
b) � Montrer que limt∈J h (Ft, E (F | F1

t )) = 0 p.s. :
Premièrement posons que

Xt(x′) = δ∗(x′, Ft)− δ∗(x′, E(F | F1
t )), x′ ∈ E ′



Convergence des mils multivoque à 2 paramètres 35

D’après (a), il existe un ensemble négligeable N1 ∈ F tel que pour tout ω ∈ (Ω \N1)
et x′ ∈ E ′, on a :

lim
t∈J

δ∗ (x′, Ft(ω)) = δ∗ (x′, F (ω))

Puisque
(
δ∗ (x′, E (F | F1

t ))t∈J est une martingale à valeur réelle, et (F1
t ) est un base

stochastique satisfis le condition de Vitali (V), on applique théorème 4.4.6 dans [10]
on trouve pour tout x′ ∈ E ′ :

lim
t∈J

δ∗
(
x′, E

(
F | F1

t

))
= δ∗ (x′, F ) , p.s.

Alors il existe un ensemble négligeable N2 ⊂ F tel que pour tout ω ∈ N c
2 :

lim
t∈J

δ∗
(
x′, E

(
F | F1

t

)
(ω)

)
= δ∗ (x′, F (ω))

Posons N = N1 ∪N2, par conséquence pour tout ω /∈ N et x′ ∈ E ′ on a

lim
t∈J

Xt (x′) (ω) = 0

Or (Xt (x′))t∈J est un processus dans l’espace de Banach BR (B′) de toutes les fonctions
réelles bornées définie dans B′.
Posons également

‖Xt‖∞ = sup
x′∈B′

‖Xt (x′)‖

Donc ‖Xt‖∞ est mesurable et intégrable. Il est claire que ‖Xt‖∞ = h (Ft, E (F | F1
t )).

par absurde on suppose que (Xt (x′))t∈J ne converge pas vers 0 p.s. alors ils existe
a > 0 et A ∈ F avec P (A) > 0 tel que lim supt∈J ‖Xt‖∞ (ω) > a pour tout ω ∈ A.
En appliquant des techniques similaires à celles utilisées dans la preuve de Théorème
1.14, nous pouvons :
Pour tout n1 ∈ N et 0 < ε < P (A)/4. Alors il existe n2 ≥ n1 telle que pour tout
D ∈ F1

n1 tel que P (D) ≤ P (A)/4, et pour tout n ≥ n2 il existe E ∈ F1
n2 vérifié

P (E) < ε et E ∩D = ∅ telle que∫
D
‖Xn‖∞ dP > (p− 1)aP (A)/16

On construis par récurrence une suite croissante (np)p>1 et une suite (Di)i des en-
sembles disjoints Di ∈ F1

n, avec D1 = ∅, P (Di) ≤ 2−iP (A), et pour tout i ≤ p et
n ≥ np on a ∫

Di

‖Xn‖dP ≥ aP (A)/16.

Alors ∫
Ω
‖Xn‖dP ≥

∫⋃
i≤p

Di

‖Xn‖dP

≥ (p− 1)aP (A)/16
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par conséquence limnE‖Xn‖∞ =∞ ,ce qui absurde alors ‖Xt‖∞ → 0 p.s.

finalement :
lim
t∈J

h
(
Ft, E

(
F | F1

t

))
= 0 p.s.

� Montrer que M − limt∈J Ft = F p.s. :
Puisque F est un multifonction intégrable bornée, alors d’après théorème III.7 dans [7]
il existe une suite de sélection mesurable (f i)i>1 ⊂ S1

F (F) tel que pour tout ω ∈ Ω
on a F (ω) = cl{f i(ω), i > 1}, et de même il existe (E(f i|F1

t ))i>1 ⊂ S1
E(F |F1

t ) tel que
E(F |F1

t ) = cl{E(f i|F1
t ), i > 1} p.s.

Rappelons que pour tout t ∈ J , S1
E(F |F1

t ) = {E(f i|F1
t ) : f i ∈ S1

F (F)}.
En vertu la convergence des martingales vectorielles dans Théorème 12.4 ( [13]) on a

lim
t∈J

∥∥∥E (f i|F1
t

)
− f i

∥∥∥ = 0, p.s.

Alors il existe un ensemble négligeable N3 ∈ F , tel que pour tout ω ∈ N c
3 on obtient

pour tout i > 1 :
lim
t∈J

E(f i|F1
t )(ω) = f i(ω)

comme E(f i|F1
t )(ω) ⊂ E(F |F1

t )(ω) donc f i(ω) ⊂ s− lim inft∈J E(F |F1
t )(ω) on utilise

la représentation de Castaing de F alors on déduit que pour tout ω /∈ N3

F (ω) ⊂ s− lim inf
t∈J

E(F |F1
t )(ω) (3.3)

D’autre parte on a limt∈J h (Ft, E (F |F1
t )) = 0 p.s, alors il existe un ensemble négli-

geable N4 ∈ F , tel que pour tout ω ∈ N c
4 on a limt∈J h (Ft, E (F |F1

t )) (ω) = 0, par
définition de la distance de Hausdorff on a

lim
t∈J

(
d(x, Ft(ω))− d(x,E(F |F1

t )(ω))
)

= 0

alors d’après l’inclusion (3.3) on conclue que

F (ω) ⊂ s− lim inf
t∈J

Ft(ω) pour ω /∈ N3 ∪N4

donc pour tout ω /∈ N3 ∪N4,

w − lim sup
t∈J

Ft(ω) ⊂ F (ω) ⊂ s− lim inf
t∈J

Ft(ω)

Finalement :
M − lim

t∈J
Ft = F p.s.

�

Remarque 6 Dans le théorème 3.8, la condition co
⋃
t∈J Ft(ω) ∈ cwk(E) jouè un

rôle crucial. Cependant, dans le théorème ci-dessous, il peut être remplacé par la condi-
tion d’Uhl qui est plus faible.
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Définition 3.9 On dit qu’une suite (Ft)t∈J ∈ L1
cwk(E)(F) satisfait la condition d’Uhl

pour la topologie faible si pour tout ε > 0, il existe un convexe faiblement compact Kε

tel que : pour tout δ > 0, il existe un ensemble Aδ ∈ F tel que P (Aδ) ≥ 1− ε et pour
tout A ∈ Aδ ∩ F on a ⋃

t∈J

∫
A
Ft ⊂ P (A)Kε + δB.

conséquence 3.10 Si une suite (Ft)t∈J satisfait la condition d’Uhl alors pour tout
ε > 0, il existe un ensemble faiblement compact convexe Kε et un ensemble mesurable
Bε ⊂ Ω vérifiant P (Bc

ε) < ε tels que :

∀A ∈ Bε ∩ F :
⋃
t∈J

∫
A
Ft ⊂ P (A)Kε

Preuve. Soit ε > 0, la suite (Ft)t∈J satisfait la condition d’Uhl alors il existe un
ensemble faiblement compact convexe Kε, tel que pour tout n ≥ 1, il existe une suite
(An)n≥1 ⊂ F tel que P (An) ≥ 1− ε, et pour tout A ∈ F ∩ An, n ≥ 1 :

⋃
t∈J

∫
A
Ft ⊂ P (A)Kε + 1

n2B

Posons
Aε = lim sup

n
An =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

il est claire que P (Aε) ≥ 1− ε.
Soit A ∈ F ∩ Aε, alors pour tout n ≥ 1 on a : A ⊂ ⋃∞m=nAm.
Pour n ≥ 1 fixé, on définit :

Sn = An, Sn+1 = An+1\An, . . . , Sn+k+1 = An+k+1\
(
n+k⋃
m=n

Am

)

Les ensembles (Sm),m ≥ n, sont deux-à-deux disjoints et A ⊂ ⋃∞m=nAm = ⋃∞
m=n Sm.

Alors : ⋃
t∈J

∫
A
Ft =

⋃
t∈J

∫⋃∞
m=n

(A∩Sm)
Ft

=
⋃
t∈J

( ∞∑
m=n

∫
A∩Sm

Ft

)

=
∞∑
m=n

(⋃
t∈J

∫
A∩Sm

Ft

)

⊂
∞∑
m=n

(
P (A ∩ Sm)Kε + 1

m2B
)

= P (A)Kε +
( ∞∑
m=n

1
m2

)
B

on conclue que pour tout A ∈ Bε ∩ F ,
⋃
t∈J

∫
A Ft ⊂ P (A)Kε.
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Théorème 3.11 Soit (Ft)t∈J un mil optionnel uniformément intégrable à valeurs
dans cwk(E), supposons que (Ft)t∈J satisfait la condition d’Uhl pour la topologie faible.
Alors il existe F ∈ L1

cwk(E)(F) tel que

M − lim
t∈J

Ft = F p.s.

Preuve. Soit (Ft)t∈J un mil optionnel uniformément intégrable, on a déjà prouvé que
pour tout x′ ∈ D∗1, la suite (δ∗ (x′, Ft) ,F1

t )t∈J est un mil réel uniformément intégrable
converge presque sûrement (dans la preuve du théorème 3.7). Alors il existe une
fonction intégrable ϕx′ , et un ensemble négligeable N ⊂ Ω tel que :

lim
t∈J

δ∗ (x′, Ft(ω)) = ϕx′(ω) (3.4)

pour tout x′ ∈ D∗1 et ω /∈ N .
Puisque (Ft)t∈J satisfaite la condition d’Uhl en vertu de la conséquence 3.10, pour
tout ε > 0, il existe un ensemble faiblement compact convexe Hε et un ensemble
mesurable Bε avec P (Bε) > 1− ε tel que

⋃
t∈J

∫
A
Ft ⊂ P (A)Hε, ∀A ∈ F ∩Bε (3.5)

Posons Ωn = B1/n et Kn = H1/n. on peut supposer que pour tout n > 1 ; Ωn ⊂ Ωn+1

(sinon on peut remplace Ωn par Ω1 ∪ Ω2 . . . ∪ Ωn).
D’après l’inclusion 3.5 on arrive que pour tout A ∈ F ∩ Ωn et t ∈ J ;

∫
A Ft ⊂

∫
AKn.

Alors, il existe un ensemble négligeable Nn ∈ F ∩ Ωn tel que pour tout ω ∈ Ωn ∩N c
n

et t ∈ J , on a Ft(ω) ⊂ Kn.

Posons également M = N ∪ (⋃n>1Nn). Pour tout ω ∈ Ωn ∩ M c et x′ ∈ D∗1, on a
limt∈J δ

∗ (x′, Ft(ω)) = ϕx′(ω) et Ft(ω) ⊂ Kn. Donc on peut applique lemme 2.13.
Ensuite, il existe une multifonction mesurable Gn : Ωn ∩M c → cwk(E) tel que

lim
t∈J

δ∗ (x′, Ft(ω)) = δ∗ (x′, Gn(ω))

pour x′ ∈ E ′ et ω ∈ Ωn ∩M c.

Selon l’équation 3.4, pour tout m,n ∈ N, 1 6 m < n et tout x′ ∈ D∗1, ω ∈ Ωm ∩M c

(⊂ Ωn∩M c) on trouve δ∗ (x′, Gm(ω)) = δ∗ (x′, Gn(ω)) = ϕx′(ω). Depuis que pour tout
ω ∈ Ωm ∩M c les fonctions δ∗ (., Gm(ω)) et δ∗ (., Gn(ω)) sont équicontinues au sens de
la topologie de Mackey, alors pour tout x′, ∈ E ′ δ∗ (x′, Gm(ω)) = δ∗ (x′, Gn(ω)).
Par conséquence, pour ω ∈ Ωm ∩M c, Gm(ω) = Gn(ω).
On définie une multifonction F tel que

F (ω) =


Gn(ω) pour ω ∈ Ωn ∩M c

{0} pour ω ∈ N ′ = M ∪ (⋂∞n=1 Ωc
n)
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il est claire que F est mesurable intégrable, bornée et pour tout ω ∈ N ′c

lim
t∈J

δ∗ (x′, Ft(ω)) = δ∗ (x′, F (ω))

or P (N ′) = 0, alors limt∈J δ
∗ (x′, Ft) = δ∗ (x′, F ) p.s. Donc

w − limFt = F p.s.

Enfin, en appliquant les mêmes arguments utilisés dans la partie (b) de la preuve du
théorème précédent, on conclue que

M − lim
t∈J

Ft = F p.s.

�



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié la convergence des mils, plus précisément on
met le point sur la convergence presque surement des mils univoques dans un espace
de Banach, la convergence des mils multivoques intégrablements bornés dans espace
de Banach ayant la propriété RNP. A la fin de ce mémoire nous avons présenté la
convergence des mils optionnels à deux paramètres dans un espace de Banach .

En premier temps nous avons démontré la convergence des martingales à la limite
réelles et généraliser ce résultat dans un espace de Banach quelconque, nous avons
donné trois extension de ce convergence pour les mils univoque, les deux premières
extensions sont valable lorsque l’espérance mathématique de ces mils est finie. Dans
la dernier extension nous avons prouvé l’existence d’une unique décomposition pour
des mils intégrables mais dans un espace de Banach séparable.

Puis nous avons étudié la convergence au sens de Mosco des mils multivoques à
valeurs dans l’ensemble des parties convexes faiblement compactes d’un espace de Ba-
nach ayant la propriété de Radon-Nikodym, on utilisions des technique de troncature
et de compacité. Dans ce concept nous avons remarqué que le théorème 2.14 est une
version multivoque de la théorème 1.14. Finalement, nous avons abordé la convergence
au sens de la topologie de Mosco des mils multivoques à deux paramètres.
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