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À MES PARENTS
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2.2 Théorème de Stone version topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Introduction

La théorie des algèbres de Boole a été créée en 1847 par le mathématicien anglais George

Boole. Il l’a conçu comme un calcul (ou une arithmétique) adapté à une analyse mathématique

de la logique. Les notions d’algèbre de Boole sont développées par plusieurs personnes au

début du siècle dernier, Schröder, Löwenheim, etc. Ils travaillent usuellement avec les opérations

concrètes union, intersection, et complémentaire. Malgré ces premiers développements, la théorie

moderne des algèbres de Boole peut être seulement considérée qu’il a commencée à partir des

années 1930 avec M.H. Stone et A. Tarski.

Dans ce mémoire, on va revoir quelques notions de base sur les algèbres de Boole. Plus

précisément sur les algèbre d’intervalle et les algèbres d’intervalles superatomiques.

Ce travaille contient trois chapitres.

Le premier chapitre survole des définitions et des exemples d’algèbres de Boole.

Le deuxième chapitre sera consacré à la dualité, et on va voir en particulier le fameux théorème

de représentation de Stone.

Le troisième chapitre revoit quelques propriétés fondamentales des algèbres d’intervalles ainsi

que leur caractérisation topologique et une brève introduction aux algèbres d’intervalles super-

atomique.

Tous les résultats cités dans ce mémoire sont des classiques sur les algèbres de Boole qu’on

pourra trouver dans la plus part des références sur ce sujet ; en particulier dans le premier

volume du Handbook of Boolean Algebras de son auteur Sabine Koppelberg.
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Chapitre 1

Introduction à l’algèbre de Boole

Dans ce chapitre nous allons voir quelques notions de base sur les algèbres de Boole.

1.1 Des définitions

Définition 1.1.1 Une algèbre de Boole est une structure algébrique (A,+, .,−, 0, 1) avec deux

opérations binaires + et ., une opération unaire -, et deux éléments distingués 0 et 1 tel que

pour tout x, y et z dans A,

(B1) x+ (y + z) = (x+ y) + z, (B1’) x.(y.z) = (x.y).z,

(B2) x+ y = y + x, (B2’) x.y = y.x,

(B3) x+ (x.y) = x, (B3’) x.(x+ y) = x,

(B4) x.(y + z) = (x.y) + (x.z), (B4’) x+ (y.z) = (x+ y).(x+ z),

(B5) x+ (−x) = 1, (B5’) x.(−x) = 0.

Définition 1.1.2 Une algèbre de Boole (A,+, .,−, 0, 1) est finie (dénombrable, de cardinalité

k,...) si A est fini (dénombrable, de cardinalité k,...).

Il existe une notion parfaitement naturelle d’homomorphisme entre algèbres de Boole qui fait

la classe de toutes les algèbre de Boole, ainsi que de tous les homomorphismes entre elles, dans

une catégorie. Lorsque on travaille avec des différent algèbres de Boole (A,+A, .A,−A, 0A, 1A)

et (B,+B, .B,−B, 0B, 1B), on lisse les indice en +, ., etc. S’il n’ya pas de confusion.

Définition 1.1.3 Un homomorphisme d’une algèbre de Boole A vers une algèbre de Boole B

est une application f : A −→ B tel que f(0) = 0, f(1) = 1, et pour tout x, y dans A on a :

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x.y) = f(x).f(y), et f(−x) = −f(x).
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L’ALGÈBRE DE BOOLE

f est un isomorphisme de A vers B si f est un homomorphisme bijectif de A vers B. A et B

sont isomorphes(A ∼= B) s’il existe un isomorphisme de A vers B.

1.2 Algèbre des ensembles

Les algèbres d’ensembles des parties et les algèbres d’intervalles sont considérés comme les

premiers exemples d’algèbres de Boole.

Exemple 1.2.1 (algèbre d’ensemble des parties) Soit X un ensemble quelconque et P (X) son

ensemble des parties. La structure (P (X),∪,∩,−, ∅, X), avec −a est le complémentaire X \ a

de a dans X, est une algèbre de Boole ; les axiomes (B1) à (B5’) sont simplement des lois

élémentaires sur les ensembles.

P (X) est appelé l’algèbre d’ensembles des parties de X.

Définition 1.2.1 Une structure (A,+A, .A,−A, 0A, 1A) est une sous-algèbre de la algèbre de

Boole (B,+B, .B,−B, 0B, 1B) si A ⊆ B et 0A = 0B, 1A = 1B et les opérations +A, .A,−A sont

les restrictions de +B, .B,−B dans A.

Définition 1.2.2 Une sous-algèbre d’algèbre d’ensemble des parties P (X) est appelé une algèbre

de sous-ensemble de X ou une algèbre d’ensemble sur X. Une algèbre de Boole A est une algèbre

d’ensemble s’il existe un ensemble X tel que A est une algèbre d’ensemble sur X.

Notons que si A une algèbre d’ensemble sur X, alors il ne requiert pas seulement que les

éléments de A qui sont sous ensemble de X mais aussi les opérations de A sont ceux de la

théorie des ensembles héritées de P (X) et que ∅ et X sont contenus dans A.

Exemple 1.2.2 (algèbres finie-cofinie). Soit X un tel ensemble. Une sous-ensemble a de X est

appelé cofini dans X si X \ a est fini. Soit A = {a ⊆ X : a fini ou cofini }. Alors A est une

algèbre d’ensembles sur X noté par FC(X) et appelée l’algèbre finie-cofinie sur X.

Si X est infini de cardinal κ, il en est de même pour FC(x). En effet X contient exactement

κ sous-ensemble fini.

Exemple 1.2.3 (algèbres d’intervalle) Soit L un ensemble totalement ordonné dont l’élément

minimal 0L, on prolonge L par (L ∪ {∞}, <) tel que ∞ /∈ L et pour tout x ∈ L x < ∞. Pour

x, y ∈ L ∪ {∞}, l’ensemble

FST Fès, Département de Mathématiques 8



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L’ALGÈBRE DE BOOLE

[x, y[= {z ∈ L : x 6 z < y}.

est l’intervalle semi-ouvert de L déterminé par x et y. On montre que l’ensemble de la réunion

finie des intervalles semi-ouvert A est une algèbre d’ensembles sur L. On voit que L = [0L,∞[

et ∅ = [x, x[ sont dans A, et A est stable par l’union finie et par le complémentaire.

L’algèbre de Boole A est appelée l’algèbre d’intervalles de L et notée Int(L).

Notation 1.2.1 Soient x, y deux élément d’une algèbre de Boole A, x 
 y si x 6 y n’est pas

vérifiée. x < y (ou y > x, x est inférieur strictement à y) si x 6 y et x 6= y.

A+ = {x ∈ A : 0 < x}

(= A \ {0}) est l’ensemble des éléments positifs de A.

Définition 1.2.3 Soit B une algèbre de Boole et a ∈ B. On dit que a est un atome si 0 < a

et il n’existe aucun x ∈ B tel que 0 < x < a. L’ensemble des atomes de B est noté AtB. On

dit que B est sans atome s’il ne contient aucun atome, et atomique s’il existe un atome a ≤ x

pour tout positif x ∈ B.

Par exemple l’ensemble des parties de X P (X) et, l’algèbre finie-cofinie sur X (Exemple

1.2.2) sont atomiques : les atomes sont les sanglotants {x}, où x ∈ X. De même toute algèbre

de Boole finie est atomique car sinon on pourrait construire une suite infinie et strictement

décroissante dans cette algèbre de Boole.

L’algèbre d’intervalle de R (Exemple 1.2.3) est sans atome.

Définition 1.2.4 On appelle filtre d’une algèbre de Boole A une partie non vide F de A tel

que :

i) 1 ∈ F.

ii) si x ∈ F et y ∈ A et x ≤ y, alors y ∈ F.

iii) si x ∈ F et y ∈ F , alors x.y ∈ F.

Définition 1.2.5 On dit qu’un filtre p de A est un filtre principal si’il existe a ∈ A tel que

p = {x ∈ X : a 6 x}.

p est un filtre trivial si p = {1}; il est propre si 0 /∈ p i.e. p 6= A.

FST Fès, Département de Mathématiques 9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L’ALGÈBRE DE BOOLE

Définition 1.2.6 Soit E un sous-ensemble de A. alors l’ensemble {x ∈ A : ∃n ∈ N, e1, ..., en ∈

E tel que e1.....en 6 x} est le filtre de A engendré par E.

On dit que E vérifie la propriété d’intersection finie si, pour tout n ∈ N et e1, ..., en ∈ E, e1.....en <

0.

Définition 1.2.7 Un filtre p de A est un ultrafiltre si, pour tout x ∈ A, x ∈ p ou −x ∈ p mais

pas les deux.

p est premier s’il est propre et, si x, y ∈ A, x+ y ∈ P implique que x ∈ p or y ∈ p.

p est maximal s’il est propre et il n’existe aucun filtre propre de A ayant p comme un sous-

ensemble propre.

FST Fès, Département de Mathématiques 10



Chapitre 2

Dualité topologique

Le théorème de représentation de Stone (voir Théorème 2.2.1) nous permettra de faire une

correspondance entre les algèbres de Boole et des espaces topologiques bien particuliers appelés

espaces booléens.

2.1 Espace Booléens

Définition 2.1.1 Soit (X, τ) un espace topologique.

1) Un espace topologique X est Hausdorff si deux éléments distincts sont séparés par deux

ouverts disjoints.

2) Un espace topologique X est compact si pour tout recouvrement ouvert de X on peut extraire

un sous-recouvrement fini.

Définition 2.1.2 Soit X un espace topologique. X est zéro-dimensionnel si l’ensemble des

ouvert-fermés de X, qu’on notera par Clop(X) est une base pour la topologie de X.

On dira que X est un espace Booléen s’il est Hausdorff, compact et zéro-dimensionnel.

Exemple 2.1.1 1) Tout espace discret fini est un espace Booléen. En particulier, on notera

par 2 l’espace Booléen de deux éléments 2 = {0, 1} avec la topologie discrète.

2) L’espace produit de toute famille d’espaces Booléens est un espace Booléen. En effet, soit

X =
∏

i∈I Xi le produit des espaces Booléens Xi.Alors X est un espace Hausdorff et il

est compact d’après le théorème de Tychonoff. Soit i ∈ I et bi ∈ ClopXi, on définit le

sous-ensemble s(bi) de X par :

s(bi) = {x ∈ X : xi ∈ bi}.

11



CHAPITRE 2. DUALITÉ TOPOLOGIQUE

Alors X \ s(bi) = s(xi \ bi) et d’après la définition des ouverts de la topologie produit de

X on a s(bi) et s(xi \ bi) sont des ouverts, d’ou ouvert-fermé. X est zéro-dimensionnel

puisque les ensembles s(bi) forment une sous base pour la topologie produit.

3) Tout sous-espace fermé d’un espace Booléen est un espace Booléen. En effet, Soit X un

espace Booléen et Y un sous espace fermé de X. alors Y est un espace Hausdorff et

compact ; de plus il est zéro-dimensionnel puisque les intersections des sous-ensembles

fermés de X avec Y constituent une base fermée de Y .

2.2 Théorème de Stone version topologique

Dans cette section on va voir que chaque algèbre de Boole peut être identifiée à l’algèbre

des ouvert-fermés d’un certain espace Booléen.

Définition 2.2.1 Soit A une algèbre de Boole :

Ult(A) = {p ⊆ A : p est un ultrafiltre de A}

est l’ensemble des ultrafiltres de A.

L’application

s : A −→ P (Ult(A))

défini par

s(x) = {p ∈ Ult(A) : x ∈ p}

est l’application de Stone.

Définition 2.2.2 Soit A une algèbre de Boole, la topologie de Stone est l’unique topologie sur

Ult(A) ayant s[A] comme base. Ult(A), muni d’une topologie de Stone, est l’espace de Stone

ou l’espace dual ou l’espace des ultrafiltres de A.

Théorème 2.2.1 (Théorème de représentation de Stone)[HB, Theorem 7.8., p. 99] Toute

algèbre de Boole est isomorphe à l’algèbre ouvert-fermée d’un espace Booléen. Plus précisément,

l’espace dual Ult(A) d’une algèbre de Boole A est un espace Booléen et l’application de Stone

de A est un isomorphisme de A dans Clop(Ult(A)).

FST Fès, Département de Mathématiques 12



CHAPITRE 2. DUALITÉ TOPOLOGIQUE

Preuve. Soit A une algèbre de Boole et X = Ult(A) son espace dual. X est zéro-dimensionnel,

par X \ s(a) = s(−a) tout ensemble de base s(a) est ouvert-fermé. Ainsi X est un espace

Hausdorff, en effet : soit p et q des ultrafiltres distinct de A, par la maximalité de p, si a ∈ p \ q

alors s(a) et s(-a) sont des voisinages disjoint de p et q.

Pour montre que X est compacte, soit U est un recouvrement ouvert de X. Il suffit de considérer

le cas ou chaque élément de U est un ensemble de base ; donc posons U = {s(a) : a ∈ A′},

où A′ ⊆ A. Supposons qu’aucune sous ensemble fini de U recouvre X. Alors Soit n ∈ w et

a1, ..., an ∈ A′,

s(a1) ∪ ... ∪ s(an) 6= X = s(1),

donc a1 + ... + an 6= 1 et −a1..... − an 6= 0. il en résulte que l’ensemble −A′ = {−a : a ∈ A′}

ayant la propriété d’intersection finie. D’après [HB, Proposition 2.16., p. 33], il existe p un

ultrafiltre de A inclus dans −A′. Alors pour tout a ∈ A′ on a −a ∈ p, a /∈ p et p /∈ s(a) ce qui

contredit le fait que U couvre X.

Donc X est un espace Booléen. Puisque l’application de Stone s est un monomorphisme de A

vers ClopX, il nous reste que de montrer que ClopX = s[A]. Mais Ceci résulte de [HB, Lemma

7.6.(a), p. 98] en considérant la base B = s[A] de X.

Définition 2.2.3 Soit X un espace Booléen. Alors Clop(X) est l’algèbre dual de X. Pour tout

x ∈ X, l’ensemble :

t(x) = {a ∈ Clop(X) : x ∈ a}

est un ultrafiltre de Clop(X). Ceci définit l’application

t : X → Ult(Clop(X)).

Théorème 2.2.2 [HB, Theorem 7.10., p. 100] Tout espace Booléen est homéomorphe à un es-

pace de Stone d’une algèbre de Boole. Plus précisément, pour un espace Booléen X, l’application

t : X → Ult(Clop(X)). est un homéomorphisme de X dans Ult(Clop(X)).

Preuve. Puisque X et Ult(ClopX) sont des espaces compacts Hausdorff alors, il suffit de

montrer que t est continue et bijective. Soit A = (Clop(X)). La continuité de t vientvient du

fait que les images réciproques des ensembles s(a), a ∈ A, sont ouverts. En effet, pour a ∈ A et

x ∈ X, x ∈ t−1[s(a)]ssi t(x) ∈ s(a) ssi a ∈ t(x) ssi x ∈ a, donc t−1[s(a)] = a est ouvert-fermé.

FST Fès, Département de Mathématiques 13



CHAPITRE 2. DUALITÉ TOPOLOGIQUE

pour tout x, y ∈ X tel que x 6= y. Puisque X est un espace Booléen, si a est un ouvert-fermé

de X tel que x ∈ a et y /∈ a. Donc a ∈ t(x) \ t(y). D’ou t est injective.

Pour prouver que t est surjective, prenons un ultrafiltre p de A = Ult(A). X est un compact

et p est une famille des parties fermées de X avec la propriété d’intersection finie. Soit alors

x ∈ X tel que x ∈ a pour a ∈ p. donc p ⊆ t(x), d’ou p = t(x) par la maximalité d’ultrafiltre

p.

Exemple 2.2.1 (Algèbres de Boole finie). Soit A une algèbre de Boole, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

� A est finie.

� Ult(A) est un espace Booléen fini.

� Ult(A) est un espace discret fini.

� Clop(Ult(A)) = P (UIt(A)).

� L’application de Stone de A est un isomorphisme de A dans P (X), pour certain ensemble

fini X.

Proposition 2.2.1 [HB, Proposition 7.18., p. 103] Les atomes d’une algèbre de Boole A cor-

respondent aux points isolés de Ult(A). Donc A est sans atome si et seulement si Ult(A) n’a

aucun point isolé, et A est atomique si et seulement si les points isolés de Ult(A) constituent

un sous-ensemble dense dans Ult(A).

Preuve. On pourra définir une bijection f de l’ensemble At(A) des atomes de A sur l’ensemble

Is(X) des points isolés de X = Ult(A), en prenant pour chaque a ∈ AtA, f(a) = x ssi s(a) =

{x}.

FST Fès, Département de Mathématiques 14



Chapitre 3

Algèbre d’intervalle superatomique

Les algèbres d’intervalles constituent une classe d’algèbres booléennes qui découle d’une

classe apparemment plus simple de structures -les ordres totaux- par une construction tout

aussi simple en prenant des unions finies d’intervalles semi-ouverts.

Les algèbres d’intervalles ont été largement utilisées pour construire des algèbres de Boole

avec des caractéristiques particulières. Nous allons voir dans ce chapitre la caractérisation des

algèbres d’intervalles ainsi que leurs espaces de Stone. On va voir de plus la notion de supera-

tomicité.

3.1 Caractérisation des algèbres d’intervalle

L’objectif de cette sous-section est de donner une caractérisation algébrique des algèbres

d’intervalle et la topologie de leurs espaces de Stone.

Nous rappelons brièvement certaines notations concernant les ordres totaux et les algèbres

d’intervalles. Dans un ensemble totalement ordonné (X,6) on écrit :

]−∞, a] = {x ∈ X : x 6 a}.

]a,+∞[= {x ∈ X : a < x}.

etc. Plus formellement, nous supposons que−∞ et +∞ sont des éléments distincts non contenus

dans X, et que −∞ < a < +∞ pour tout a ∈ X, et les ensembles comme ] −∞, a], ]a,+∞[,

etc. sont dans X ∪ {−∞,+∞}

Notation 3.1.1 Soit M et N deux sous-ensembles d’un ensemble totalement ordonné X, on

écrit :

M � N

15



CHAPITRE 3. ALGÈBRE D’INTERVALLE SUPERATOMIQUE

Si m < n pour tout m ∈Met n ∈ N .

Soit L un ensemble totalement ordonné dont l’élément minimal est 0L, l’algèbre d’intervalle

Int(L) de L a été définie dans l’exemple 1.2.3 comme l’algèbre des ensembles sur L constituée

de toutes unions finies d’intervalles semi-ouverts [x, y[ où x 6 y dans L. chaque élément a dans

Int(L) a une représentation standard :

a = [x1, y1[∪[x2, y2[∪... ∪ [xn, yn[,

où 0L 6 x1 < y1 < x2 < y2... < xn < yn 6 +∞.

Et cette représentation est unique puisque x1 est le premier point situé dans a, y1 est le premier

point de L ∪ {+∞} plus grand que x1 et n’est pas situé dans a, etc.

On notera qu’on peut avoir des ensembles ordonnées L et L′ non isomorphes ayant des algèbres

d’intervalle isomorphes. On prendra par exemple L = ([0, 1[∩Q)∪[1, 2[ et L′ = ([0, 1[∪[1, 2[)∩Q.

Alors on pourra vérifier que Int(L) et Int(L′) sont isomorphe à l’algèbre de produit Int([0, 1[∩Q)×

Int([1, 2[). [HB, p. 242]

En effet, Soit a un élément de Int(L) alors a s’écrit d’une manière unique comme l’union des

intervalle semi-ouvert :

a = [x1, y1[∩Q ∪ [x2, y2[∩Q... ∪ [xn, yn[∩Q ∪ [x′1, y
′
1[∪... ∪ [x′n, y

′
n[

Où 0 6 x1 < y1 < ... < yn 6 1 et 1 6 x′1 < y′1 < ...y′n 6 2

Donc a = a′ ∪ b′ où a′ ∈ Int([0, 1[∩Q) et b′ ∈ Int([1, 2[), alors si f une application tel que :

f : Int(L) → Int([0, 1[∩Q)× Int([1, 2[)

a 7→ (a′, b′)

Alors f est un isomorphisme d’algèbre.

Remarque 3.1.1 [HB, Remark 15.2., p. 242] Soient A et B deux algèbre de Boole, C ⊆ A

une chaine (avec l’ordre Booléen de A) et f : C −→ B une application, alors on peut prolonger

f par un morphisme g :< C > → B si et seulement si

(a) f est préserve l’ordre i.e x 6 y implique que f(x) 6 f(y),

(b) 0A ∈ C implique que f(0A) = 0B de même pour 1A.

Ainsi g est injective si et seulement si, De plus,

FST Fès, Département de Mathématiques 16



CHAPITRE 3. ALGÈBRE D’INTERVALLE SUPERATOMIQUE

(c) f est injective,

(d) x ∈ C \ {0A} implique que f(x) 6= 0B, de même pour 1A.

En effet, ceci découle de [HB, Theorem 5.5., p. 67] et [HB, Proposition 5.6. (2), p. 68] car les

produits élémentaires sur la châıne C ont la forme x.− y (où x, y ∈ C), x (où x ∈ C) et y (où

y ∈ C )

Théorème 3.1.1 [HB, Theorem 15.3., p. 243] Une algèbre de Boole A est isomorphe à une

algèbre d’intervalle si et seulement si elle est engendrée par une chaine C ⊆ A. De plus, si

A ∼= Int(L), alors on peut considérer C isomorphe à L.

preuve. Si A = Int(L), alors C = {[0L, x[: x ∈ L} est une chaine engendre A, et isomorphe à L.

Inversement, supposons que A est engendrée par une chaine C et que, sans perte la généralité,

0L ∈ C mais 1L /∈ C. alors d’après la remarque 3.1.1, il existe un unique monomorphisme

(morphisme injectif) g de A dans Int(C) satisfaite g(x) = [0A, x[ pour tout x ∈ C. g est

surjective puisque g[C] engendre Int(C).

Pour décrire les espaces duaux des algèbres d’intervalles, nous avons besoin plus d’informa-

tion de la théorie des ensembles ordonnées.

On rappelle que si (X,6) un ensemble totalement ordonné, alors les intervalles ouverts ]x, y[=

{z ∈ X : x < z < y}, où x, y ∈ X ∪ {−∞,+∞}, constituent une base pour la topologie

définie sur X, la topologie d’ordre. Cette topologie est Hausdorff et les intervalles fermées

[x, y] = {z ∈ X : x 6 z 6 y},

]−∞, x], [x,+∞[,

avec x, y ∈ X, sont fermées topologiquement. (X,6) est complet si pour tout sous-ensemble M

de X, la borne supérieur supM et la borne inférieure infM de M sont existe ; en particulier,

0X = infX et 1X = supX sont respectivement l’élément minimal et l’élément maximal de X.

On dit que x, y ∈ X,forment un saut dans X et on note xly si x < y mais il n’existe aucun

élément z ∈ X tel que x < z < y. Il est claire que xl y définie une partition

X =]−∞, x] ∪ [y,+∞[

de X en deux parties ouvert-fermé ; de même, si xl y < r l s, alors

X =]−∞, x] ∪ [y, r] ∪ [s,+∞[
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est une partition d’ouvert-fermé.

Définition 3.1.1 On dit que un ensemble totalement ordonné (X,6) est un ordre Booléen s’il

est complet et l’ensemble des saut de X est dense dans X i.e. pour tout r < s ∈ X il existe

x, y ∈ X tel que r 6 x < y 6 s.

On va donner l’exemple standard d’un ordre Booléen. La preuve du théorème 3.1.2 montre

que cet exemple collecte tout ordres Booléen, à isomorphe près.

Exemple 3.1.1 [HB, Example 15.5., p. 244]. Soit (C,6) un ensemble totalement ordonné. un

segment initial de C est un sous-ensemble F de C tel que x ∈ F et y ∈ C, y 6 x implique que

y ∈ F . L’ensemble

C∗ = {F ⊆ C : F est un segment initial }

est clairement totalement ordonné par l’inclusion ; on montre qu’il est un ordre Booléen.

Tout sous-ensemble M de C∗ ayant ∩M comme la borne inférieur et ∪M comme la borne

supérieur dans C∗, C∗ est complet. Si F < E dans C∗ alors prenons un point x dans C tel que

x ∈ E \ F . Donc, dans C∗,

F 6]−∞, x[l]−∞, x] 6 E.

La proposition suivante réduit les propriétés topologique d’un espace topologique totalement

ordonné à celles de la théorie des ordres.

Proposition 3.1.1 [HB, Proposition 15.6., p. 244] Soit (X,6) un ensemble totalement ordonné

et τX sa topologie d’ordre

(a) (X, τX) est un espace compact Hausdorff si et seulement si (X,6) est complet.

(b) (X, τX) est un espace Booléen si et seulement si l’ordre totale est un ordre Booléen.

Preuve. Dans toute la preuve, notons que la topologie d’ordre d’un ensemble totalement

ordonné est Hausdorff

(a) Premièrement, on montre que si (X,6) n’est pas complet, alors (X, τX) n’est pas com-

pact. Supposons par exemple, que M ⊆ X ne possède pas une borne supérieur. Donc il ne

possède pas un élément maximal, l’ensemble N des majorants de M ne possède aucun élément

minimal, et puisque

X =
⋃

m∈M

]−∞,m[∪
⋃
n∈N

]n,+∞[
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alors il existe un recouvrement ouvert de X mais on ne peut pas extraire un sous recouvrement

fini de X, et par conséquent X ne peut pas être compact.

Inversement, supposons que (X,6) est complet et soit U un recouvrement ouvert de X. On

définie l’ensemble

S = {x ∈ X : [0X , x] soit roucovert par un nombre fini des élément de U}.

et s = sup S. Soit u ∈ U tel que s ∈ u et soient a, b ∈ X ∪ {−∞,+∞} tel que s ∈]a, b[⊆ u.

Donc a < s, il existe un sous-ensemble fini U ′ de U tel que [0X , a] ⊆
⋃
U ′ si (a=-∞,on prend

U ′ = ∅). Maintenant si b=+∞, alors U ′ ∪ {u} est un sous recouvrement ouvert de U c’est

terminer. Si b ∈ X, on prend v ∈ U tel que b ∈ v. donc [0X , b] est recouvert par l’ensemble fini

U ′ ∪ {v, u} de U , donc s < b ce qu’est absurde par définition de s.

(b) Si (X,6) est un ordre Booléen, donc (X, τX) est un espace compact Hausdorff d’après

(a). Pour prouver que X est zéro-dimensionnel, on suppose que x ∈ X et ]a, b[ est un intervalle

ouvert contient x. Puisque (X,6) est un ordre Booléen, il existe des élément de saut tel que

a 6 sl t 6 x 6 r l p 6 b;

donc [t, r] est un ouvert-fermé de ]a, b[ contient x. Pour montrer la réciproque, on suppose que

(X, τX) est un espace Booléen ; d’après (a), (X,6) est complet.

Claim. Si a une partie ouvert-fermé de X alors a et −a = X \ A sont des unions d’un

nombre fini d’intervalles ouvert-fermé dont les extrémités sont des points saut dans X.

Soit a un ouvert-fermé, alors a =
⋃
U et −a =

⋃
V , où les éléments de U (respectivement

de V ) sont des intervalles ouverts non vide de X. Par la compacité de X et la fermeture de a

et −a, on peut écrire

a = u1 ∪ ... ∪ un, −a = v1 ∪ ... ∪ vm,

où ui ∈ U et vj ∈ V . On peut supposer que, par la notation 3.1.1, u1 � ...� un et v1 � ...�

vn, et plus précisément n = m et

u1 � v1 � ...� vn.

Puisque (X,6) est complet et a et −a sont deux fermées, sup u1 existe et il est dans a ; de

même, inf v1 est un élément de −a. Donc sup u1 ∈ u1, inf v1 ∈ v1 et sup u1l inf v1. même

raison appliqué sur les extrémités de u2 et v2, etc. Ce qui montre que

ui = [xi, yi] , vi = [ri, si]
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où x1 = 0X , sn = 1X , yi l ri et, pour i < n, si l xi+1 ce que termine la preuve du Claim.

Maintenant, si (X, τX) est un espace Booléen alors d’après le Claim précèdent si on prend

deux éléments de X tel que r < s il existe un ouvert-fermé a de X contient r mais ne contient

pas s on utilise la notation de preuve alors r ∈ ui. donc il est claire que r 6 yi l ri 6 s.

Théorème 3.1.2 [HB, Theorem 15.7., p. 245] Un espace Booléen est homéomorphe à un espace

dual d’une algèbre d’intervalle si et seulement si sa topologie est induite par un ordre total

Preuve. Supposons tout d’abord que 6 est un ordre total sur un espace Booléen en induisant

la topologie de X. Donc (X,6) est un ordre de Boole d’après 3.1.1(b) et l’algèbre duale Clop(X)

de X est engendré par la chaine

C = {[0X , x] : xl y pour certains y ∈ X},

cela immédiatement d’après le Claim.

D’après le théorème 3.1.1 Clop(X) est isomorphe à une algèbre d’intervalle.

Inversement, supposons que X est l’espace dual Ult(A) d’une algèbre de Boole A engendrée

par une chaine C ; on peut supposer que 0A ∈ C et 1A /∈ C. Considérons l’ordre Booléen (C∗,⊆)

des segment initiaux de C construits dans l’exemple 3.1.1. On montre que l’application définie

par :

φ : X → C∗

p 7→ φ(p) = C \ p

est un homéomorphisme de X dans l’espace Booléen associé, d’après 3.1.1(b), avec l’ordre total

(C∗,⊆).

Pour tout ultrafiltre p de A, p∩C est un segment final (i.e. si x ∈ p∩C et y ∈ C, y > x, donc

y ∈ p ∩ C. L’homéomorphisme caractéristique de p de A dans 2 est complètement déterminer

par son action dans l’ensemble C, i.e. p est déterminé par p∩C. Inversement, la remarque 3.1.1

montre que pour tout segment final u de C il existe un ultrafiltre p de A tel que p ∩ C = u.

Ainsi, l’affectation de p∩C à p donne une bijection de X = UltA dans l’ensemble des segment

finaux de C et φ définie ci-dessus est une bijection de X dans C∗.

Puisque X avec la topologie de Stone et C∗ avec la topologie d’ordre sont des espaces

Booléens, il suffit de montrer que φ est une application ouverte. il est suffisamment de prouver

que φ(v) est un ouvert-fermé pour tout partie ouvert-fermé v dans X, posons v = s(c) où c ∈ A
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et s : A → ClopX est l’isomorphisme de Stone. Ainsi, puisque φ est bijective et C engendre

A, il suffit de considérer c ∈ C. pour l’élément e =] −∞, c[ et f =] −∞, c] de C∗, on trouve

que el f et que
φ[s(c)] = {φ(p) : c ∈ p}

= {C\p : c ∈ p}

= [0C∗ , e]

est une partie Clopen de C∗.

3.2 Algèbres d’intervalle superatomiques

Cette partie concerne les algèbre de Boole superatomique, c’est-à-dire les algèbres dont tous

les sous-algèbres sont atomique.

Définition 3.2.1 [HB, Definition 17.1., p. 272] On dit qu’une algèbre de Boole B est superato-

mique si toute image homomorphe de B est atomique ; en particulier, l’algèbre de Boole triviale

et toute algèbre de Boole finie sont superatomiques.

Définition 3.2.2 Une algèbre de Boole B est une image homomorphe d’une algèbre de Boole

A s’il existe un morphisme surjectif f de A sur B

Remarque 3.2.1 Une algèbre de Boole A est superatomique si et seulement si tout espace

quotient de A est atomique.

En effet, Soit A une algèbre de Boole, supposons que A est superatomique, et soit f : A → B

un homomorphisme surjectif, d’après le théorème d’homomorphisme[HB, Proposition 5.23., p.

77] on a : B ∼= A/I avec I = ker(f) d’ou B est atomique. Inversement, si toute image

homomorphisme de A est atomique, alors l’homomorphisme

π : A → A/I
x 7→ π(x) = x̄

est surjectif donc A/I est atomique, ce que donne que A est superatomique.

Définition 3.2.3 Un espace topologique est dispersé si, pour tout sous-espace fermé Y de X,

les points isolés de Y sont denses dans Y .

Remarque 3.2.2 [HB, Remark 17.2., p. 272] Une algèbre de Boole est superatomique si et

seulement si son espace dual est dispersé.
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Exemple 3.2.1 (algèbre finie-cofinie)[HB, Example 17.3., p. 272]. Soit I un ensemble infini

muni de la topologie discrète, d’après l’exemple 1.2.2 FC(I) est une algèbre d’ensemble sur I.

On montre que l’espace de Stone de l’algèbre finie-cofinie est la compactification d’Alexandrof

de I. Tout d’abord un ultrafiltre de FC(I) s’écrit comme suit : pour tout i ∈ I

Ui = {a ∈ FC(I) : i ∈ a}

soit

G∞ = {a ∈ FC(I) : a cofinie },

un ultrafiltre, alors G∞ 6= Ui pour tout i ∈ I car l’ensemble I\{i} est dans G∞ mais n’appartient

à aucun Ui. Donc st(FC(I)) = G∞ ∪ Ui pour tout i ∈ I. Soit a finie, alors ac cofinie, et

G∞ ∈ s(ac) = s(a)c. s(a) est un compact, et son complémentaire contient G∞ d’ou st(FC(I)) =

I ∪ {∞}.

Si on pose X = I ∪ {∞}, Alors X est un espace Booléen dont l’algèbre dual est l’algèbre finie-

cofinie FC(I) sur I. On montre que l’algèbre FC(I) est superatomique : Soit Y une partie

fermée de X. si Y est finie, alors elle est discrète et tout point y ∈ Y est isolé dans Y. Sinon,

∞ est le seule point non isolé de Y, en effet : supposons que un ultrafiltre Uj ∈ s(i) et Ui 6= Uj,

alors ∃a ∈ Uj \ Ui donc a ∩ {i} = ∅ ∈ Uj ce qui est absurde. donc pour tout i ∈ I, Ui est isolé.

Et par suit les points isolées de Y sont dense dans Y.

Exemple 3.2.2 (algèbres d’intervalles d’ensembles bien ordonnés)[HB, Example 17.4., p. 272].Soit

(X,6) un ensemble bien ordonné avec l’élément maximal 1X . Donc (X,6) est un ordre de Boole

au sens de la définition 3.1.1 ; d’après la proposition 3.1.1 il est un espace Booléen dans son

ordre topologie et

A = Clop X ∼= Intalg (X\ {1X})

d’après le Claim dans la preuve de la proposition 3.1.1. L’espace X est un espace dispersé. En

effet, notons que x est un point isolé dans X si et seulement si x n’est pas un point d’accu-

mulation dans (X,6) i.e.si et seulement si x est l’élément minimal 0X de X ou le successeur

immédiat d’un élément dans X. par conséquent, les points isolés de X sont dense dans X. De

même, soit Y une partie fermée de X. la topologie définie sur Y est la topologie induite par la

restriction 6Y d’ordre total 6. Puisque 6Y est un bon ordre dans Y, tout ce qui précède montre

que les pointes isolés de Y sont dense dans Y.
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Proposition 3.2.1 [AB, Proposition 1., p.2] Soit B une algèbre de Boole. les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

i) B est superatomique ; c’est-à-dire que tout image homomorphe de B est atomique.

ii) Toute sous-algèbre de B est atomique.

iii) il n’existe aucune injection d’une algèbre dénombrable sans atome dans B.

Preuve. i)⇒ ii) : Supposons que B n’a aucun sous-algèbre atomique A. D’après le corollaire

[HB, Corollary 5.10., p. 70], il existe une image homomorphisme A′ de B tel que A et un sous

algèbre dense dans A′; donc A′ est une image homomorphisme non atomique de B, en effet,

puisque A est non atomique alors ∃x ∈ A tel que 0 < a 6 x implique que a n’est pas atome,

puisque x ∈ A′, si A′ est atomique alors, ∃b atome de A′ tel que 0 < b 6 x par la densité de A

dans A′ 0 < a 6 b 6 x ce qui implique que a = b, donc a est un atome dans A contradiction

avec le fait que a n’est pas atome.

ii) ⇒ iii) : S’il existe i : A → B une injection alors i(A) est une sous algèbre de B, donc

i(A) est atomique, or A ∼= i(A) donc i(A) sans atome, ce qui est absurde.

iii)⇒ i) : évident

Exemple 3.2.3 (Algèbre d’intervalle de R). (R,6) est un ensemble totalement ordonné, avec

l’élément minimal, {−∞}.

L’algèbre d’intervalle de R, Int(R) n’est pas superatomique, car il ne contient aucun atome. En

effet : supposons qu’il existe a ∈ Int(R) tel que a est un atome, alors a s’écrit d’une façons

unique

a =
n⋃

i=1

[xi, yi[

tel que x1 < y1 < x2 < y2... < yn, par la densité de R il existe d ∈ R de sort que

[x1, d[( [x1, y1[⊆ a

ce que donne

∅ ( [x1, d[( a

ce que contredit le fait que a un atome.

Int(R) n’est pas complet. En effet : ]0,+∞[/∈ Int(R). Car sinon

]0,+∞[= [x1, y1[∪[x2, y2[∪... ∪ [xn, yn[,
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par suite x1 ∈]0,+∞[, donc il ∃ε > 0 tel que

]x1 − ε, x1 + ε[⊆]0,+∞[

soit y ∈]x1 − ε, x1 + ε[ tel que y < x1 donc y ∈]0,+∞[ mais y < x1 < y1 < x2 < y2... < yn ce

qu’est absurde.

maintenant, soit ([1/n,+∞[)16n<w une partie de Int(R) on a

∞⋃
n=1

[1/n,+∞[=]0,+∞[/∈ Int(R).

donc Int(R) n’est pas complet.
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Conclusion

L’algèbre d’intervalle reste l’une des classes d’algèbres de Boole qui possède assez riche en

propriétés qui ne sont pas partagé avec d’autre classes d’algèbres de Boole.

25



Bibliographie

[AB] Uri Abraham and Robert Bonnet. every superatomic subalgebra of an interval algebra

is embeddable in an ordinal algebra. Proceedings of the American Mathematical Society,

115(3) :585-592,1992.

[HB] Koppelberg, S. HandBook of Boolean Algebras, Volume I. North Holland P.C., (1989).

26


	Introduction
	Introduction à l'algèbre de Boole
	Des définitions
	Algèbre des ensembles

	Dualité topologique
	 Espace Booléens
	 Théorème de Stone version topologique 

	Algèbre d'intervalle superatomique 
	Caractérisation des algèbres d’intervalle
	Algèbres d'intervalle superatomiques

	Conclusion

