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Introduction

a modélisation mathématique de certains problémes naturels conduit généralement a des

modéles qui sont continus. Dans ces modéles, on suppose que 1’évolution au cours du

temps se fait de maniére continue. Ils sont présentés par des équations différentielles, des équa-
tions aux dérivées partielles ou par des équations intégrales.

Les équations différentielles a retard surviennent dans certains modéles dont 1’état & un
instant donné, est une fonction qui dépend de son passé. On peut rencontrer ces équations
dans plusieurs domaines d’applications, notamment en économie, physique, médecine, biologie,
écologie etc. En effet, dans certains phénomeénes, on s’est apercu que la connaissance de la
solution en un point ne suffit pas pour décrire I’évolution sur un intervalle de temps donné.

La signification du retard dans un tel ou tel modéle peut étre différent : période d’incubation
d’une maladie contagieuse, temps d’accumulation, temps nécessaire pour la maturation des
cellules ou la transformation d’un type de cellules en un autre, etc.

Les systémes dynamiques ne sont pas similaires, il existe deux types de systémes : les
systémes stables et les systémes instables, les systémes dynamiques peuvent avoir aussi de
différents comportements asymptotiques en fonction des valeurs de leurs paramétres. Il peut
donc exister certaines valeurs pour lesquelles le comportement du systéme passe d'un état
qualitatif & un autre.

Ce changement d’état qualitatif est une bifurcation et la valeur du paramétre associée est
appelée valeur de bifurcation, les différentes bifurcations sont répertoriées en fonction de leurs
caractéristiques mathématiques.

Dans les mathématiques des systémes évolutifs, le concept de la variété centre a été initiale-
ment développé pour déterminer la stabilité des équilibres dégénérés. Par la suite, on a réalisé
que le concept de la variété centre était fondamental pour la modélisation mathématique.

La théorie des variétés centres joue un role important dans ’étude de la stabilité des sys-



témes dynamiques lorsque le point d’équilibre n’est pas hyperbolique. La combinaison de cette
théorie avec I'approche de la forme normale a été largement utilisée pour étudier les systémes
dynamiques paramétrés présentant des bifurcations. Le théoréme des variétés centres fournit,
dans ce cas, un moyen de réduire systématiquement la dimension des espaces d’état qui doivent
étre considérés lors de 'analyse des bifurcations du type donné. En fait, aprés avoir déterminé
la variété centre, ’analyse de ces systémes dynamiques paramétrés est basée uniquement sur
la restriction du systéme original sur la variété centre dont les propriétés de stabilité sont les

mémes que celles du systéme d’ordre supérieur.

Un apercu historique sur les équations différentielles avec retard :

Rappelons ; que les équations a retard, ont été introduites, pour modéliser des phénoménes
dans lesquels, il y’a un mélange temporel entre I'action sur le systéme et la réponse du systéme
a cette action. Par exemple, dans le processus de naissance des populations biologiques (cel-
lules, bactéries, etc). Beaucoup de phénoménes rencontrés en physiques, biologie, chimie, etc,
ont trouvé dans la théorie des équations a retard un bon moyen de modélisation (un moyen
plus réaliste que dans le cas des équations différentielles ordinaires). A partir des années (40),
la théorie des équations a retard a connu un grand développement, notamment on trouve "Bel-
man", "Cooke" (1963) et "Hale" (1977). Mais récemment, de nombreux phénomeénes ont été
proposé pour la modélisation de certaines situations compliquées, ot il y’a un mélange tempo-
rel entre 'action sur le systéme et la réponse du systéme. A cette notion, le retard peut étre
donné comme une intégrale et donc il dépend des fonctions inconnues, qui sont les solutions du
probléme, il est appelé dans ce cas, retard distribué ou retard dépendant de 1’état.

Exemple

Imaginons, une population biologique composée d’individus jeunes et adultes. Soit N (t),
indiquant la densité d’adultes & un temps t. Supposons que la longueur de la période juvénile
est exactement A unité de temps pour chaque individu et supposons que les adultes produisent
une mutation a un taux « par téte et que leur probabilité par unité de temps pour mourir est 7.
Supposons que les nouveaux nés survivant la période juvénile avec une probabilité p et posons

t = ap. Alors les dynamiques de N, peuvent étre décrites par I’équation différentielle suivante

djz_it) = —uN(t) +rN(t — h) (1)

rN(t — h) : Signifie que les nouveaux nées deviennent adultes avec un retard, alors la variation



de la densité de population N comprend des valeurs courantes, ainsi que des valeurs au passé.
Pour intégrer, ’équation (1) en certains temps t € [0, h], on nécessite de prescrive la valeur
N(t — h). Alors on doit considérer une fonction sur un intervalle de longueur h, pour cela on
prescris N sur l'intervalle [—h, 0], et ensuite utiliser (1) pour ¢ > 0, alors on supplémente (1)
par N(0) = ¢(6) pour —h < 6 < 0 ol ¢ est une fonction donnée. Explicitement, on a alors

pour tout ¢ € [0, A

Présentation du travail

Le premier chapitre sera consacré a un rappel général sur les définitions et les propriétés
de la théorie des équations différentielles & retard. La plupart de ce rappel énoncé d’'une ma-
niére générale (équations linéaires, linéaire non homogéne, etc). Sa derniére partie traite une
bifurcation locale. On va exploiter les résultats trouvés dans tout ce qui suit.

Dans le deuxiéme chapitre on s’intéresse au calcul des termes des variétés centres pour
I’équation différentielle a retard associées a la singularité de Fold .

Le troisiéme chapitre est aussi centré sur le calcul des variétés centres et des formes normales
pour les équations différentielles a retard paramétrées associées a la singularité de Fold, selon
la structure de I'équation linéarisée d’un systéme a retard évalué a ’équilibre, le cas considéré
dans ce chapitre correspond a une valeur propre nulle et simple (Fold).

Dans Le quatriéme chapitre, on va présenter I’exemple d’application et on termine ce travail
par une conclusion.

Il nous reste a noter que les chapitres sont tous numérotés consécutivement dans ce projet.
Les formules, les théorémes, les lemmes, etc, sont aussi numérotés consécutivement a l'intérieur
de chaque partie. Par exemple, I’équation (3.5) est la cinquiéme équation du chapitre trois.

Les références se trouvent a la fin et ils sont classés alphabétiquement.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux des équations différentielles & retard linéaires, linéaire non homogéne
etc, qui représentent un outil indispensable dans la suite. Pour plus de détails nous référons

aux livres de Hale (1977)[7] et (1993)[8].

1.1 Equation différentielle & retard général

Soit 7 > 0 un réel donné. On note par C ([a, b],IR™) I'espace de Banach des fonctions définies
et continues sur l'intervalle [a,b] & valeurs dans IR™ muni de la topologie de la convergence

uniforme. Pour [a,b] = [—r, 0] on pose
C=C([-r,0,R"),
et on désigne la norme d’un élément ¢ de C par
o]l = sup{lle(d)| : —r < 6 < 0}.

Définition 1.1.1 ([15]) — Fixons ¢y € IR et A > 0. Soient = € C ([ty — r,to + A] ,R") et

t € [to,to + A]. On définit une nouvelle fonction x;, élément de C, par

r(0) =x(t+0), 60¢€[-r0.

Remarque 1.1.1 — Pour tout ¢ fixé, la fonction x; est obtenue en considérant la restriction

de la fonction x sur l'intervalle [t — r,¢], translatée sur [—r, 0].



Chapitre 1 : Préliminaires

Définition 1.1.2 ([15]) — Soient U un ouvert de RxC et f : U — IR" une fonction continue.
On appelle équation différentielle fonctionnelle & retard (EDFR) sur U une relation de la

forme
i(t) = f(t, @), (1.1)

ol le point "." représente la dérivée a droite.

Remarque 1.1.2 — Une application telle que f, définie sur un ensemble de fonctions, est

parfois désignée sous le nom de fonctionnelle au lieu de fonction.

Définition 1.1.3 ([15]) — On dit que x est solution de I'équation (1.1) s’il existe ty € IR et
A >0 tels que z € C([to — 7, to + A] ,IR"), (t, z¢) € U et x vérifie la relation (1.1) pour tout
.te [to,to—FA] .

— Pour ty € R et ¢ € C donnés, z est dite solution du probléme a valeur initiale

i=f(tx), sit>t
(1.2)
Ty, = O, sit =ty

sl existe A > 0 tel que x est solution de (1.1) sur [ty — r,to + A] et x4, = ¢.
— Pour ty € IR et ¢ € C donnés, la solution du probléme (1.2) est dite unique si deux

solutions coincident la ou elles sont simultanément définies.

Définition 1.1.4 ([15]) — On dit que I’équation (1.1) est autonome si la fonction f ne

dépend pas de t. On note dans ce cas f(u) au lieu de f(t,u).

Lemme 1.1.1 ([11]) — Si z € C ([to — r,to + A] ,R") alors la fonction ¢ — z; est continue
de [to —r,to + A] dans C.

Proposition 1.1.1 (|15]) — Soient ¢, € R et ¢ € C donnes, et soit f : U — IR" une fonction
continue. Une fonction x est solution du probléme (1.2) si et seulement si elle est solution de

I’équation intégrale

x(t) = ¢(0) + /tf (s,z5)ds, t>ty; x4, = . (1.3)

FST Fes, Département de Mathématiques d



Chapitre 1 : Préliminaires

Remarque 1.1.3 — Souvent dans les applications il est plus commode de convertir le pro-
bléme (1.2) en 'équation intégrale (1.3) et de travailler avec cette expression de la solution

considérée.

1.1.1 Existence, unicité et prolongement des solutions

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques résultats de base sur 'existence, I'unicité et

le prolongement des solutions de 'équation (1.1).

Théoréme 1.1.1 ([15]) (Existence) — Soient U un ouvert de R x C et f : U — IR" une
fonction continue. Si (o, ¢) € U, alors le probléme (1.2) admet au moins une solution.
Plus généralement, si la fonction f est continue et W C U et compact, alors il existe un

voisinage V' C U de W tel que fj, soit bornée, et il existe A > 0 tel que, pour tout (tg, ¢) € W,

il existe au moins une solution = du probléme (1.2), définie sur U'intervalle [tg — 7, to + A] .

Définition 1.1.5 — Soient U un ouvert de IR x C et f : U — IR" une fonction. On dit que
f = f(t,x) est lipschitzienne en x dans les compacts de U si pour tout compact K dans U,

il existe une constante L > 0 telle que

|f (t, 1) — f(t,22)| < Lz — a2,

a chaque fois que (¢, 1) et (¢,z5) sont dans K.

Théoréme 1.1.2 ([15]) (Unicité) — Soient U un ouvert de R x C et f : U — IR" une

fonction continue. On suppose que f = f(t, ) est lipschitzienne en = dans les compacts de

U. Si (tg, ¢) € U, alors le probléme (1.2) admet une solution unique.

On suppose que la fonction f dans ’équation (1.1) est continue. Soit x une solution de cette

équation, définie sur l'intervalle [tg — 7, a],a > 1.

‘ Définition 1.1.6 — On dit que = est un prolongement de z s’il existe b > a tel que = est

définie sur [to — 7, b] . coincide avec x sur [ty — 7, a] et vérifie I'équation (1.1) sur [t — 7, 0].

‘ Définition 1.1.7 — La solution z est dite maximale si elle nadmet pas de prolongement,

c’est-a-dire que Uintervalle [ty — r, a] est I'intervalle maximal d’existence de la solution x.

FST Fés, Département de Mathématiques 6



Chapitre 1 : Préliminaires

Théoréme 1.1.3 ([15]) (Prolongement) — Soient U un ouvert de R x Cet f: U — R"
une fonction continue. Soit = une solution maximale de I’équation (1.1) et soit [to — 7, b].

son intervalle maximal d’existence Alors, pour tout compact W dans U, il existe ty, tel que

(t,x¢) ¢ W pour t € [ty,b].

1.1.2 Comparaison avec les équations différentielles ordinaires

1) Pour résoudre I’équation différentielle a retard :

a(t) = f(t, x(t), x(t —r))

il faut connaitre x(t) sur un intervalle [ty — 7, to] de longueur r. Par contre, pour résoudre

une équation différentielle ordinaire il suffit de connaitre z(¢) en un seul point.

2) Une équation différentielle a retard linéaire et homogéne, peut avoir des solutions os-
cillantes non triviales, c¢’est a dire des solutions qui s’annulent plusieurs fois, mais elles
ne sont pas identiquement nulles, or si la solution d’une équation différentielle ordinaire
linéaire et homogene, s’annule en un point, elle est nulle partout (grace a I'unicité de la
solution). D’une maniére générale, si deux solutions d’une équation différentielle, ordi-
naire se rencontrent en un point, et si la condition d’unicité est satisfaite, alors elles sont

égales, sur tout le domaine de définition.

Par contre, deux solutions, d’une équation différentielle, a retard peuvent se rencontrer en

usieur in ns qu ient € .
lusieurs points, sans qu’elles soient égales

Exemple
Soit I'équation suivante &(t) = —z(t — 7/2) qui admet comme solutions : z(t) = cost et
y(t) = sint.
T T
On remarque que x <Z> =y (Z) et v # y.

1.2 Equation différentielle a retard linéaire

La classe d’équation que nous aurons besoin de considérer dans le reste de ce mémoire est

I’équation différentielle a retard linéaire

dx(t)
dt

= Ll't,

FST Fés, Département de Mathématiques 7



Chapitre 1 : Préliminaires

ol L est un opérateur linéaire borné de C dans IR". L’opérateur L : C — IR" est de la forme
L(¢) = ffr dn (0) ¢ (9) ou n est une fonction matricielle d’ordre n qui définie sur [—r, 0] est
satisfaisant 7 (0) = 0.

Exemple

On considére 'équation linéaire & retard suivante

de(t) =
i - b

ou z est définie sur I'espace de phase C = C ([—1,0],IR). L’opérateur L est définie par Lo =

7r o .
—§gz5 (—1) et la normalisation de 'opérateur L est définie par :

0 sifel—1,0]

m
——  sif=-1.
2
1.2.1 Semi-groupe associé a I’existence des solutions et son générateur

Définition 1.2.1 — Soit X un espace de Banach, et (T'(t)):>o une famille d’opérateurs
linéaires bornés, définis sur X a valeurs dans lui méme par T(t)p = z4(.,¢). La famille
(T'(t))>0 est dite semi-groupe d’opérateurs linéaires fortement continus, ou Cp— semi-groupe,

si les propriétés suivantes sont satisfaites :
i) T(0) = Zd, (Zd est Popérateur identité),
i) T(t+ta) =T (t1) T (t2) ,t1,t2 >0,
iii)
liy [7(1)6 — 9] =0, ¢ € X

Pour chaque Cy -semi-groupe (7T'(t))s>0, on associe 'opérateur

A:D(A) — X,
défini par :
Ao =1im T2Z8 e play (1.4)
ou

T(t)e —
D(A) = {ap € X : lim w existe dans X},

t—0t

est le domaine de I'opérateur A.

A est appelé : Générateur infinitésimal du semi-groupe (7°(%))¢>o-

FST Fés, Département de Mathématiques 8



Chapitre 1 : Préliminaires

Théoréme 1.2.1 ([17]) — Si T'(t) est un Cy— semi-groupe, alors :
i) pour chaque ¢ € X,t — T(t)¢ est continu sur R,

ii) pour chaque ¢ € D(A),t — T(t)¢ est de classe C et satisfait 'équation différentielle

ordinaire :

%T(t)gb = T(t)A¢ = AT(t)o.

D’aprés les théorémes d’existence et d’unicité des solutions, si L est un opérateur linéaire

borné de C dans IR", alors pour toute donnée initiale ¢ € C, I’équation

dx(t)
dt

posséde une et une seule solution z(., ¢) vérifiant :
{ r(t+6), sit+6>0

=(9)(6) = o(t+6), sinon .

Soit T'(t) : C — C l'opérateur solution de I'équation (1.5) défini par
T(t)p =xi(p), t>0. (1.6)

Proposition 1.2.1 ([8]) — L’opérateur solution 7'(t),t > 0, défini par la relation (1.6), est

un Cp— semi-groupe, de générateur infinitésimal donné par :

D(A)—{¢€C:%€Cet%(0)—[z¢}a
avec
_d¢
49 ="5.

De plus, T'(t) est complétement continu pour ¢ > r; c¢’est-a-dire que T'(t),t > r, est continu

et que limage de tout borné est relativement compact.

1.2.2 Décomposition spectrale de ’espace de phases

Définition 1.2.2 — Soit B : X — X un opérateur linéaire, ott X est un espace de Banach.
L’ensemble résolvant de B noté p(B) est 'ensemble des valeurs A\ € C pour lesquelles 'opé-
rateur A\Zd — B (Zd étant I'opérateur identité), a un inverse borné de domaine dense dans

X, Autrement dit

p(B) = {A € C: (\Id — B) lexiste et D(\Id — B) = X} .

FST Fés, Département de Mathématiques 9



Chapitre 1 : Préliminaires

Le complémentaire de p(B) dans C est appelé spectre de B et est noté o(B), et on écrit :

o(B) = C\p(B).

Lemme 1.2.1 ([8]) — Soit A 'opérateur défini par (1.4), alors :

1) A est dans o(A) si et seulement s il satisfait I'équation caractéristique suivante
det A(X) =0, (1.7)
associé a I'équation (1.5); A()) est la matrice définie par :

A(N) = \Td — Le™.

2) le sous espace propre généralisé noté My(A) 1= UpsoKer(A — A\Zd)* associé a chaque

A € 0(A) a pour dimension la multiplicité de A en tant que racine de 'équation (1.7).

3) si A est un élément de o(A), alors il existe un entier naturel k tel que le sous espace

propre généralisé associé a A, est donné par :
My (A) = Ker(A — \Zd)*,
de plus, on a la décomposition suivante :

C = Ker(A — \Zd)" @ Im(A — \TZd)*.

4) Une base canonique de I'espace propre généralisé M, (A) est donnée par

k1 4
0i

¢(0) == E ”Yj+1ﬁ€w, pour § € [, (]
Jj=0 '

ou v = col {71, ...,7} satisfait Ayy = 0, Ay est la matrice d’ordre k définie par

PLb 0O - - 0
Py ) :
A = : : (1.8)
: . .0
P - - PP
et
1 dU-1
P; = A(X) pour j=1,... k. (1.9)

(j— 1)ldAGD

5) le sous espace My(A) est invariant par A, et par conséquent par (7'(t)):>o-

FST Fés, Département de Mathématiques 10



Chapitre 1 : Préliminaires

On déduit du Lemme (1.2.1) que pour tout A € o(A), My(A) est de dimension finie.
Soient d la dimension de My(A),{¢7,...,¢}} une base de My(A) et &y = {¢7,...,¢)}.

Puisque AM)(A) C M,(A), il existe une matrice carrée constante By d’ordre d telle que
Ad) = P, B,.
De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.2 ([7]) — On a les assertions suivantes

i) pour tout 0 € [—r,0],
@)&9) = (I))\(O)GBAQ.

ii) la restriction du semi-groupe (7'(t));>o sur le sous espace propre M,(A) est donné par :
T(t)®ra = ®rePra,
avec, t > 0 et a € IRY.
Remarque 1.2.1 — La relation ii) permet de définir 7'(¢) sur M,(A) pour tout t €
(—00, +00). De plus, si A est la valeur caractéristique de (1.5) de plus grande partie réelle,

I'équation a retard (1.5) & les mémes comportements asymptotiques que I’équation différen-

tielle ordinaire suivante :

d
—y(t) = Bay(t
Su(t) = Byy(t
Théoréme 1.2.2 ([8]) — Soient A = {Aq,..., A, } un ensemble fini de valeurs caractéristiques

de 'équation (1.5),
by = (<I>A1, o ,@,\p)
et
Bj = diag (BAI, cee B)\p) ,
ou ®,,,7 =1,...,p est une base du sous espace propre généralisé associ¢ a \;,7 =1,...,p,

et By, est la matrice définie par

A(I))\j :(I)/\jB/\j, jzl,,p
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Alors, I'unique valeur propre de B), est A;, et pour tout vecteur a ayant la méme dimension
que Pordre de la matrice ®,, la solution T'(t)®pa, de condition initiale ®pa en t = 0, est

définie sur (—oo, +00) par la relation
T(t)®pra = dpePra, t#0
D (0) = ©A(0)ePr,  —r <O <.
De plus, il existe un sous espace Qx de C invariant par le semi groupe (7'(t)):>o0;

T(t)Qa € Qa,

pour tout t > 0 et vérifiant la décomposition

C =Qn @D Py,

ou Py ={¢ € C:¢ = Ppa, ou a est un vecteur } est 'espace engendré par la famille ®,.

Le Théoréme (1.2.2), donne une image trés claire du comportement des solutions du systéme
(1.5). En fait, sur les sous espaces généralisés, le systéme (1.5) se comporte comme une équation
différentielle ordinaire en dimension finie. La décomposition précédente de C joue un role trés

important pour 1’étude des systémes qui sont perturbations de systémes linéaires.

1.2.3 Décomposition de C par I’équation formelle adjointe

Soit C* = C ([0, r],IR™), ot R™ est I'espace des vecteurs lignes de dimension n. Pour tout

a dans C*, on définit la forme bilinéaire suivante :

0 0
(0, 6) = a(0)6(0) — / / o€ — 0)[dn(0))6(E)de, (1.10)

ou 7(0) est une fonction matricielle d’ordre n, 6 € [—r, 0], & variation bornée, normalisée, conti-
nue a gauche sur (—r,0) et n(0) = 0, associé¢ a Popérateur L :
0
Lo = [ dn@)]e®), ¢cC

ou L est 'opérateur défini par I’équation (1.5). On définit 'opérateur adjoint formel A* de A

(relativement au produit défini par (1.10)) par :

(o, Ap) = (A%, @), pour ¢ € D(A) et a € D (AY).
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Alors A* est de domaine dense dans C*,

D(A)—{(XEC,@OZEC etT——/r@(—Q)dT](e)},
et p
_oz(s)’ si0<s<r
ds

A*a(s) = 0
/ a(—0)dn(0), sis=0

T

pour tout « € D (A*). L’équation adjointe de I’équation (1.5) est donnée par :

Zotr) == [ y(r = 0)dn(o) (1.11)

r

Si y est une solution de ’équation (1.11) sur Pintervalle (—oo, o + r|, alors, pour 7 € (—o0, 7],

on désigne par y” I'élément de C* défini par

y (&) =y(r+¢), 0<6<T

Si y(a) est une solution de 'équation (1.11) sur (—oo,r] de condition initiale o en 0 .
définissons
T (1)a=y"(a), —oo<T7<0.
Alors T*(7) a les mémes propriétés que le semi-groupe T'(t) associé a I'équation (1.5) et on a :

d
d—T*(T)a = —A"T*(1)a = =T*(1)A%,
-

pour tout a € D (A*).

Lemme 1.2.2 (|7]) — A est un élément de o(A) si et seulement si A est un élément de o (A*),

et pour tout A dans o (A*), le sous espace propre généralisé associé a A est de dimension finie.

Lemme 1.2.3 ([8]) — Une condition nécessaire et suffisante pour que I’équation
(A=Adffo=v, veC

ait une solution ¢ dans C, c’est a dire que ¢ € Im (A* — )\Id)k, est que (o, 1) = 0 pour tout

o dans Ker (A* — AZd)" .
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Lemme 1.2.4 ([8])— On a les assertions suivantes

i) Une base canonique de M, (A*) peut étre obtenue de la maniére suivante

k Nk
U(s) = Zﬁj(s—),'e"\s, pour s € [0, 7] (1.12)
avec = (B4, ..., Px) satisfait A, = 0, o Ay est la matrice donnée par les formules

(1.8) et (1.9).

ii) Soit A € o(A), soient Uy = col (Y1, ...,1,) et Dy = (¢1,...,¢,) des bases de M, (A*)

et My (A) respectivement, et soit

(\IJ/\’(I))\) = (wia¢j)7 Z?j = 1727' -y D-

Alors (W, ®,) est non singuliére et peut étre choisie égale a la matrice identité. Par le

théoréeme (1.2.2), la décomposition de C est donnée par :

¢:¢PA+¢Q>\a ¢€C, ¢PAEP)\> ¢QA€Q)\
ou
PA:M)\(A):{quCIQs:CI))\b,bGIRp},
O ={peC: (¥ ¢) =0},
¢ = 0pb, b= (Vy,0) et 9P = — ™.

| Lemme 1.2.5 ([8]) — dim M,(A) = multiplicité de A comme racine de detA(X\) = 0.
Théoréme 1.2.3 ([7]) — Soit A = {\1,..., A\, } un ensemble fini de o(A), on définit U, =
col {1/J>\1, e >¢Ap} comme étant une base du sous espace

Py = @leM/\i (A),
et P, = col {(b,\l, ey (b,\p} une base du sous espace

Py =& M,,(A).

L’espace C se décompose comme suit :
C=Pr®Qn

ot Qn = {p €C: (Vr,¢) =0} et Py ={Pp (Vs,0),0 € C}
De plus, pour tout ¢ dans C, on a

6= 0" +6%,
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| avec ¢ = &, (U, ¢) Dans ce cas on dit que C se décompose par A.

1.2.4 Estimations sur le sous espace complémentaire

Soit A = {A1,..., Ay} un ensemble fini de valeurs propres de A. D’aprés le théoréme (1.2.2),
il existe une matrice B = B,, dont les valeurs propres coincident avec A, telle que pour tout
pecC
T(t)p™ = ®pePla,

ol p* = ®a est la projection de ¢ sur le sous espace Py et ®, la base de Py. Le théoréme

qui suit, donne des estimations des solutions sur les sous-espaces Py et (.

Théoréme 1.2.4 ([8]) — Pour tout réel 3, soit
A=A(P) ={r € a(A);Re A > 5},
on suppose que C se décompose par A sous la forme
C = Py & Qx,

alors il existe des constantes positives v et K = K(7) telles que :

[T < K=o, ¢ <0
HT(t)ngA” < KelB—t H¢QA ., t>0

pour tout ¢ € C.

Corollaire 1.2.1 (|8]) — Si toutes les racines de I’équation caractéristique (1.7) sont a parties

réelles négatives, alors il existe des constantes positives K et J telles que :

1Tl < Ke e, ¢>0

pour tout ¢ € C.

1.3 Equation différentielle a retard linéaire non homogéne

Considérons 1’équation différentielle a retard linéaire non homogéne suivante :
&(t) = Lxy + f(t), pourt >0 (1.13)

ot L est un opérateur linéaire borné de C a valeurs dans IR" et f une fonction localement

intégrable définie sur IR™ & valeurs dans R".
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1.3.1 Formule de variation de la constante

Soit (T'(t))¢>0 le semi groupe solution associé¢ a I’équation linéaire (1.5) et A son générateur

infinitésimal.

Définition 1.3.1 — On dit que X (¢) est une matrice fondamentale solution de I’équation

(1.5), si X(t) est une solution de I’équation (1.13) de condition initiale

| Zdpn pour # =0
X0(9>_{ 0 pour —r <6 <0.

Théoréme 1.3.1 ([8]) — Soit x; = x(., ¢) la solution de ’équation (1.13) issue de ¢ en ¢ = .

Alors, elle satisfait la formule de variation de la constante suivante :

x, =Tt —t9)p+ /tT(t — ) Xof(a)da, t > t. (1.14)

to

1.3.2 Décomposition de la formule de variation de la constante

Le théoréme suivant donne la décomposition de la formule de variation de la constante

(1.14).

Théoréme 1.3.2 ([8]) — Soient pour un certain réel S, A = {\ € 0(A) : ReA > 5}, ®
une base du sous espace propre généralisé P associé a A, U une base du sous espace propre

généralisé adjoint formel associé a A, telles que (¥, ®) = Zd. Si C se décompose par A comme
C=PdQ,
alors la solution x = x(ty, ¢) de I’équation (1.13) est donnée par :

aef =Tt —t))o" + /tT(t — ) XL f(s)ds,

to

12 =T(t —to)o% + / tT(t — )X f(s)ds,

to
o X = @W(0) et X& = Xy — X? Si on pose zF” = y(t),y vérifie équation différentielle
ordinaire :

y(t) = By(t) + w(0) (1),

avec B est une matrice définie par AP = ®B.
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1.4 Equation différentielle & retard autonome
Considérons I’équation semi-linéaire suivante
(t) == F(x;) = L(x¢) + g (z;), pourt>0 (1.15)

ou g est une fonction continument différentiable de C dans IR tel que g (0) = 0 et Dg (0) = 0.
Dans cette section, nous nous intéressons au comportement des solutions de I’équation (1.15)
dans un voisinage autour de d’équilibre nul.

Considérons I’équation linéarisée
dx(t)
dt

= L(x). (1.16)

Les solutions de cette partie linéaire de 1’équation (1.15) sont données par un Cy-semi-groupe
sur C qu’on note (7(t)),5, et son générateur infinitésimal A.

Soit z(., ¢) la solution de I’équation (1.15) avec la valeur initial ¢. La formule de variation
de la constante associée est donnée par

t

xy=T(t)p + /0 T(t—s)Xof(s)ds, t>0

l’ozqf).

1.4.1 Points d’équilibres hyperboliques

Théoréme 1.4.1 ([18]) — Le point d’équilibre null est dit hyperbolique si toutes les racines
de I’équation caractéristique sont de partie réelle non nulle. On peut alors décomposer I'espace
Cen:

C=X,0X,,

ou X, (sous espace instable) est un sous espace généralisé associé & A et X, (sous espace

stable) est un sous espace complémentaire de X,, qui est invariant par (7'(t)),s-

Soit ¢ € C alors
Pp=09"+9¢°, ¢"€X,et ¢ €X,,
d’aprés le Théoréme (1.2.4) il existe des constantes positive M et « telle que pour ¢ € C

IT(@)¢ || < Me" ||¢*||, ¢ <0
IT@)¢|| < Me™*[[¢°[], ¢ =0
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Pour 0 > 0, on définie sur 'espace C, la variété stable Ss par
S={oec:o e By wu(0) € Byt =0}

avecBs = {¢ € C : [|¢]]| < 6} et z(¢) solution de I'équation (1.15), et on définie la variété
instable Us par

Us={peC:¢"€B i il existe une fonction definie et differentiable sur| — oo, 0]

et satisfait 'équation (1.15) pour t <0 tel que, z,(¢) € Bs}.

On a le résultat suivante :

Théoréme 1.4.2 ([18]) — Il existe une constante positive ¢ tel que ||z,(d)|| < Me |||,
pour chaque ¢ € Ss et t > 0 [|z4(9)|| < Me®||¢||, pour chaque ¢ € Us et t < 0. De plus, la

variété Ss (resp. Us ) est la tangente du sous espace X, (resp. X, ) en 0 € C.

Par conséquence du théoréme précédent, nous avons le corollaire suivant sur la stabilité

asymptotique exponentielle

Corollaire 1.4.1 ([18])— Si toutes les racines de I’équation caractéristique sont de partie

réelle non nulle, alors il existe une constante positive v tel que

z:(¢)]| < Me™"||¢]l, pour chaque ¢ € Bs et ¢ >0,

Autrement dit, la solution zéro de I’équation (1.15) est exponentiellement asymptotiquement

stable.

1.4.2 Points d’équilibres non hyperboliques

Définition 1.4.1 — Le point d’équilibre zéro est dit non hyperbolique si et seulement s’il
existe au moins une racine de I’équation caractéristique de partie réelle nulle.

On peut encore décomposer 'espace C comme suit
C=X,DX.D X,

avecX, (sous espace instable) est un sous espace généralisé associée aux valeurs propres de
partie réelle positive, X, (sous espace centré) associée aux valeurs propres de partie réelle

nulle, et X, (sous espace stable) est un sous espace complémentaire de X, & X, qui est

invariant par (T'(t)),-
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On peut écrire ¢ € C par :
p=0¢"+¢°+¢°, "€ Xy, ¢°€X. el ¢ € X,

Donc d’aprés le théoréme (1.2.4), il existe deux constantes M, «, et pour tout ¢ > 0, il
existe une constante M, > 0 tel que pour tout ¢ € C
IT(t)e"|| < Me** [|¢ ]|, ¢ <0
IT(t)o°l| < Mee™ [|¢°]| . t € R,
|IT(t)g%|| < Me=t||¢°||, > 0.

1.4.3 Notions de stabilité

La stabilité au point d’équilibre d’un systéme avec ou sans retard, consiste a observer que
son évolution reste proche du point d’équilibre lorsqu’on s’en écarte d’un certain voisinage.
La stabilité asymptotique indique que le systéme reviendra exactement au point d’équilibre,
au bout d’'un temps infini. La stabilité exponentielle garantit quant & elle non seulement le

caractére asymptotique mais aussi la convergence exponentielle rapide.

Définition 1.4.2 — On dit que la solution x; (to, ¢) est stable si, pour tout € > 0, et pour

tout to, il existe 0 (e, o) tel que
||| < 0 a chaque fois que ||z]| < e.

La solution z; (tg, ¢) est uniformément stable si 0 ne dépend pas de .
La solution z; (ty, ¢) est asymptotiquement stable si
v elle est stable,
v il existe b = b (ty) tel que ||¢|| < b implique que lim; o, x(t) = 0.
La solution z; (tg, ¢) est stable asymptotiquement au sens large si
v elle est stable,
v toute solution xz(t) satisfait lim; ,o, x(t) = 0 La solution x; (o, ¢) est dite exponentiel-

lement stable s’il existe B > 0, a > 0, et pour tout ¢,ty > 0, avec ||¢]| < oo

lz()]] < Be=*]g)].

Dans le cadre des équations différentielles linéaires a retard, la stabilité et la stabilité asymp-
totique peuvent étre déterminées grace a la localisation des racines de I’équation caractéristique

associée a I’équation linéarisée.
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Proposition 1.4.1 ([18]) — La solution = = 0 de I’équation linéaire est asymptotiquement
stable si et seulement si toutes les racines de ’équation caractéristique associée sont a parties
réelle négatives.

S’il existe une racine de I’équation caractéristique a partie réelle strictement positive,

alors la solution z = 0 est instable.

Remarque 1.4.1 — Si 7 est un point d’équilibre non nul de f et si f est continiiment
différentiable dans un voisinage de zq, alors la stabilité du point d’équilibre z( est déterminée

par la localisation des racines de I’équation caractéristique associée a 1’équation linéarisée de

(1.15) autour de x.

L’analyse des équations caractéristiques associées aux équations différentielles a retard li-

néaires donne un résultat local de stabilité.

Définition 1.4.3 (|2])(Solutions bornées) — Une solution z(o, ¢) de (1.2) est dite bornée

s'il existe ¢ = ((¢) tel que
x(t) < ((¢), pour t>ty—r.
Les solutions de (1.2) sont uniformément bornées s’il existe ¢ indépendant de ¢ tel que

z(t) < ¢, pour t>ty—r.

1.4.4 Variétés centres local pour les équations différentielles a retard

Cette section poursuit I’é¢tude d'une équation différentielle a retard en utilisant une méthode
de projection sur les variétés centres de dimension finie.

La théorie des variétés centres est 'un des outils les plus efficaces dans 'étude de la dyna-
mique des systémes différentiels et notamment dans le cas infiniment dimensionnel. Lorsqu’un
point d’équilibre est non-hyperbolique, cette théorie permet de ramener I'étude d’un systéme
proche de ce point a celle d’'une équation différentielle ordinaire. L’approche est particuliérement
intéressante lorsque le systéme réduit est de dimension finie.

D’aprés la définition (1.4.1), on a le résultat suivant.
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Définition 1.4.4 — Soit V' un voisinage de zéro dans C. Une variété centre local W (V)
associée a I’équation (1.15) est une variété sur l'espace C, régulier, tangente au sous-espace
X. a0 dans C et localement invariante sous le semi-flux engendré par I’équation (1.15). En
d’autres termes, il existe un voisinage V de zéro dans IR? et il existe une application h de

classe C'' définie sur V' a valeur dans Xj, satisfaisant h(0) = 0, DRh(0) = 0, telle que

Wige(V) ={®E+h(E) : £ € V]

Si z4(¢) est une solution de I'équation (1.15) avec une initialisation ¢ € W (V) alors

z(p) € WE (V) tant que z4(¢p) € V.

Théoréme 1.4.3 ([18]) — Si F dans I'équation (1.15) est une fonction de classe C*, alors
il existe un voisinage V de zéro dans C et une variété centre local de classe C* associé a

I'équation (1.15).
Remarque 1.4.2 ([18]) — Si h est C* régulier, Alors on dit que la variété centre local
We (V) est CF régulier.
Le flot sur la variété centre est alors donné par :
zy = ®2(t) + h(2(1)),

ou z(t) est la solution de I’équation différentielle ordinaire :

2(t) = Bz(t) + ¥(0)g(Pz(t) + h(2(1))),
2(0) =¢, ¢ eR?

avec B est une matrice donnée par A® = ¢B.

1.4.5 Formes normales

Supposons que le théoréme des variétés centres a été appliqué au systéme (1.15) et nous

limitons maintenant notre attention a simplifier ’équation suivante :
4= Bz+ H(z), 2(0)ecR?
avec H(z) = ¥ (0)g(Pz + h(z)). On décompose H en parties homogénes H; d’ordre i par :

Z2=Bz+ Hy(z)+ H3(2)+ ...+ H—1(2) + O(]z]").
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Si on fait le changement de variables z = y + T5(y) avec T»(y) est le second ordre en y, on
obtient, :

2= (Zd + DTs(y))y =By + BTy (y) + Ha(y + Ta(y)) L1

+ Hz(y +Ta(y) + .. + Ha(y + Ta(y)) + O(lyl"), i

avec Zd est une matrice identité d x d. Donc le terme suivant :
Hi(y+12(y)), 2<k<r—1
peut s’écrire sous la forme
Hi(y) + O(lyl*) + ...+ O(|y[*),

de sorte que :
(Zd + DTx(y))y =By + BTz (y) + Ha(y)

+ Hy(y) + ..+ Hoa(y) + Oyl
tel que le terme H,(y) est le présentation de O(|y|*).

Pour y assez petit, la matrice (Zd + DT»(y)) est inversible, et Uinverse satisfait :
(Zd + DT»(y)) ' =Zd — DTx(y) + O(y?),

donc on trouve .
y =By + BT, (y) — DTs(y)By + Ha(y)

() et Hoay) + Oy,

T5(y) a été complétement arbitraire, nous allons choisir un formulaire spécifique de T5(y), pour
simplifier O(|y|?).

Donc on choisie Ty(y) de tel sorte que
DTy(y)By — BTx(y) = Ha(y). (1.18)

Alors on simplifier Hy(y) sur la formule de y.
Soit V;(IR?) I'espace des polynomes homogéne de degré j définie par :
Vi (IR7) = {Z e’ qENY, ¢ € N},
lgl=J
avec x = (z1', ..., 2%) pour q=(q,...,q) € N{.

Considére la forme linéaire Ly défini de V;(IR?) a lui-méme par :

Lp(Ti(y)) = —(DTy(y)By — BT (y)).
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Donc Vj(IRd) peut étre représenté par :
Va(RY) = Ly(Va(IR?)) ® G,

avec Gy est un espace complémentaire de Lp(Vy(IRY)), si Ha(y) est dans range de Lp(.), alors

tous les termes O(|y|?) peut étre éliminés de 1’équation (1.18).

Théoréme 1.4.4 ([18]) — Suite de changement de coordonnées analytique, (1.17) peut étre

transformé en

y=By+F(y)+ F5y)+ ...+ F Ly +O(yl"), (1.19)

avec ] (y) € Gi, 2 < k < r — 1 et Gy le complémentaire de Lp(Vi(IRY)), 'équation (1.19)

est dit forme normale.

1.5 Bifurcation locale

Considérons maintenant un systéme dynamique qui dépend des paramétres de la forme

suivant
T = f(:E(t), M)? (1'20)

ot z € IR? et p € IR? représentent respectivement les variables et les paramétres du systéme.
On dira que nous sommes en présence d'une bifurcation, si un changement qualitatif des
propriétés d’un systéme se produit lorsque 'on fait varier un de ses paramétres. Intuitivement,
le changement des propriétés d’un systéme signifie le changement du nombre de points fixes ou
de leur caractére (stabilité, etc). Si au passage d’une valeur du paramétre un tel changement

se produit on dit que le systéme passe par un point de bifurcation.

1.5.1 Bifurcation & un paramétre

Considérons le systéme dynamique (1.20) avec p = d = 1. Soit 2 = x¢ un équilibre hyper-

bolique dans le systéme pour p = pp.
1.5.1.1 Bifurcation de Fold

Supposons le systéme (1.20), avec f est une fonction réguliére qui posséde a u = 0, 'équilibre

r=0en A=0et f.(0,0) =0.
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Définition 1.5.1 ([13]) — Le cas au A = 0 la bifurcation associée est appelée bifurcation de

Fold.

Remarque 1.5.1 — Cette bifurcation a beaucoup d’autres noms, notamment nceud selle

bifurcation, et point de retour.

1.5.1.1.1 Bifurcation transcritique
Considérons toujours équation & = f(z, ), z€IR et pelR,

supposons que

of

g t R e
F0,0) =0 et 52(0,0) =0,
: - L. Of

et en ajoute une troisiéme condition @(O, 0) =0,
avec

0% f 0% f

—5(0,0) #0 et 0,0) #0

52(0.0) £0 et o0 (0.0) £0,

par un développement limité au voisinage de (0,0) on obtient

o0 f 0 f
2 2
posons
o0 f
A=—(0,0)#0
ax2< Y ) # )
o0 f
B = 0,0)#0
0z (0,0) #0,
I’équation devient :
i = Ax* + Bayp.
Effectuons les changements
x T Bpu
U:Z’ t:Eet/\:F,
alors :
g T B e
U—A—x + Ax—AU + BuU,
implique que
ou oUJT
o T A2 2 B
or —oror U TR
c’est-a-dire
oUu 9
— = AU.
57 U+ AU

La derniére équation est dite forme normale de la bifurcation transcritique.
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Remarque 1.5.2 — Il y a aussi une autre forme normale de la bifurcation transcritique

dx

asz—/\x.

On pose
g(x,\) = 2° — Az,

sion axz?— Az =0, alors z(z — \) = 0.

Donc 'équation g(x, \) = 0 admet deux points d’équilibre

T, = 0,
Te = A

Nous étudions la stabilité de ces points d’équilibre

dg(xe, A)
dx

dg(x7 A) — 21‘ _ )\ dOHC dg(IEJ )\)

dx dx = A

ze=0

=\

Te=A
C’est-a-dire, le point d’équilibre x. = 0 est stable pour A > 0, instable pour A < 0 et ., = A

est stable pour A < 0, instable pour A > 0.
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Chapitre 2

Calcul des variétés centres pour les
EDFRs associées a la singularité de Fold

L’objectif principal de ce chapitre est de calculer les termes des variétés centres associées a

la singularité de Fold pour I'équation différentielle & retard générale suivante :

#(t) = fa(t),a(t —r)), t>0. (2.1)

2.1 Linéarisation autour d’une solution particuliére (équi-
libre)

Considérons 1’équation (2.1), et supposons que lapplication (z,y) — f(x,y) définie sur
IR™ x R" est de classe C? pour tout t > 0. Soit z* = (0,0) une solution particuliére (point

d’équilibre) de (2.1).

Soit D f(x,y) I'opérateur défini, pour tout ¢ € IR", par

D (e, g = lim L5 T 10) = F(@,9)

h—0 h

Y

pour tout t > 0, 'opérateur Df(x,y) : R" x IR" — IR" est linéaire continue.

Définition 2.1.1 — On appelle équation linéarisée associée a I’équation (2.1) autour de la
solution particuliére (point d’équilibre) z* = (0,0) I’équation

‘;—f(t) = Dyf (0,0) z,. (2.2)
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de Fold

On pose z(t) = z(0)eM, donc

d’aprés I’équation (2.2) on trouve
Az(0)eM = Dyf (0,0) 2(0)eM ™,
ainsi que
MZdpn = Dyf (0,0) e,

alors

MZdpn — Dy f (0,0) e = 0.

La derniére équation est dite équation caractéristique associée a I’équation (2.2).
La section qui suit consiste & déterminer les coefficients des variétés centres associées a

I’équation différentielle & retard.

2.2 Schémas de calcul

Considérons la classe des EDFRs suivant

dx(t)
dt

= Lox(t) + Liz(t —r) + F(z(t), z(t — r)), (2.3)

oit z € R", F : R*™ — IR" est supposé suffisamment régulier (F € C) tel que : F(0,0) =0
et DF(0,0) =0. Ly, L; sont des matrices carrées d’ordre n, r > 0.
On note par C := C([—r,0],IR") I'espace des fonctions définies sur [—r, 0] & valeurs dans R",
et pour ¢ € C
L := Lop(0) + L1p(—r), et g() := F((0), ¢(=r)),
ot g définie sur C a valeur dans IR".

Alors 'équation (2.1) peut s’écrire sous forme
&= Lay + g(xy). (2.4)

Dans la suite de ce chapitre, supposons que ’hypothése suivante est satisfait

[’équation caractéristique
detA(X) =0 ott A(\) = M\Zdpn — Lo — Lie ™",

a une valeur propre nulle simple, et les autres valeurs propres sont de partie réelle

négative.
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On note par (7'(t)):>o la solution du semi-groupe associée a 'équation linéaire

dx(t)
dt

= L.fljt,

et par A son générateur infinitésimal sur C.

Soit A = {0} et X, I'espace propre généralisé associé a A. De I'hypothése (H), nous avons
que dimX,. = 1, soit ® une base du sous-espace généralisé associé & A, et ¥ désigne la base
du sous-espace dual X}. On considére la décomposition C' = X, @& X, . En particulier, nous
considérons des bases pour X. et X notées respectivement par & = ¢;, ¥ = 94, et satisfaisant
< &, ¥ >= Tdg~. On note par B la matrice constante carrée de dimension 1 x 1 telle que

T(t)U = We'B.

2.2.1 Calcul des termes d’une variété centre pour les EDFRs

Le résultat suivant donne une caractérisation analytique d’une variété centre associée a

I'équation (2.4).

Théoréme 2.2.1 ([19]) — Etant donné une application 4 de classe C! définie sur IR & valeurs
dans X avec h(0) = 0 et Dh(0) = 0, une condition nécessaire pour que le graphe de h soit
une variété centre local de 1'équation (2.4) est qu’il existe un voisinage V' de zéro dans IR tel

que, pour tout £ € V|

5500 = (T2 ) tro)g(oe + )] + ORO(0E + hE)., (25

0

7 (h(€)(0) = LA(§) + g(®€ + h(&)). (2.6)

Preuve
Si h est un graphe d’une variété centre local de 1’équation (2.4), alors il existe un voisinage
V' de zéro dans IR tel que, pour tout & € V, il existe 6 > 0 tel que la solution de (2.4) avec la

donnée initiale P& + h(&) existe sur l'intervalle | — 6 — r, 0] et elle est donnée par

xy = ®z(t) + h(z(t)), pour t €] —4,4],
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telle que z(t) est solution de I’équation

%Z(t) = W(0)g(Dz(t) + h(z(1))),

2(0)=¢ €€l
Pour prouver que I’équation (2.5) est vraie, il faut montrer que h(§) est dans le domaine de

A. Si £ € V est petit, il suffit de prouver que

T()h(£) = h(E)
t

lim
t—0+

existe. D’aprés les formules données dans le Théoréme (1.3.2) on a

h(z(t)) = T(t)h(2(t)) + /0 T(t —0)X59(Pz(0) + h(z(0)))do,

ce qui implique

%[T(t)h(f) — ()] = ~[h(=(t)) — h(2(0))] = —/0 T(t = 0)X59(®2(0) + h(z(0)))do.

Il résulte du fait que h et g sont réguliers et que T'(.) est un semi-groupe fortement continu sur

I’espace de Banach C’, que h(§) est dans le domaine de A, et que

t

lim ST =h(O] = Jim Th(:(0)=h(=(0)] = lim 5 [ T(=0) X30(®=()+ h(=(o)))do,
c’est-a-dire

An(©) = (258 ) iorg(oe + )] - Koo+ h(e)

Par conséquent, I'équation (2.5) est obtenue en évaluant I’équation ci-dessus & 6 # 0. Afin de
prouver la relation (2.6), on utilisons le fait que la donnée initiale d’une solution = de I’équation
(2.4) sur une variété centre, satisfait les conditions ¢ = & + h(€) et ¢(0) = Lo + g(¢).

Il en résulte que ®(0)E+h(£)(0) = L(DE) + L(h(€)) + g(PE+h(E)). Par conséquent, la condition
(2.6) est obtenue par le fait que ®(0)¢ = L(®€) = ®(0)BE = 0. |

On s’intéresse dans cette section sur les parties homogénes de degré 2 pour les termes de
la variété centre. Rappelons que h a la méme régularité que g. Compte tenu de la régularité

supposée sur g, on peut écrire

h(&) = ha(&) + x(&) pour £ € V,
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ol hy est la partie homogene de degré 2 de la fonction h et x (&) = o (|¢[?).

On sait que

= ¢1(0) = 1(0),

comme on a A = 0, est une valeur propre simple (de multiplicité égale 1), alors d’aprés (1.9)

o a

d(0) = e

Donc ¢1(0) = =, avec v est la solution du systéme

c’est-a-dire Ly = 0, car A(0) = —L(.),
et on a d’aprés (1.12)
U(s) = Be ™,

alors 11(0) = 3, avec [ est la solution du systéme
BL(.) = 0.

Autrement dit, v et § peut étre calculent explicitement si L est connue.

Les parties homogénes de degré 2 des équations (2.5) et (2.6) sont respectivement données

par
Oha(€)  Ohy(€) 1
= o B¢+ F1(¢),
)
55 (h2(£)) (0) = Lho(&) + Ha(),

FH(&) = W(0) Hx(§),

et Hy est la partie homogéne de degré 2 de H(§) = g (P€ + h(€)).
On a g est réguliére, et « = 0 une solution particuliére (point d’équilibre).

Développez g comme une série de Taylor par rapport a z en x = 0 jusqu’a 'ordre 3
g(x) = g(0) + g1(0)z + g2(0)2” + g3(0)2”° + O(?),
I ]- 11 1 3 .
avec g1(0) = ¢ (0), ¢2(0) = 59 (0), et g3(0) = ?9( )(0). Alors, si on a

heo (5) - CL2£27
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avec ag est le coefficient de la partie homogéne de degré 2 de la variété centre.

On pose x = ®& + h(§), donc

H(E) = g(P + h(E))

= 9(0) + Deg(0) (B¢ + hi(€))

+ @6+ ha(€)) T DEg(0)(RE + (€))

+ 2 [(B + hal€)) T DE(O)(B€ + hal€))] (86 + ha(€)

fol(e¥).
o D, est la matrice hessienne; D? est la dérivée d’ordre 3 par rapport a &.
Alors

FH(E) = SBU(0)8T Dig0)E,

et

Ho(€) = 387 Do 0)0€”

Alors si on a

FHEO) = FH(0)&* pour F! € X, (2.7)
et
Hy(€) = M*€*, pour M' € IR™, (2.8)
FL(0) = %@(e)xp(())cbwﬂDgég(())cb(e), et ML(0) = %@(9)TD§£g(0)®<e).
On obtient
4 a(0) = F1(6)
7520
(2.9)
a 1
%QQ(O) == LCLQ + M s

ce qui est équivalent en remplagant 'expression de az(0) donnée par la premiére équation de

(2.9) dans la seconde, au systéme

{ as(0) = a»(0) + S1(0), pour 0 € [—r, 0],

ol

S'(6) = /00 Fl(s)ds et E' = M' — F}(0) + LoS"(0) + L1 S' (—r).
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Remarque 2.2.1 — On obtient un schéma récursif de la forme

X

ax(0) = F1(0), pour 6 € [—r,0],
do

BX(0) = E*

ou X =ay et B=A(0)=—-L(.).

Théoréme 2.2.2 (|18]) — Supposons que (H) est vrai. Puis le vecteur de coefficient de la
partie homogéne de degré 2 d’une variété centre locale associée a I’équation (2.3) est donnée

de maniére unique par la formule suivante
as(0) = a(0) + S*(H), pour 6 € [—r,0]

et le vecteur ay(0) est donnée par
as(0) MY — FY(0) + LoS*(0) + Ly S*(—r)
=Kt
0 Nt

ot M, F'! sont donnés par (2.7) et (2.8),

5(6) = 561 (0)1(0)61 (0) T DEeg (0)61(0)9,
et
NI = /_ (€ + 1)Ly S (€)de.

T

Preuve
On sait que detA(0) = 0 car 0 est une valeur propre simple, et comme le vecteur de coeffi-

cient de la partie homogeéne de degré 2 est satisfait

az(0) = a(0) + S1(), pour 0 € [—r,0],
A(0)ay(0) = E*.

D’autre part, on a ay appartient a X, donc < 91, ay >= 0,alors

(1, a2) = (¥1,a2(0)) + (¢1,5") =0,

ce qui donne le systéme suivant

(1, Zdgn) az(0) = N*,
(2.10)
A(0)ay(0) = B!
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avec
0
N1 == (8t = [ e+ nLs Qs
Alors il résulte du systéme (2.10) que a?(0) peut étre obtenu en résoudre le systéme de
dimension n 4 1 suivant
ag(O) El

0 Nt

ot K est une matrice de dimension (n + 1) x (n + 1) définie par
A0) ) (0)
<¢17Id]Rn> 0

E' = M" — F*0) + LoS*(0) + LiS*(—7)

K =

et .
N = [ uer st

r

L’unicité de az(0) est une conséquence du lemme suivant :

| Lemme 2.2.1 ([18]) — La matrice K de dimension (n + 1) x (n + 1) est inversible.

Preuve

Soit x € IR", « € IR tel que

donc

A(0)x + ap] =0

<¢1>Id]R"> r = Oa
comme 11(0)A(0) = —1(0)L(.) = 0, on trouve que a = 0, et le systéme ci-dessus devient

A(0)z =0,

<¢1,Idmn> x=0.

Puisque on a A(0)¢,(0) = 0, alors la premiére équation implique que x € span {¢;(0)}, donc il

existe ¢ € IR tel que z = ¢¢1(0), et de la deuxiéme équation on a (11, co1) = 0 ce qui donne ¢ = 0
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de Fold
et finalement on a x = 0. Par conséquent, K est inversible. [ |
C’est a dire
CLQ(O) El
=K (2.11)
0 Nt
D’autre part, on a
0
S'(6) = / F(s)ds
0
1 [° T 2
= 5/0 D(s)W(0)D(s) Dgeg(0)P(s)ds
1
= §¢1(O)wl(0)¢1(0)TD§gg(0)¢1(0)9- L
Finalement, on obtient une équation différentielle ordinaire sous la forme
d 1 T 12
25a2(0) = SB(0)V(0)2(0) Dicg(0)(6).
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Chapitre

Variétés centres pour les EDFRs

paramétrées associées a la singularité de
Fold

Suite a la méthode de calcul des variétés centres que nous avons développée dans le chapitre
2 pour les EDFRs associées a la singularité¢ de Fold sans parameétre, ’attention de ce chapitre
sera focalisée sur le développement d’une méthodologie pour le calcul des variétés centres et
des formes normales associée a la singularité de Fold pour I’équation différentielle a retard avec

parameétre suivante
i(t) = fa(t) 2t —r),p), peR (3.1)

selon la structure de I’équation linéarisée d’un systéme & retard évalué a I’équilibre, le cas
considéré dans ce chapitre correspond a une valeur propre nulle simple (Fold).

On utilise ici la notation C,, = C([—r,0],IR™), » > 0 puisque nous devons travailler dans des
espaces de réalisation de dimensions différentes. Le chapitre est organisé comme suit :

un théoréme de caractérisation d’une variété centre pour les EDFRs avec paramétre et sa preuve
sont donnés dans la section 3.1, par conséquence, un schéma de calcul d’'une variété centre et

des formes normales associées a la singularité de Fold sont présentés dans la méme section.

3.1 Schémas de calcul

Dans cette section, nous présentons nos principaux résultats concernant le calcul des termes

des variétés centres pour la classe des EDFRs suivant

d

280 = Lo(u)x(t) + La(p)a(t — ) + g(a(t), 2(t = 1), p), (3.2)
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ou p € R, a— Lj(a), j =0,1 sont des fonctions de C*° a valeurs dans 'espace des matrices
carrées d’ordre n, g : IR* x IR — IR"™ est supposé suffisamment régulier (g € C*°) tel que :

9(0,0, ) =0 et Dg(0,0, ) = 0 pour tout u € R, et 7 > 0.

On note par C := C ([-r,0],IR") lespace des fonctions continues de [—r, 0] & valeurs dans

IR", et pour ¢ € C

ol F' définie sur C x IR a valeur dans IR".

Alors I’équation (3.1) s’écrit sous la forme
@(t) = L(p)ze + F (x4, 1) -
On note par L° = L(0).
Dans la suite de ce chapitre, on suppose que I’hypothése suivante est satisfaite :
I’équation linéaire
l’(t) = Lol’t,
admet une valeur propre nulle simple (A = 0) comme valeurs caractéristiques et les

autres valeurs propres sont de partie réelle négative.

Une facon de considérer les variétés centres pour une équation différentielle avec paramétre
est de ramener la situation au cas des équations différentielles sans parameétre en considérant

le systéme
i(t) = L% + [L(p) — L°] @y + F (24, ),

lt) = 0.
Les solutions de ce systéme sont de la forme Z(t) := (2(t), u(t)) € R™*', T'espace de phase

est C 1= Cni1, et le systéme peut s’écrire sous la forme
T(t) = La, + F (%), (3.3)
ol

et

F(u,v) = ([L((0)) ~ L) u+ F(u,0(0)).0)
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avec u € C,, v € C;.

Maintenant il est possible d’appliquer a (3.3) la théorie bien connue du variété centre. Soit
A et A les générateurs infinitésimaux associés aux équations @(t) = L0z, et i(t) = La,
respectivement. I’équation fi(t) = 0, a une valeur caractéristique unique A = 0 simple dans
Cy, et I'espace propre généralisé associé est constitué des éléments de C; qui sont des fonctions
constantes, et il est noté ici également par IR. On considére la décomposition C = X, @ X, . En
particulier, nous considérons des bases pour X. et X} notées respectivement ® = ¢, ¥ = 1,
et satisfaisant (U, ®) = Zdp» . définissons A = A V {0}, X, =X, xR, X, = X, x R o
R = {v e :v(0) =0}, et on considére pour bases de X, et X* respectivement, les colonnes

de la matrice ® et les lignes de la matrice 0,

(30 v (1)

qui satisfait & (¥, ®) = Zdpa+1, oil (.,.) est la forme bilinéaire dans C* x C définie comme dans

B:(88>

On a alors la décomposition C = X, @ X,, out X, est 'espace invariant de A associé a A.

le chapitre 1 , et @ = ®B avec

Dans la suite, nous rappelons la définition d’une variété centre local associé a I’équation (3.3).
Soit h une fonction de C' définie sur IR? & valeur dans X, telle que le Gr(h) est une variété
centre local associée a I’équation (3.3). Alors il existe un voisinage V de zéro dans IR? tel que,
pour tout € € V., il existe § = 5(5) > 0 et une fonction Z définie sur | — 9 — r,d[ telle que
Fo = ®E + h(€) et & vérifie I'équation (3.3) sur | — 4, d[ et satisfait identité

i = ®z(t) + h(Z(t)), for t € [0, 4]

ou Z(t) est la solution unique de ’équation différentielle ordinaire

(3.4)

Remarque 3.1.1 — Si on écrit h(&, 1) = (h(€, 1), ho(&, 1)) pour € € R et u € R, alors

I'équation (3.4) est équivalente &

(1) W(0) [(L (1(0) + ho(2(t), 1)(0)) — L°) (@2(2) + h(2(t), 1))
d _ +E(@2(t) + h(=2(t), 1), 1(0) + ho(2(t), 1)(0))]

H 0
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avec 2(0) =€ € IR.

En notant que ho(z(t),)(0) = 0, parce que ho(z(t),) € R, et en abandonnant les
équations auxiliaires introduites pour manipuler le paramétre, on obtient I’équation réduite
sur la variété centre représentée comme un graphe sur les variables & et p de h(€, ) pour &
et p suffisamment petits associée a 1’équation paramétrée (3.2) comme suit

%Z(t) = W(0) [(L(p) = L) (P2(t) + h(z(t), 1) + F(D2(t) + h(2(t), 1), )]

2(0)=¢, €¢€RR.

3.1.1 Caractérisation d’une variété centre local avec paramétre

Dans ce qui suite, nous donnons une caractérisation analytique d’une variété centre associé

a I'équation (3.2).

Théoréme 3.1.1 ([20]) — Etant donné une application h de classe C! définie sur IR®
valeurs dans X avec h(0) = 0 et Dh(0) = 0, une condition nécessaire pour que le graphe de
h soit une variété centre local de I’équation (3.2) est qu'il existe un voisinage V' de zéro dans

IR? tel que, pour tout (&, ) € V,

S0 1)(0) ==L 0B O)(L (1) — LO))(@€ + h(eop)) + P06+ A€, ), 0]

+ @(O)W(0)[(L(p) = L(O))(PRE + h(&, p) + F(RE + h(&, ), )],

(3.5)

%(h(é, 1))(0) = LOh(&, p) + (L(p) — L) (PE + h(&, p) + F(PE+ h(E, p), p).  (3.6)

Preuve
C’est essentiellement la méme idée que la preuve du Théoréme (2.2.1), juste dans ce cas on

Iajoute le paramétre de la bifurcation p. [ |

3.1.2 Calcul des variétés centres

On s’intéresse dans cette section sur les parties homogénes de degré 2 pour les termes de

la variété centre. Rappelons que h & la méme régularité que F, et compte tenu de la régularité
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supposée sur F', on peut écrire

h(&, 1) = ho(§, ) + x(§, 1) pour (§, ) €V,

ol hy est la partie homogeéne de degré 2 de h et x (&, 1) = o (|(&, u)]?).

Les parties homogénes de degré 2 des équations (3.5) et (3.6) sont respectivement données par

ah? (57 :u)
00

ha(€, 1)) (0) = L°ha(&, 1) + R (€, ), (3-8)

=N ) (3.7)

0
70 ¢
ol

NYE ) = PU(0)RY (€, ),

avec R! est la partie homogene de degré 2 de (L(u) — L°) (®€ + h(&, 1)) + F(PE + h(&, ), p)

qui est indépendante des termes des variétés centres.

Si £ €R,(q,1) € N? et u € IR, alors on peut écrire

Z h l, pour certains h%q,l) € X,,
(g,l)eD2
Z N(qu)(Q)é'qul, pour certains N(qu) € X, (3.9)
(qvl)EDQ
et
Z R%q’l)ﬁq,ul, pour certains R%(Ll) e R", (3.10)
(q,l)GDQ

ot Dy = {(g,1) € N? : (g, )] = 2}.
On pose
F(& 1) = (L(p) = L) (D€ + h(&, ) + F(PE + h(E, ), 1),
on a f est réguliére, et x = (0,0) une solution particuliére (point d’équilibre).
Le développement limité d’ordre 3, de la fonction f au voisinage de point d’équilibre (0,0)
s’écrit :
F(& 1) = fil& n) + fa& m) + f3(& 1) + o(I(€ W),

on peut également récrire les termes f1(&, ), fo(&, p) et f3(&, u) par :

of of
Alen) = 50,0+ 5 0.0
02 0? 10°
€)= 5 5er 0008 + 50,0080+ 5 210,00
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et . (93f
:ga—gg( (0,0)&p

1 03f 03 f
+ EW(O ,0)Ep” + gm(o 0)p.

Comme L est une fonction de pu, le développement limité d’ordre 3 de L au voisinage de zéro

5, 1 Of
0)¢ +§ag2a

f3(€7 :u)

est

1 1
L(p) =L+ L'(0)p + §L”(0)u2 + §L(3)(0)M3 +o(1?),

c’est-a-dire

(E3) = L) (96 + b, 1)) =(E/ O+ SL"O) + 3O 0) + () (9 + h(6: 1) + o(1 (6 1))

=L(O)BuE + L O)ha(, i+ 5L (047 +o (1€, ).

d’autre part, on a
F(®E + h(€, 1), 1) = DeF(0,0) (O + ho(€, 1)) + D, F(0,0)p
+ %(‘Pé“ + ha(€, 1)) DgeF(0,0)(R€ + ha(€, 1)

D2, P(0,0)(9€ + ha(€, ))a + 5.2, F (0,0

o
+ 2 [(@6 -+ haf, )T DEF(0,0)(DE + (€, 1)) (B + (6, 1)
4 S [+ halE, 1)) D, F(0,0) (6 + hafE, )]

| 1
+ 5D (0, 0)(BE + ha (& p)p” + S DL F(0,0)0” + 0 (€, 1))

ot D, est la matrice hessienne ; D est la dérivée d’ordre 3 par rapport a § et D7 est la dérivée

d’ordre 3 par rapport a p . En utilisant
D¢F(0, 1)® =0,

alors
f(& p) = D,F(0,0)u + %(I)TDggF(O, 0)P&* + [L'(0) + D2, F(0,0)] &p

1
+1ipe F(0,0)p* + 5@ DEF(0,0)¢hs (&, 1)

2##

+ §h2(f>ﬂ)TD§§F(Oa 0)®E + [L'(0) 4+ DZ,F(0,0)] wha(€, )

+ é[CDTDg’F(O, 0)@] P& + ! 52 Dgg, F(0,0)2]
1 1
+ 5 [L7(0) + Dg,, F(0,0)]@¢p* + ZDIF(0,0)1° + o(| (€, 1)),
puisque la partie homogéne de degré 2 de (L(p) — L°) (D& + (&, ) + F(PE + h(E, ), p) est

1 1
§<I>TD§£F(O, 0)®E> + [L'(0) + D, F(0,0)] PEp + =

2##

o F7(0,0)p2%,
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alors

Nl(g’ M) = (I)\I[(O)R(lq,l)(€7y’)

= Y (0) [%@Tpng(o, 0)0* + [L'(0) + DF,F(0,0)] ®Ep + Lpe F(0,0)4°]

9 1
- Z N(lq,l)gq/ll’

(g,1)eD>
avec
1
Ny = 5(1)\1/(0)<I>TD§£F(0, 0)®,
N{ .y = @U(0)[L'(0) + D, F(0,0)] &

et
1
N = 5(1)\11(0)D3MF(0, 0).

Par suite, on trouve le systéme suivant

d 2 1
26" (0) = Nigy(0)
(3.11)
2 (0)= 192 , + R}
0" (0) = Lohyy + By,

ce qui est équivalent en remplacant I’expression de h%q l)(ﬁ) donnée par la premiére équation de

(3.11) dans la seconde, au systéme

h?

Gy (0) = DT, (0) + S, (0), pour 6 € [-r,0],

(g, q,)

A<O)h%q,l) (0) = E(lq,z)

ol ,
S (0) = /0 N (s)ds
et
El,n = L°(S(.) = Ny (0) + R, .-
Ainsi que
Slyo)(0) = %(I)(O)\II(O)@(O)TDgéF(O, 0)®(0)6,
St (0) = ®(0)¥(0) [ L'(0) + D, F(0,0) | 2(0)6

et

Shoay(6) = 3@(O)W(0) D2, F(0, 0.
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Remarque 3.1.2 — On obtient un schéma de la forme

dX(qJ)w)

A6 = N(lq,l) (6‘)7 pour 0 € [—T, 0]7

BX()(0) = By,

ou X(g) = h%q,l) et B=A(0)=—L(.).

Théoréme 3.1.2 (|20]) — Supposons que (H) est vrai. Puis le vecteur de coefficient de la
partie homogéne de degré 2 d’une variété centre locale associée a I’équation (3.2) est donnée

de maniére unique par la formule suivante
hi,n(0) = hiyy(0) + 5S¢, (0), pour 6 € [—r,0],

et le vecteur h%q »(0) est donnée en résoudre le systéme suivant.

0 1 1 1
hien(0) L2(S(q0) = Nigyy(0) + Ry
M _ ,
1
0 Vigl)

ou M est la matrice de dimension (n + 1) x (n + 1) définie par

A0) ¢ (0)
M = ,

(Y1, Zdgn) 0

Nl

(a1 € R, sont donnés par (3.9) et (3.10),

6
S(qu)(e) = A N(lq’l) (S)ds

1/(1%1) = — <¢1,/0 N(lq’l)(s)ds> .

et

Preuve

Soit (q,1) € D,, & partir de la relation (3.7) on a

d
@h%q,l)(e) = N(qu)(e)a (3.12)
ce qui est équivalent
0
My (0) = 1y (0) + /0 N (3)ds, (3.13)

on pose

0
St (0) = /0 N, (s)ds, pour 8 € [—r,0],
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alors on trouve

h%qyl)(ﬁ) = h%qyl)(()) + S(qu)(G), pour 0 € [—r,0].

La relation (3.8) équivaut a

8 2 07,2 1
50"an(0) = Lohigyy + Rigy),

qui donnent en évaluant la relation (3.12) 4 0 =0
N(qu)(O) - Lo(h%ql)(o)) + LOS(qu) + R%q,l)’

d’ou
A<O)h?q,l) (0) = E(1q7l)7

avec

1 . 0ol 1 1
Epy = LS = Nigy(0) + B -

On utilise également le fait que toutes les variétés centres ont un rang dans le sous-espace
X, ce qui implique que <¢1, h%q 1)> = 0 pour tout (¢,l) € D,. Par conséquent, on obtient de la

relation (3.13) que

<wl, a0+ [ Néq,l><s>ds> —0,
c’est-a-dire
(1, Zdgn) h?q,l)(()) = y(lq,l), pour (q,l) € Do,

ce qui donne le systéme suivant

<wlaIdIR"> h%q,l) (O> - V(lq’l)’
(3.14)

A(0)R2

(g,0) (0) =F

1
(g,0)

avec

V(lq,l) - <¢17 S(lq,l)>

S <¢1, /0 N({m(s)ds> .

Alors il résulte du systéme (3.14) que h? ,,(0) peut étre obtenu en résoudre le systéme de
(a:.0)

dimension n + 1 suivant

NOREHOR WA Bl
(U1, Zdge) 0 0 Yig)
c’est-a-dire ) 1
h(q,l) (0) E (g:1)
0 V(lq,l)
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ot M est une matrice de dimension (n + 1) x (n + 1) définie par
A0) 4 (0)

<’l/}171—d]R"> 0

M =

L’unicité de h%qJ)(O) est une conséquence du lemme suivant :
| Lemme 3.1.1 ([18]) — La matrice M de dimension (n+ 1) x (n + 1) est inversible.

Preuve
Voir la preuve du Lemme (2.2.1).
D’ou

2 1
hin(0) Eqn
= M! : u
1
0 Vgl

Finalement, ’équation différentielle ordinaire réduite sur la variété centre jusqu’a l'ordre 3 est

d 1
i \II(O){DMF(O, 0)p + §®TD22F(O, 0)P2>

1 1
+ [L'(0) 4+ DZ,F(0,0)] ®zp + EwaF(O, 0)u? + 5<1>TD§ZF(0, 0)zho(2, 1)

1
+ 5]12(2, p) ' D2,F(0,0)®z 4+ [L'(0) + D2,F(0,0)] pha(z, 1)

+ é [@TD2F(0,0)®] 02° + ;[@TD?’ F(0,0)0]2*u

ZZp

1 1
+3 LN(O) + DSM;LF(O7 0)} (I)Z,MQ + _D;?:F(Oa 0):“3 + O(|(Z, M)|3)}7

5 6

on sait que ho(2, ) = hiy o 1® + hy 21+ hiy ) 2° alors équation devient

d 1
i U (0)D,F(0,0)u + 5xIJ(O)qﬂDng(o, 0)®z* + W(0)[L'(0) + D?,F(0,0)] ®zp

1
+ S W (0) D2, F(0,0)4 + ¥ (0) [§®TD§ZF(0 0)hia 0

+ = (hia0) ' D2, F(0,0)0 + é[@TDjF(o,O)cD] @] 2

N~ N~

1
£ 0(0)| 5@ D2F(0,001 ) + 5(1) T DEF(0,0)®

N | —

N —

+ [L'(0) + D2,F(0,0)] hty ) ;[CDTDEZ”F(O,O)CD}]ZQM
[ ®TDLF(0.0)h 5 + L () D F(0.0)0
) 2

+ [L'(0) + D2,F(0,0)]ht, 1y + ;[L”(O)Jng’WF(O oﬂ@]z,ﬂ

+ U(0) [[L’(O) + D2, F(0,0)] hiyq) + éDZF(O, 0)} 1+ o(|(z, ) ?).
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3.1.3 Calcul des formes normales

Apreés avoir calculé les variétés centres de ’équation (3.2), nous obtenons I'équation réduite

associée comme suite :

otzeR, pelket

(3.15)

H(z,p) := ¥(0)D,F(0,0)u + %\IJ(O)cDTD;F(o, 0)®z* + W (0)[L'(0) + D2,F(0,0)] Pzp

+
N = N~

1
qJ(O)DfmF(o, 0)p? + ¥(0) [§@TD§ZF(0, O)h%m)
1
(h%QVO))TDng(o, 0)® + 5 [@TD3F(0,0)®] @] 23
1
CI)TDng(O? O)h%l,l) + E(h?l,1)>TDzzF(O7 0)(I>

1
+ [L'(0 +D§MF(O,O)} h%zo) + 5[<I>TDB F(0,0)@}}zz,u

zZzp
1
(I)TDzzF<07 O)h?O,Q) + §(h?0,2)>TDzzF<O7 O)CI)

1
+ D2,F(0,0)]h¢, 1) + 5 [L"(0) + D?

Zpp

F(0,0)] @} 2

+ U(0) [[L’(O) + D2,F(0,0)] hiy o) + éDiF(O, 0)} 1+ o(|(z, 1) ?).

Il est facile maintenant de calculer sa forme normale jusqu’a 'ordre 3. L’idée de base de la

théorie des formes normales consiste & employer des transformations non linéaires successives,

proches de l'identité, pour éliminer les termes non linéaires qui ne peuvent pas étre éliminés

restent dans des formes normales.

Généralement la forme normale peut s’écrire sous la forme suivante
y = No(y) + N3(y) + ...+ N, (y) +o(Jy|"), pour r>2,

si Ny = 0 on passe a calculer N3, pour cela on a besoin de calculer hs.

Supposons que par une transformation non linéaire

z=v+T(v,u), veR, p€R (3.16)
donc
© (1) = (Zd + D). 1) o(0)
at N T ot WAL RGN
D’aprés ’équation (3.15) on a
d
(Zd + DT (v(t), u)) v(t) = H(v(t) + T(v(t), w)), (3.17)
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pour v assez petit, la matrice (Zd + D, T (v, u)) est inversible, et 'inverse satisfait :

(Zd+ D,T(v, 1)) = Zd — DT (v, ) + O(|(v, ) |?),

donc
o = (Zd— DT (0, ) o + T, m), 1) + ol (0, 1)) (3.18)
c’est-a-dire
d
Do(t) = N(w(t), ), (3.19)
N(u(t), 1) = (Zd — D,T(w(t), 1)) H(w(t) + T((t). 1), 1) + ol |(0, "),

H(v+T(v,p), 1) :=¥(0)D,F(0,0)u+ %\IJ(O)@TD;F(O, 0)®(v? + 20T (v, 1))

+ W(0)[L'(0) + D2, F(0,0)] @ (v + T(v, 1)) + %\II(O)DZ#F(O, 0)u?

—

1
+0(0) |27 D}, F(0,0)hly0) + (h(20 )T D2, F(0,0)® + 6[cpTDf;F(o, 0)®]®|v*

N~ N~

+0(0)| 5@ D}, F(0,0)hty ) + (h(11 ) D;,F(0,0)®

+ [L'(0

VUL

1
+ D2, F(0,0)] Aty 0) + = 5 [@" D3, F(0, 0)<1>]}v2u

1
FU(0)| 507 D2, P00+ 5 (W) D2, F(0,0)

1
4= [L”(O) 4 DS

+ [L'(0 +D§MF(O,O)}h%171) 5 o F (0, 0)]<I>1w2

+ U (0)

1 ~— 1 ~— | — I —
DN | —

[L'(0) + D2, F(0,0)] hfy ) + 6D F(0, 0)}
+o(l(v, ),
d’aprés (3.17) et (3.19), on obtient la formule suivante
H(v+T(v,p), 1) = DT (v, p)N(v, ) = N(v, 1) = 0.
Soit
T(v, 1) = Ta(v, 1) + o(|(v, )],

ot T, c’est la partie homogéne d’ordre 2 de la fonction T qui peut s’écrire sous la forme

> Tyl

(g,1)eD2
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Alors si on remplacant Ty (v, u) = T3 g0 + T3 o + T(j o p* dans Uexpression de H (v +

T(v, ), i), on obtient
H(v+T(v,p), ) :=W(0)D,F(0,0)u + %\I/(O)CDTngF(O, 0)Pv”
+ W(0)[L'(0) + D2, F(0,0)] Pvp + %W(O)DiMF(O, 0)
+(0) [%@Tpng(o, 0)hizq) + %(hép))TngF(o, 0)®
+ é [@"D2F(0,0)2]® + @' D2 F(0, O)<I>T(2270)} v?
+ W (0) B@TD?WF(O, 0)A¢y 1y + %(h?lyl))TDﬁvF(O, 0)®
+ [L'(0) + D, F(0,0)] hiyq) + %[@TD;fWF(o, 0)®]
+ @' D2 F(0,0)0T( 4y + [L'(0) + D3, F(0,0)] @Téo)} v
+ W (0) [%@Tpng(o, 0)Ao2) + %(h%O,Q))TngF(o, 0)®
+ [L'(0) + D}, F(0,0)]hf, 1) + %[L”(O) + D3

o

F(0,0)]®

+ @' D2 F(0, 0)<I>T(2072) + [L'(0) + D?WF(O, 0)] @T(%,l)] vp?
/ 2 2 1 3

+ (0) [[L (0) + D, F(0,0)] hfy o) + EDMF(O, 0)

+ [L'(0) + Dy, F(0,0) | TG 5) | 1” + o([(v, 1)),
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puisque on a D, T (v, ) = 2T(2270)v + T(zl’l),u, donc on trouve que
1
N (v, ) = ¥(0)D,F(0,0)n + 5\II(O)qﬂpwa(o, 0)®v? + ¥(0) {[L’(O) + D;,F(0,0)]®

9 hu

— 2150, D, F (0, 0)}vu+ U (0) [1D2 F(0,0) — T 1y D F (0, O)]/ﬂ
B@TDZ (0,0)h3y 0y + 2(h(20 )T D2, F(0,0)® + é[@TDf;F(o,O)cb} @] v?

B@Tzﬁ (0,0)hdy 1) + (h(11 )T D2 F(0,0)®

)

VUL

+ [L'(0) + D2, F(0,0)] hiy0) + ;[Q)TD?’ F(0,0)®] — Tf ) [L'(0) + D, F(0,0)]®

1
+ §T(21,1)®TD§UF(O, 0)<I>1 v

1
F00) |07 DLF0.0) + 5 () DF0,00

+ [L'(0) + D3, F(0,0)] n¢, 1 %[L”(O) + D?

v

F(0,0)]® +®" D2 F(0,0)PT 5
— T4.0 D2, F(0, 0)] v’

1
—Df;F(o, 0) + [L'(0) + DguF(o, 0)] <I>T(20,2)

+0(0) [[L’(O) + D3, F(0,0)] Aoz + &

— %T&l)Dﬁ#F(O, 0)} T
+o(| (v, 1)),
d’aprés (3.18) on a
Q1 =02+ Qs,
ou
Q1 =Hw+T(v,n), 1), Q2= D,T(v,p)H(v+T(v,p), 1) et Qs=N(v,p).
Par conséquent
Qi = Q3 + Q3
ol Q?, Q% et Q2 sont des parties homogenes de degré 2.

D’aprés le développement de Taylor auteur de zéro on a
H(v+T(v, 1), 1) = H(v, ) + DH (v, 1) T(v, ) + o(|(v, 1)),

donc Q3 = 0 car le degré minimal de H (v + T'(v, ), p) est 2.
Par conséquent

HQ(U + T(”?M)v:u) = NQ(”?NL
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avec Ny la partie homogéne de degré 2 de N, pour cela on obtient
— 2130y D,uF(0,0)vp — T7 1) Dy F(0,0)p = 0.
Par suite, pour simplifier 'expression de N (v, 1), on peut choisir T'(v, ) de telle sorte que
1
CI)T(QO,Q) = _ih%o,z)a CI)T(21,1) = _h?l,l) et (I)T(22,0) = h?2,0)~

Finalement, la forme normale associée a I’équation réduite sur la variété centre jusqu’a I'ordre

3 est
d 1
d—: = U(0)D,F(0,0)u + 5\If(O)clﬂpng(o, 0)®v* + W (0)[L'(0) + D3, F(0,0)] Pvp
1 1 1
1

+ 3 [@" D3F (0, 0)@}@}1;3

VUL

1 1
+ W(O){ﬁ(hﬁlvl))TwaF(O, 0)® + 3 [@TD?, F(0,0)®] }v%

1
+ ‘I’(O){Q(h?o,Q))TDqu(Oa 0)® + [L'(0) + D?)MF(Q 0)] h%l,l)

1

Loy + b2 R (0,0] @}v;ﬁ + \D(O){éDiF(Oa 0) + 5 [L'(0) + DI, F(0,0)] h?w)}“g

9 vpp
+o(|(v, ),
il y a une équivalence topologique entre I’équation différentielle a retard et sa forme normale,

pour cela on s’intéresse sur I’étude de la forme normale.
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Exemple d’application

L’épidémiologie est la science qui étudie les facteurs susceptibles d’influer sur une maladie,
sa propagation dans une société.

Les modéles compartimentaux font partie des premiers modéles mathématiques a avoir été
utilisés en épidémiologie. L’idée est de diviser une population en plusieurs groupes d’individus :
les individus qui sont susceptibles d’étre infectés, ceux qui sont infectieux ou encore ceux qui
ont acquis une immunité a la suite de la guérison. Cette approche est utilisée pour modéliser
de trés nombreuses maladies et continue d’étre un sujet de recherche actif. Un modéle épidé-
miologique se définit par des compartiments (en combien de groupes est divisée la population
et sur quel critére) et des régles (quels échanges se produisent entre ces groupes). Les mo-
déles correspondants, a cette étude sont connus sous le nom du modéle SIR, on distingue les
compartiments :

e S, dans lequel se trouvent les individus sains et susceptibles d’étre infectés ;

e [, pour les individus infectés et infectieux;

e R, pour les individus retirés du modéle, non susceptibles d’étre infectés, car guéris et
immunisés ou décédés.

Le modéle épidémiologique SIR qu’on va étudier est donné par le systéme d’équations dif-
férentielles a retard suivant :

#(t) = m — Pa(t)y(t) — dx(t),

(S)§ (4.1)
y(t) = Ba(t — T)y(t — 7) — py(t),
oum, (3, d et u sont des paramétres positives, 7 est le retard, on pose Ry = = 1.
Ju
x(t) représente les personnes saines au temps t, y(¢) les personnes infectées.

Les dérivées permettent de connaitre la variation de = et y en fonction du temps ¢, afin d’en
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d’écrire I'évolution au cours du temps. Le terme x(¢)y(¢) représente le nombre de contacts entre
des personnes saines et des personnes infectées.

Maintenant, Supposons que (z*,y*) est 'équilibre du systéme (S) donc

m— Bxy* — dx* =0,

px*y* — py* =0,

ainsi que
m—dz" — py* =0,

1 T — dx” N
c’est-a-dire y* = , car u > 0, on remplace y* dans la premiére équation de (4.1), on
trouve

L, T —dzr* .
T — px*( ) —dz* =0,
on obtient I’équation de seconde ordre suivante
Bd 2 B
— (") = (d+—)x"+71=0 (4.2)
My (a4 )
discriminant de cette équation est
d
A=(d ﬁ_ﬂ)Q _ 45_
7 7
= (-7 =0
U
donc I'équation (4.2) admet une solution double dans IR
sl
\ T
x —
d ?
SR
i

T — dx*

comme on a y* = , alors y* = 0.

T
D’ou le systéme S admet (x*, y*) = (—, 0) comme le point d’équilibre car

d
it =0
g* = 0.

Par suite, pour transformer le systéme S en un autre qui a (0,0) comme ’équilibre, on pose
X(t) = z(t) — x*, pour t >0
Y(t) =y(t) — y*, pourt >0,

) =)

™= BX () +27)(Y(t) +y") — d(X (1) + 27)

done X(t) = @(t) et Y(t

Le systéme devient

.
—~
~
N—

I

Y(t)=BX({t—7) +a) (Yt —7)+y) — (Y1) +y),
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¢’est-a-dire
X(t)=7—-BXQH)Y () — BX)y* — BY (t)z* — Ba*y* — dX(t) — da*
Y(t) =Xt —1)Y(t —7)+ BX(t —7)y* + BY (t — 7)a* + Ba*y* — pY (t) — py*.

On sait que
T — Ba*y* —dz* =0

px*y* — py* =0,
T

pour que (z*,y*) = (E’ O), on trouve
X(t) = -BX()Y(t) — %Y(t) —dX(t)
(4.3)
Y(t)=BX(t—1)Y(t—7T)+ %TY(t —7) — Y (t),
alors si on prend (X,Y) = (0,0), on obtient
X(t)=0
{ Y(t) =0,

par conséquence, (0,0) est un équilibre pour le systéme obtenu.

On pose

~61(0)62(0) ~ 6,(0) — 6 (0)
f(¢(0),6(—7)) = 5 )

Bo1(—T)pa(—T) + 7@(_7') — p12(0)

définie sur IR? x IR? a valeur dans IR%.

On note par C := C([—T, 0], ]RQ) I’espace des fonctions continus de [—7,0] a valeurs dans IR?.
Il est clair que, les composantes de f sont des fonctions polynomiales alors ils sont continues,

donc la fonction f est continue sur tout ouvert U dans le domaine de définition (IR? x IR?), cela

implique que le probléme admet au moins une solution.

Soient z,y € K, et K un compact de U, on pose

fi(z,y) = —Bxy — %Ty —dx et fy(r,y) = Bry + %Ty — [y,
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puisque on a

B
’fl<x7yl) - fl(‘ray2)| < (|5Z’| + F)Iyl _y2‘7 pour yi, Y2 € K7

et

|fi(z1,y) = fi(ze,y)] < (|By| + d)|z1 — 22|, pour z1,22 € K,

alors f; est lipschitzienne en (x,y) dans les compacts de U,

d’autre part fo est lipschitzienne en (z,y) dans les compacts de U, en effet

5%
| fo(z, 1) — folz,y2)| < (18| + I7 — u)|yr — yal, pour yi,ys € K,

et

|fo(z1,y) — fo(w2,y) < [Byl||z1 — 22|, pPOUr 21,79 € K.

D’ou f est lipschitzienne en (x,y) dans les compacts de U, par suite le probléme admet une
solution unique.

Le systéme linéaire associée au systéme (4.3) autour de (0,0) est

X(t) = —%Y(t) —dX(t),

Y (t) = %Y(t—T) — uY (t)

on pose

A(N) = MTdge — Dy f(0,0)e,

ce qui donne

A+ de 7 %Te_”
A()\) - )
0 A= e
ainsi det A(\) = 0, implique que
A+ de B—We"\T
d
D S e

donc 1'équation caractéristique associée au systéme (4.3) est

pr _

N (- (5

u))/\e"\T — (57? — ud) e M =0,
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puisque Ry = 6—77 =1,
ud

alors I’équation caractéristique devient
A+ dle™™ =0, (4.4)

dans ce cas on a 0 est le racine de (4.4), alors A = 0 est une valeur propre de ’équation carac-

téristique.

On sait que

det A(\) = A2 + dhe ™,

sa dérivée par rapport & A en A\ =0 égale & d # 0 car d > 0,

autrement dit, A = 0 est une valeur propre simple de I’équation caractéristique (4.4).
Considérons la décomposition C = X,.® X, . En particulier, nous considérons des bases pour

X, et X notées respectivement ® = ¢;, ¥V = ;.

Comme on a A = 0 est une valeur propre simple, et ®() = v,e* = ¢;(0)e?’, donc ¢(0) =

7 = (a,b) avec v, une solution de systéme

A(0)y =0,
c’est-a-dire ad + %Tb =0 et — (%T — p)b = 0, mais puisque B—Z = 1 implique que
1
_H
d
¢1(0) =
1

D’autre part, on a

U(d) = Foe N = @Dl(O)e_)‘e,

donc 11(0) = 72 = (¢, V') avec 72 une solution de systéme
’VQA(O) =0,

ainsi que

{ ad=0

pm p
120y
a'~ (
c¢’est-a~dire ¢;(0) = (0, 1).

Maintenant considérons le systéme obtenu (4.3), si on pose
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~ d
et B=p0— HE comme paramétre de la bifurcation, alors le systéme devient
T

d

So(t) = Lo(B)olt) + Lu(Be(t = r) + g(o(t), ot = 1), ), (15)

ot v € R?, et g:R? x R? x R — IR? définie par

~(3+ ")9,(0)62(0)

g(¢<0)7¢(_7—>75> - d )
(B+5)61(=7)n(—)

est suffisamment régulier (g € C*). On a ¢(0,0,5) =0 et Dg(0,0,5) = 0 pour tout 3 € IR,

7>0et
(T (" ’
Lo(B) = " , et Ly(f8) = udon
0 — 0 (ﬂ"’?)g

alors le systéme (4.5) devient

v(t) = L(B)v, + F(vy, B).

D’aprés les notations de chapitre 3, on a

0 0 00
D3F(0,0) = ( ) , D3;F(0,0) = ( ) , D3;F(0,0) = ( ) :
0 0 00

v

R B
e LB = ],

0_

d

a
soit 1 = ( ) € TR?, on sait que D¢F(.,B) définie sur IR? & valeur dans l'ensemble des
b

matrices d’ordre 2, c’est-a-dire DyF (¢, By € R? avec

~ 3+ ")0a(0)a — (3 + )60
DLF(6, A = ,

5+ 2 pu(~r)a+ (5 + 261~
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par suite
B+ ~(3+ 2

s ™

SF(0,0)0 = DyDyF (9, B)i) = ) )
5, M 5, M
LY S Lahed
B+—)b  (B+—)a
Finalement, la forme normale associée a I’équation réduite sur la variété centre jusqu’a

l'ordre 2 est

+ 1)v? +ﬁv.

dv uﬂ(ﬂ
d

dt 2d " d

Alors les points stationnaires possibles sont v = kg, oul

B, B
L. — d d
+ = )
_%(H + 1)
dd
0
c’est-a-dire k. =0 et k_ = +ﬁ
pB(5 +1)

Il y a deux branches de solutions qui se croisent au point (0,0). Il s’agit d’une bifurcation

transcritique.
On pose 3
= B e T
9(v, ) = =5 (5 + v’ + —v,
ainsi que )
o - BB [
v (“’B)'U* o (g ket
donc )
0 ~ _7p 0 ~ 7B
%g(vaﬁ) _— - d et avg(’U?B) - - = d )

alors le point fixe v7 est stable si B < 0 et instable si 8 > 0; v* posséde la propriété de stabilité

opposée.
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Conclusion

Les phénomeénes de retard apparaissent naturellement et souvent dans les processus biolo-
giques et physiques. Parmi les principales sources induisant des retards, on cite le temps d’in-
cubation, les temps de transmissions des informations, les temps de transferts des matiéres ou
encore les temps de mesures. Alors dans le but de se rapprocher du processus réel, une meilleure
modélisation consiste a concevoir "les systémes a retard", oul interviennent des équations dif-
férentielles dont 1’évolution, contrairement aux systémes ordinaires, dépend non seulement de
la valeur courante de leurs variables d’état a l'instant présent, mais aussi d’une partie de leurs
valeurs passées. Cependant, I’analyse mathématique de cette catégorie de systémes deviennent
plus difficiles.

Dans ce modeste travail, on a essayé de réduire la complexité d’un systéme d’équations
différentielles a retard en se basant sur deux approches principales. A savoir, les variétés centres

et les formes normales.
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