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Introduction

L
a modélisation mathématique de certains problèmes naturels conduit généralement à des

modèles qui sont continus. Dans ces modèles, on suppose que l'évolution au cours du

temps se fait de manière continue. Ils sont présentés par des équations di�érentielles, des équa-

tions aux dérivées partielles ou par des équations intégrales.

Les équations di�érentielles à retard surviennent dans certains modèles dont l'état à un

instant donné, est une fonction qui dépend de son passé. On peut rencontrer ces équations

dans plusieurs domaines d'applications, notamment en économie, physique, médecine, biologie,

écologie etc. En e�et, dans certains phénomènes, on s'est aperçu que la connaissance de la

solution en un point ne su�t pas pour décrire l'évolution sur un intervalle de temps donné.

La signi�cation du retard dans un tel ou tel modèle peut être di�érent : période d'incubation

d'une maladie contagieuse, temps d'accumulation, temps nécessaire pour la maturation des

cellules ou la transformation d'un type de cellules en un autre, etc.

Les systèmes dynamiques ne sont pas similaires, il existe deux types de systèmes : les

systèmes stables et les systèmes instables, les systèmes dynamiques peuvent avoir aussi de

di�érents comportements asymptotiques en fonction des valeurs de leurs paramètres. Il peut

donc exister certaines valeurs pour lesquelles le comportement du système passe d'un état

qualitatif à un autre.

Ce changement d'état qualitatif est une bifurcation et la valeur du paramètre associée est

appelée valeur de bifurcation, les di�érentes bifurcations sont répertoriées en fonction de leurs

caractéristiques mathématiques.

Dans les mathématiques des systèmes évolutifs, le concept de la variété centre a été initiale-

ment développé pour déterminer la stabilité des équilibres dégénérés. Par la suite, on a réalisé

que le concept de la variété centre était fondamental pour la modélisation mathématique.

La théorie des variétés centres joue un rôle important dans l'étude de la stabilité des sys-
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tèmes dynamiques lorsque le point d'équilibre n'est pas hyperbolique. La combinaison de cette

théorie avec l'approche de la forme normale a été largement utilisée pour étudier les systèmes

dynamiques paramétrés présentant des bifurcations. Le théorème des variétés centres fournit,

dans ce cas, un moyen de réduire systématiquement la dimension des espaces d'état qui doivent

être considérés lors de l'analyse des bifurcations du type donné. En fait, après avoir déterminé

la variété centre, l'analyse de ces systèmes dynamiques paramétrés est basée uniquement sur

la restriction du système original sur la variété centre dont les propriétés de stabilité sont les

mêmes que celles du système d'ordre supérieur.

Un aperçu historique sur les équations di�érentielles avec retard :

Rappelons ; que les équations à retard, ont été introduites, pour modéliser des phénomènes

dans lesquels, il y'a un mélange temporel entre l'action sur le système et la réponse du système

à cette action. Par exemple, dans le processus de naissance des populations biologiques (cel-

lules, bactéries, etc). Beaucoup de phénomènes rencontrés en physiques, biologie, chimie, etc,

ont trouvé dans la théorie des équations à retard un bon moyen de modélisation (un moyen

plus réaliste que dans le cas des équations di�érentielles ordinaires). A partir des années (40),

la théorie des équations à retard a connu un grand développement, notamment on trouve "Bel-

man", "Cooke" (1963) et "Hale" (1977). Mais récemment, de nombreux phénomènes ont été

proposé pour la modélisation de certaines situations compliquées, où il y'a un mélange tempo-

rel entre l'action sur le système et la réponse du système. A cette notion, le retard peut être

donné comme une intégrale et donc il dépend des fonctions inconnues, qui sont les solutions du

problème, il est appelé dans ce cas, retard distribué ou retard dépendant de l'état.

Exemple

Imaginons, une population biologique composée d'individus jeunes et adultes. Soit N(t),

indiquant la densité d'adultes à un temps t. Supposons que la longueur de la période juvénile

est exactement h unité de temps pour chaque individu et supposons que les adultes produisent

une mutation à un taux α par tète et que leur probabilité par unité de temps pour mourir est η.

Supposons que les nouveaux nés survivant la période juvénile avec une probabilité p et posons

t = αp. Alors les dynamiques de N , peuvent être décrites par l'équation di�érentielle suivante

dN(t)

dt
= −µN(t) + rN(t− h) (1)

rN(t− h) : Signi�e que les nouveaux nées deviennent adultes avec un retard, alors la variation

2



de la densité de population N comprend des valeurs courantes, ainsi que des valeurs au passé.

Pour intégrer, l'équation (1) en certains temps t ∈ [0, h], on nécessite de prescrive la valeur

N(t − h). Alors on doit considérer une fonction sur un intervalle de longueur h, pour cela on

prescris N sur l'intervalle [−h, 0], et ensuite utiliser (1) pour t ≥ 0, alors on supplémente (1)

par N(θ) = ϕ(θ) pour −h ≤ θ ≤ 0 où ϕ est une fonction donnée. Explicitement, on a alors

pour tout t ∈ [0, h]

N(t) = ϕ(0) exp(−µt) + r

∫ t

0

ϕ(r − h) exp(−µ(t− r))dr.

Présentation du travail

Le premier chapitre sera consacré à un rappel général sur les dé�nitions et les propriétés

de la théorie des équations di�érentielles à retard. La plupart de ce rappel énoncé d'une ma-

nière générale (équations linéaires, linéaire non homogène, etc). Sa dernière partie traite une

bifurcation locale. On va exploiter les résultats trouvés dans tout ce qui suit.

Dans le deuxième chapitre on s'intéresse au calcul des termes des variétés centres pour

l'équation di�érentielle à retard associées à la singularité de Fold .

Le troisième chapitre est aussi centré sur le calcul des variétés centres et des formes normales

pour les équations di�érentielles à retard paramétrées associées à la singularité de Fold, selon

la structure de l'équation linéarisée d'un système à retard évalué à l'équilibre, le cas considéré

dans ce chapitre correspond à une valeur propre nulle et simple (Fold).

Dans Le quatrième chapitre, on va présenter l'exemple d'application et on termine ce travail

par une conclusion.

Il nous reste à noter que les chapitres sont tous numérotés consécutivement dans ce projet.

Les formules, les théorèmes, les lemmes, etc, sont aussi numérotés consécutivement à l'intérieur

de chaque partie. Par exemple, l'équation (3.5) est la cinquième équation du chapitre trois.

Les références se trouvent à la �n et ils sont classés alphabétiquement.
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des notions et des

résultats fondamentaux des équations di�érentielles à retard linéaires, linéaire non homogène

etc, qui représentent un outil indispensable dans la suite. Pour plus de détails nous référons

aux livres de Hale (1977)[7] et (1993)[8].

1.1 Équation di�érentielle à retard général

Soit r ≥ 0 un réel donné. On note par C ([a, b], IRn) l'espace de Banach des fonctions dé�nies

et continues sur l'intervalle [a, b] à valeurs dans IRn muni de la topologie de la convergence

uniforme. Pour [a, b] = [−r, 0] on pose

C = C ([−r, 0], IRn) ,

et on désigne la norme d'un élément φ de C par

‖φ‖ = sup{‖φ(θ)‖ : −r ≤ θ ≤ 0}.

Dé�nition 1.1.1 ([15]) − Fixons t0 ∈ IR et A ≥ 0. Soient x ∈ C ([t0 − r, t0 + A] , IRn) et

t ∈ [t0, t0 + A] . On dé�nit une nouvelle fonction xt, élément de C, par

xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−r, 0].

Remarque 1.1.1 − Pour tout t �xé, la fonction xt est obtenue en considérant la restriction

de la fonction x sur l'intervalle [t− r, t], translatée sur [−r, 0].
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Chapitre 1 : Préliminaires

Dé�nition 1.1.2 ([15]) − Soient U un ouvert de IR×C et f : U → IRn une fonction continue.

On appelle équation di�érentielle fonctionnelle à retard (EDFR) sur U une relation de la

forme

ẋ(t) = f (t, xt) , (1.1)

où le point "." représente la dérivée à droite.

Remarque 1.1.2 − Une application telle que f , dé�nie sur un ensemble de fonctions, est

parfois désignée sous le nom de fonctionnelle au lieu de fonction.

Dé�nition 1.1.3 ([15]) − On dit que x est solution de l'équation (1.1) s'il existe t0 ∈ IR et

A > 0 tels que x ∈ C ([t0 − r, t0 + A] , IRn) , (t, xt) ∈ U et x véri�e la relation (1.1) pour tout

. t ∈ [t0, t0 + A] .

− Pour t0 ∈ IR et φ ∈ C donnés, x est dite solution du problème à valeur initialeẋ = f (t, xt) , si t ≥ t0

xt0 = φ, si t = t0
(1.2)

s'il existe A > 0 tel que x est solution de (1.1) sur [t0 − r, t0 + A] et xt0 = φ.

− Pour t0 ∈ IR et φ ∈ C donnés, la solution du problème (1.2) est dite unique si deux

solutions coïncident là où elles sont simultanément dé�nies.

Dé�nition 1.1.4 ([15]) − On dit que l'équation (1.1) est autonome si la fonction f ne

dépend pas de t. On note dans ce cas f(u) au lieu de f(t, u).

Lemme 1.1.1 ([11]) − Si x ∈ C ([t0 − r, t0 + A] , IRn) alors la fonction t → xt est continue

de [t0 − r, t0 + A] dans C.

Proposition 1.1.1 ([15]) − Soient t0 ∈ IR et φ ∈ C donnes, et soit f : U → IRn une fonction

continue. Une fonction x est solution du problème (1.2) si et seulement si elle est solution de

l'équation intégrale

x(t) = φ(0) +

∫ t

t0

f (s, xs) ds, t ≥ t0; xt0 = φ. (1.3)

FST Fès, Département de Mathématiques 5



Chapitre 1 : Préliminaires

Remarque 1.1.3 − Souvent dans les applications il est plus commode de convertir le pro-

blème (1.2) en l'équation intégrale (1.3) et de travailler avec cette expression de la solution

considérée.

1.1.1 Existence, unicité et prolongement des solutions

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques résultats de base sur l'existence, l'unicité et

le prolongement des solutions de l'équation (1.1).

Théorème 1.1.1 ([15]) (Existence) − Soient U un ouvert de IR × C et f : U → IRn une

fonction continue. Si (t0, φ) ∈ U, alors le problème (1.2) admet au moins une solution.

Plus généralement, si la fonction f est continue et W ⊂ U et compact, alors il existe un

voisinage V ⊂ U deW tel que f|v soit bornée, et il existe A > 0 tel que, pour tout (t0, φ) ∈ W ,

il existe au moins une solution x du problème (1.2), dé�nie sur l'intervalle [t0 − r, t0 + A] .

Dé�nition 1.1.5 − Soient U un ouvert de IR× C et f : U → IRn une fonction. On dit que

f = f(t, x) est lipschitzienne en x dans les compacts de U si pour tout compact K dans U,

il existe une constante L > 0 telle que

|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ L |x1 − x2| ,

à chaque fois que (t, x1) et (t, x2) sont dans K.

Théorème 1.1.2 ([15]) (Unicité) − Soient U un ouvert de IR × C et f : U → IRn une

fonction continue. On suppose que f = f(t, x) est lipschitzienne en x dans les compacts de

U. Si (t0, φ) ∈ U, alors le problème (1.2) admet une solution unique.

On suppose que la fonction f dans l'équation (1.1) est continue. Soit x une solution de cette

équation, dé�nie sur l'intervalle [t0 − r, a] , a > t0.

Dé�nition 1.1.6 − On dit que x̃ est un prolongement de x s'il existe b > a tel que x̃ est

dé�nie sur [t0 − r, b] . coïncide avec x sur [t0 − r, a] et véri�e l'équation (1.1) sur [t0 − r, b] .

Dé�nition 1.1.7 − La solution x est dite maximale si elle n'admet pas de prolongement,

c'est-à-dire que l'intervalle [t0 − r, a] est l'intervalle maximal d'existence de la solution x.

FST Fès, Département de Mathématiques 6



Chapitre 1 : Préliminaires

Théorème 1.1.3 ([15]) (Prolongement) − Soient U un ouvert de IR × C et f : U → IRn

une fonction continue. Soit x une solution maximale de l'équation (1.1) et soit [t0 − r, b] .

son intervalle maximal d'existence Alors, pour tout compact W dans U, il existe tW tel que

(t, xt) /∈ W pour t ∈ [tW , b] .

1.1.2 Comparaison avec les équations di�érentielles ordinaires

1) Pour résoudre l'équation di�érentielle à retard :

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− r))

il faut connaître x(t) sur un intervalle [t0 − r, t0] de longueur r. Par contre, pour résoudre

une équation di�érentielle ordinaire il su�t de connaître x(t) en un seul point.

2) Une équation di�érentielle à retard linéaire et homogène, peut avoir des solutions os-

cillantes non triviales, c'est à dire des solutions qui s'annulent plusieurs fois, mais elles

ne sont pas identiquement nulles, or si la solution d'une équation di�érentielle ordinaire

linéaire et homogène, s'annule en un point, elle est nulle partout (grâce à l'unicité de la

solution). D'une manière générale, si deux solutions d'une équation di�érentielle, ordi-

naire se rencontrent en un point, et si la condition d'unicité est satisfaite, alors elles sont

égales, sur tout le domaine de dé�nition.

Par contre, deux solutions, d'une équation di�érentielle, à retard peuvent se rencontrer en

plusieurs points, sans qu'elles soient égales.

Exemple

Soit l'équation suivante ẋ(t) = −x(t − π/2) qui admet comme solutions : x(t) = cos t et

y(t) = sin t.

On remarque que x
(π

4

)
= y

(π
4

)
et x 6= y.

1.2 Équation di�érentielle à retard linéaire

La classe d'équation que nous aurons besoin de considérer dans le reste de ce mémoire est

l'équation di�érentielle à retard linéaire

dx(t)

dt
= Lxt,

FST Fès, Département de Mathématiques 7



Chapitre 1 : Préliminaires

où L est un opérateur linéaire borné de C dans IRn. L'opérateur L : C → IRn est de la forme

L (φ) =
∫ 0

−r dη (θ)φ (θ) où η est une fonction matricielle d'ordre n qui dé�nie sur [−r, 0] est

satisfaisant η (0) = 0.

Exemple

On considère l'équation linéaire à retard suivante

dx(t)

dt
= −π

2
x(t− 1),

où x est dé�nie sur l'espace de phase C = C ([−1, 0], IR). L'opérateur L est dé�nie par Lφ =

−π
2
φ (−1) et la normalisation de l'opérateur L est dé�nie par :

η (θ) =


0 si θ ∈ ]−1, 0]

−π
2

si θ = −1.

1.2.1 Semi-groupe associé à l'existence des solutions et son générateur

Dé�nition 1.2.1 − Soit X un espace de Banach, et (T (t))t≥0 une famille d'opérateurs

linéaires bornés, dé�nis sur X à valeurs dans lui même par T (t)ϕ = xt(., ϕ). La famille

(T (t))t≥0 est dite semi-groupe d'opérateurs linéaires fortement continus, ou C0− semi-groupe,

si les propriétés suivantes sont satisfaites :

i) T (0) = Id, (Id est l'opérateur identité),

ii) T (t1 + t2) = T (t1)T (t2) , t1, t2 ≥ 0,

iii)

lim
t→0
‖T (t)φ− φ‖ = 0, φ ∈ X

Pour chaque C0 -semi-groupe (T (t))t≥0, on associe l'opérateur

A : D(A) −→ X,

dé�ni par :

Aφ = lim
t→0

T (t)φ− φ
t

, φ ∈ D(A) (1.4)

où

D(A) =

{
ϕ ∈ X : lim

t→0+

T (t)ϕ− ϕ
t

existe dans X
}
,

est le domaine de l'opérateur A.

A est appelé : Générateur in�nitésimal du semi-groupe (T (t))t≥0.

FST Fès, Département de Mathématiques 8



Chapitre 1 : Préliminaires

Théorème 1.2.1 ([17]) − Si T (t) est un C0− semi-groupe, alors :

i) pour chaque φ ∈ X, t −→ T (t)φ est continu sur IR+,

ii) pour chaque φ ∈ D(A), t −→ T (t)φ est de classe C1 et satisfait l'équation di�érentielle

ordinaire :
d

dt
T (t)φ = T (t)Aφ = AT (t)φ.

D'après les théorèmes d'existence et d'unicité des solutions, si L est un opérateur linéaire

borné de C dans IRn, alors pour toute donnée initiale φ ∈ C, l'équation

dx(t)

dt
= Lxt, t > 0 (1.5)

possède une et une seule solution x(., φ) véri�ant :

xt(φ)(θ) =

{
x(t+ θ), si t+ θ ≥ 0

φ(t+ θ), sinon .

Soit T (t) : C −→ C l'opérateur solution de l'équation (1.5) dé�ni par

T (t)φ = xt(φ), t ≥ 0. (1.6)

Proposition 1.2.1 ([8]) − L'opérateur solution T (t), t ≥ 0, dé�ni par la relation (1.6), est

un C0− semi-groupe, de générateur in�nitésimal donné par :

D(A) =

{
φ ∈ C :

dφ

dθ
∈ C et

dφ

dθ
(0) = Lφ

}
,

avec

Aφ =
dφ

dθ
.

De plus, T (t) est complètement continu pour t ≥ r; c'est-à-dire que T (t), t ≥ r, est continu

et que limage de tout borné est relativement compact.

1.2.2 Décomposition spectrale de l'espace de phases

Dé�nition 1.2.2 − Soit B : X −→ X un opérateur linéaire, où X est un espace de Banach.

L'ensemble résolvant de B noté ρ(B) est l'ensemble des valeurs λ ∈ C pour lesquelles l'opé-

rateur λId − B (Id étant l'opérateur identité), à un inverse borné de domaine dense dans

X, Autrement dit

ρ(B) =
{
λ ∈ C : (λId−B)−1existe et D(λId−B) = X

}
.
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Le complémentaire de ρ(B) dans C est appelé spectre de B et est noté σ(B), et on écrit :

σ(B) = C\ρ(B).

Lemme 1.2.1 ([8]) − Soit A l'opérateur dé�ni par (1.4), alors :

1) λ est dans σ(A) si et seulement s il satisfait l'équation caractéristique suivante

det ∆(λ) = 0, (1.7)

associé à l'équation (1.5); ∆(λ) est la matrice dé�nie par :

∆(λ) = λId− Leλ..

2) le sous espace propre généralisé noté Mλ(A) := ∪k≥0Ker(A − λId)k associé à chaque

λ ∈ σ(A) a pour dimension la multiplicité de λ en tant que racine de l'équation (1.7).

3) si λ est un élément de σ(A), alors il existe un entier naturel k tel que le sous espace

propre généralisé associé à λ, est donné par :

Mλ(A) = Ker(A− λId)k,

de plus, on a la décomposition suivante :

C = Ker(A− λId)k ⊕ Im(A− λId)k.

4) Une base canonique de l'espace propre généralisé Mλ(A) est donnée par

φ(θ) :=
k−1∑
j=0

γj+1
θj

j!
eλθ, pour θ ∈ [−r, 0]

où γ = col {γ1, . . . , γk} satisfait Akγ = 0, Ak est la matrice d'ordre k dé�nie par

Ak =


P1 0 · · · · · · 0

P2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

Pk · · · · · · P2 P1

 , (1.8)

et

Pj =
1

(j − 1)!

d(j−1)

dλ(j−1)
∆(λ) pour j = 1, . . . , k. (1.9)

5) le sous espace Mλ(A) est invariant par A, et par conséquent par (T (t))t≥0.
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On déduit du Lemme (1.2.1) que pour tout λ ∈ σ(A), Mλ(A) est de dimension �nie.

Soient d la dimension de Mλ(A),
{
φλ1 , . . . , φ

λ
d

}
une base de Mλ(A) et Φλ =

{
φλ1 , . . . , φ

λ
d

}
.

Puisque AMλ(A) ⊆Mλ(A), il existe une matrice carrée constante Bλ d'ordre d telle que

AΦλ = ΦλBλ.

De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.2 ([7]) − On a les assertions suivantes

i) pour tout θ ∈ [−r, 0],

Φλ(θ) = Φλ(0)eBλθ.

ii) la restriction du semi-groupe (T (t))t≥0 sur le sous espace propreMλ(A) est donné par :

T (t)Φλa = Φλe
Bλta,

avec, t ≥ 0 et a ∈ IRd.

Remarque 1.2.1 − La relation ii) permet de dé�nir T (t) sur Mλ(A) pour tout t ∈

(−∞,+∞). De plus, si λ est la valeur caractéristique de (1.5) de plus grande partie réelle,

l'équation à retard (1.5) à les mêmes comportements asymptotiques que l'équation di�éren-

tielle ordinaire suivante :
d

dt
y(t) = Bλy(t).

Théorème 1.2.2 ([8]) − Soient Λ = {λ1, . . . , λp} un ensemble �ni de valeurs caractéristiques

de l'équation (1.5),

ΦΛ =
(
Φλ1 , . . . ,Φλp

)
et

BΛ = diag
(
Bλ1 , . . . , Bλp

)
,

où Φλj , j = 1, . . . , p est une base du sous espace propre généralisé associé à λj, j = 1, . . . , p,

et Bλj est la matrice dé�nie par

AΦλj = ΦλjBλj , j = 1, . . . , p.
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Alors, l'unique valeur propre de Bλj est λj, et pour tout vecteur a ayant la même dimension

que l'ordre de la matrice ΦΛ, la solution T (t)ΦΛa, de condition initiale ΦΛa en t = 0, est

dé�nie sur (−∞,+∞) par la relation

T (t)ΦΛa = ΦΛe
BΛta, t 6= 0

ΦΛ(θ) = ΦΛ(0)eBΛθ, −r ≤ θ ≤ 0.

De plus, il existe un sous espace QΛ de C invariant par le semi groupe (T (t))t≥0;

T (t)QΛ ⊆ QΛ,

pour tout t ≥ 0 et véri�ant la décomposition

C = QΛ ⊕ PΛ,

où PΛ = {φ ∈ C : φ = ΦΛa, où a est un vecteur } est l'espace engendré par la famille ΦΛ.

Le Théorème (1.2.2), donne une image très claire du comportement des solutions du système

(1.5). En fait, sur les sous espaces généralisés, le système (1.5) se comporte comme une équation

di�érentielle ordinaire en dimension �nie. La décomposition précédente de C joue un rôle très

important pour l'étude des systèmes qui sont perturbations de systèmes linéaires.

1.2.3 Décomposition de C par l'équation formelle adjointe

Soit C∗ = C ([0, r], IRn∗) , où IRn∗ est l'espace des vecteurs lignes de dimension n. Pour tout

α dans C∗, on dé�nit la forme bilinéaire suivante :

(α, φ) = α(0)φ(0)−
∫ 0

−r

∫ θ

0

α(ξ − θ)[dη(θ)]φ(ξ)dξ, (1.10)

où η(θ) est une fonction matricielle d'ordre n, θ ∈ [−r, 0], à variation bornée, normalisée, conti-

nue à gauche sur (−r, 0) et η(0) = 0, associé à l'opérateur L :

Lφ =

∫ 0

−r
d[η(θ)]φ(θ), φ ∈ C

où L est l'opérateur dé�ni par l'équation (1.5). On dé�nit l'opérateur adjoint formel A∗ de A

(relativement au produit dé�ni par (1.10)) par :

(α,Aφ) = (A∗α, φ) , pour φ ∈ D(A) et α ∈ D (A∗) .

FST Fès, Département de Mathématiques 12



Chapitre 1 : Préliminaires

Alors A∗ est de domaine dense dans C∗,

D (A∗) =

{
α ∈ C∗, d

ds
α ∈ C∗ et dα(0)

ds
= −

∫ 0

−r
α(−θ)dη(θ)

}
,

et

A∗α(s) =


−dα(s)

ds
, si 0 < s ≤ r∫ 0

−r
α(−θ)dη(θ), si s = 0

pour tout α ∈ D (A∗). L'équation adjointe de l'équation (1.5) est donnée par :

d

dτ
y(τ) = −

∫ 0

−r
y(τ − θ)dη(θ). (1.11)

Si y est une solution de l'équation (1.11) sur l'intervalle (−∞, σ + r], alors, pour τ ∈ (−∞, r],

on désigne par yτ l'élément de C∗ dé�ni par

yτ (ξ) = y(τ + ξ), 0 ≤ ξ ≤ r.

Si y(α) est une solution de l'équation (1.11) sur (−∞, r] de condition initiale α en 0 .

dé�nissons

T ∗(τ)α = yτ (α), −∞ < τ ≤ 0.

Alors T ∗(τ) à les mêmes propriétés que le semi-groupe T (t) associé à l'équation (1.5) et on a :

d

dτ
T ∗(τ)α = −A∗T ∗(τ)α = −T ∗(τ)A∗α,

pour tout α ∈ D (A∗).

Lemme 1.2.2 ([7]) − λ est un élément de σ(A) si et seulement si λ est un élément de σ (A∗),

et pour tout λ dans σ (A∗), le sous espace propre généralisé associé a λ est de dimension �nie.

Lemme 1.2.3 ([8]) − Une condition nécessaire et su�sante pour que l'équation

(A− λId)kφ = ψ, ψ ∈ C

ait une solution φ dans C, c'est a dire que ψ ∈ Im (A∗ − λId)k, est que (α, ψ) = 0 pour tout

α dans Ker (A∗ − λId)k .
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Lemme 1.2.4 ([8])− On a les assertions suivantes

i) Une base canonique de Mλ (A∗) peut être obtenue de la manière suivante

Ψ(s) =
k∑
j=1

βj
(−s)k−j

(k − j)!
e−λs, pour s ∈ [0, r] (1.12)

avec β = (β1, . . . , βk) satisfait βAk = 0, où Ak est la matrice donnée par les formules

(1.8) et (1.9).

ii) Soit λ ∈ σ(A), soient Ψλ = col (ψ1, . . . , ψp) et Φλ = (φ1, . . . , φp) des bases de Mλ (A∗)

et Mλ(A) respectivement, et soit

(Ψλ,Φλ) = (ψi, φj) , i, j = 1, 2, . . . , p.

Alors (Ψλ,Φλ) est non singulière et peut être choisie égale à la matrice identité. Par le

théorème (1.2.2), la décomposition de C est donnée par :

φ = φPλ + φQλ , φ ∈ C, φPλ ∈ Pλ, φQλ ∈ Qλ

où
Pλ = Mλ(A) = {φ ∈ C : φ = Φλb, b ∈ IRp} ,

Qλ = {φ ∈ C : (Ψλ, φ) = 0} ,
φPλ = Φλb, b = (Ψλ, φ) et φQλ = φ− φPλ .

Lemme 1.2.5 ([8]) − dimMλ(A) = multiplicité de λ comme racine de det∆(λ) = 0.

Théorème 1.2.3 ([7]) − Soit Λ = {λ1, . . . , λp} un ensemble �ni de σ(A), on dé�nit ΨΛ =

col
{
ψλ1 , . . . , ψλp

}
comme étant une base du sous espace

P ∗Λ = ⊕pi=1Mλi (A∗) ,

et ΦΛ = col
{
φλ1 , . . . , φλp

}
une base du sous espace

PΛ = ⊕pi=1Mλi(A).

L'espace C se décompose comme suit :

C = PΛ ⊕QΛ

où QΛ = {φ ∈ C : (ΨΛ, φ) = 0} et PΛ = {ΦΛ (ΨΛ, φ) , φ ∈ C}
De plus, pour tout φ dans C, on a

φ = φPΛ + φQΛ ,
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avec φPΛ = ΦΛ (ΨΛ, φ) Dans ce cas on dit que C se décompose par Λ.

1.2.4 Estimations sur le sous espace complémentaire

Soit Λ = {λ1, . . . , λp} un ensemble �ni de valeurs propres de A. D'après le théorème (1.2.2),

il existe une matrice B = BΛ, dont les valeurs propres coïncident avec Λ, telle que pour tout

φ ∈ C

T (t)φPΛ = ΦΛe
Bta,

où φPΛ = ΦΛa est la projection de φ sur le sous espace PΛ et ΦΛ la base de PΛ. Le théorème

qui suit, donne des estimations des solutions sur les sous-espaces PΛ et QΛ.

Théorème 1.2.4 ([8]) − Pour tout réel β, soit

Λ = Λ(β) = {λ ∈ σ(A); Reλ > β},

on suppose que C se décompose par Λ sous la forme

C = PΛ ⊕QΛ,

alors il existe des constantes positives γ et K = K(γ) telles que :∥∥T (t)φPΛ
∥∥ ≤ Ke(β−γ)t

∥∥φPΛ
∥∥ , t ≤ 0∥∥T (t)φQΛ

∥∥ ≤ Ke(β−γ)t
∥∥φQΛ

∥∥ , t ≥ 0

pour tout φ ∈ C.

Corollaire 1.2.1 ([8]) − Si toutes les racines de l'équation caractéristique (1.7) sont a parties

réelles négatives, alors il existe des constantes positives K et δ telles que :

‖T (t)φ‖ ≤ Ke−δt‖φ‖, t ≥ 0

pour tout φ ∈ C.

1.3 Équation di�érentielle à retard linéaire non homogène

Considérons l'équation di�érentielle à retard linéaire non homogène suivante :

ẋ(t) = Lxt + f(t), pour t > 0 (1.13)

où L est un opérateur linéaire borné de C à valeurs dans IRn et f une fonction localement

intégrable dé�nie sur IR+ à valeurs dans IRn.
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1.3.1 Formule de variation de la constante

Soit (T (t))t≥0 le semi groupe solution associé à l'équation linéaire (1.5) et A son générateur

in�nitésimal.

Dé�nition 1.3.1 − On dit que X(t) est une matrice fondamentale solution de l'équation

(1.5), si X(t) est une solution de l'équation (1.13) de condition initiale

X0(θ) =

{
IdIRn pour θ = 0

0 pour − r ≤ θ < 0.

Théorème 1.3.1 ([8]) − Soit xt = x(., φ) la solution de l'équation (1.13) issue de φ en t = t0.

Alors, elle satisfait la formule de variation de la constante suivante :

xt = T (t− t0)φ+

∫ t

t0

T (t− α)X0f(α)dα, t ≥ t0. (1.14)

1.3.2 Décomposition de la formule de variation de la constante

Le théorème suivant donne la décomposition de la formule de variation de la constante

(1.14).

Théorème 1.3.2 ([8]) − Soient pour un certain réel β,Λ = {λ ∈ σ(A) : Reλ > β},Φ

une base du sous espace propre généralisé P associé à Λ,Ψ une base du sous espace propre

généralisé adjoint formel associé a Λ, telles que (Ψ,Φ) = Id. Si C se décompose par Λ comme

C = P ⊕Q,

alors la solution x = x(t0, φ) de l'équation (1.13) est donnée par :
xPt = T (t− t0)φP +

∫ t

t0

T (t− s)XP
0 f(s)ds,

xQt = T (t− t0)φQ +

∫ t

t0

T (t− s)XQ
0 f(s)ds,

où Xp
0 = ΦΨ(0) et XQ

0 = X0 − Xp
0 Si on pose xPt = Φy(t), y véri�e l'équation di�érentielle

ordinaire :

ẏ(t) = By(t) + Ψ(0)f(t),

avec B est une matrice dé�nie par AΦ = ΦB.
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1.4 Équation di�érentielle à retard autonome

Considérons l'équation semi-linéaire suivante

ẋ(t) := F (xt) = L (xt) + g (xt) , pour t > 0 (1.15)

où g est une fonction continument di�érentiable de C dans IR tel que g (0) = 0 et Dg (0) = 0.

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement des solutions de l'équation (1.15)

dans un voisinage autour de d'équilibre nul.

Considérons l'équation linéarisée
dx(t)

dt
= L(xt). (1.16)

Les solutions de cette partie linéaire de l'équation (1.15) sont données par un C0-semi-groupe

sur C qu'on note (T (t))t≥0, et son générateur in�nitésimal A.

Soit x(., φ) la solution de l'équation (1.15) avec la valeur initial φ. La formule de variation

de la constante associée est donnée par

xt = T (t)φ+

∫ t

0

T (t− s)X0f(s)ds, t ≥ 0

x0 = φ.

1.4.1 Points d'équilibres hyperboliques

Théorème 1.4.1 ([18]) − Le point d'équilibre null est dit hyperbolique si toutes les racines

de l'équation caractéristique sont de partie réelle non nulle. On peut alors décomposer l'espace

C en :

C = Xu ⊕Xs,

où Xu (sous espace instable) est un sous espace généralisé associé à Λ et Xs (sous espace

stable) est un sous espace complémentaire de Xu qui est invariant par (T (t))t≥0.

Soit φ ∈ C alors

φ = φu + φs, φu ∈ Xu et φs ∈ Xs,

d'après le Théorème (1.2.4) il existe des constantes positive M et α telle que pour φ ∈ C

‖T (t)φu‖ ≤Meαt ‖φu‖ , t ≤ 0

‖T (t)φs‖ ≤Me−αt ‖φs‖ , t ≥ 0
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Pour δ > 0, on dé�nie sur l'espace C, la variété stable Sδ par

Sδ =
{
φ ∈ C : φs ∈ B δ

2M
, xt(φ) ∈ Bδ, t ≥ 0

}
avecBδ = {φ ∈ C : ‖φ‖ ≤ δ} et x(φ) solution de l'équation (1.15), et on dé�nie la variété

instable Uδ par

Uδ = {φ ∈ C : φu ∈ B δ
2M
, il existe une fonction de�nie et di�erentiable sur]−∞, 0]

et satisfait l'équation (1.15) pour t ≤ 0 tel que, xt(φ) ∈ Bδ}.

On a le résultat suivante :

Théorème 1.4.2 ([18]) − Il existe une constante positive δ tel que ‖xt(φ)‖ ≤ Me−αt‖φ‖,

pour chaque φ ∈ Sδ et t ≥ 0 ‖xt(φ)‖ ≤ Meαt‖φ‖, pour chaque φ ∈ Uδ et t ≤ 0. De plus, la

variété Sδ (resp. Uδ ) est la tangente du sous espace Xs, (resp. Xu ) en 0 ∈ C.

Par conséquence du théorème précédent, nous avons le corollaire suivant sur la stabilité

asymptotique exponentielle

Corollaire 1.4.1 ([18])− Si toutes les racines de l'équation caractéristique sont de partie

réelle non nulle, alors il existe une constante positive γ tel que

‖xt(φ)‖ ≤Me−γt‖φ‖, pour chaque φ ∈ Bδ et t ≥ 0.

Autrement dit, la solution zéro de l'équation (1.15) est exponentiellement asymptotiquement

stable.

1.4.2 Points d'équilibres non hyperboliques

Dé�nition 1.4.1 − Le point d'équilibre zéro est dit non hyperbolique si et seulement s'il

existe au moins une racine de l'équation caractéristique de partie réelle nulle.

On peut encore décomposer l'espace C comme suit

C = Xu ⊕Xc ⊕Xs,

avecXu (sous espace instable) est un sous espace généralisé associée aux valeurs propres de

partie réelle positive, Xc (sous espace centré) associée aux valeurs propres de partie réelle

nulle, et Xs (sous espace stable) est un sous espace complémentaire de Xu ⊕ Xc qui est

invariant par (T (t))t≥0.
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On peut écrire φ ∈ C par :

φ = φu + φc + φs, φu ∈ Xu, φc ∈ Xc et φs ∈ Xs.

Donc d'après le théorème (1.2.4), il existe deux constantes M, α, et pour tout ε ≥ 0, il

existe une constante Mε ≥ 0 tel que pour tout φ ∈ C

‖T (t)φu‖ ≤Meαt ‖φu‖ , t ≤ 0

‖T (t)φc‖ ≤Mεe
εt ‖φc‖ , t ∈ IR,

‖T (t)φs‖ ≤Me−αt ‖φs‖ , t ≥ 0.

1.4.3 Notions de stabilité

La stabilité au point d'équilibre d'un système avec ou sans retard, consiste à observer que

son évolution reste proche du point d'équilibre lorsqu'on s'en écarte d'un certain voisinage.

La stabilité asymptotique indique que le système reviendra exactement au point d'équilibre,

au bout d'un temps in�ni. La stabilité exponentielle garantit quant à elle non seulement le

caractère asymptotique mais aussi la convergence exponentielle rapide.

Dé�nition 1.4.2 − On dit que la solution xt (t0, φ) est stable si, pour tout ε > 0, et pour

tout t0, il existe δ (ε, t0) tel que

‖φ‖ < δ a chaque fois que ‖x‖ < ε.

La solution xt (t0, φ) est uniformément stable si δ ne dépend pas de t0.

La solution xt (t0, φ) est asymptotiquement stable si

X elle est stable,

X il existe b = b (t0) tel que ‖φ‖ < b implique que limt→∞ x(t) = 0.

La solution xt (t0, φ) est stable asymptotiquement au sens large si

X elle est stable,

X toute solution x(t) satisfait limt→∞ x(t) = 0 La solution xt (t0, φ) est dite exponentiel-

lement stable s'il existe B > 0, α > 0, et pour tout φ, t0 > 0, avec ‖φ‖ <∞

‖x(t)‖ ≤ Be−α(t−t0)‖φ‖.

Dans le cadre des équations di�érentielles linéaires à retard, la stabilité et la stabilité asymp-

totique peuvent être déterminées grâce à la localisation des racines de l'équation caractéristique

associée à l'équation linéarisée.
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Proposition 1.4.1 ([18]) − La solution x = 0 de l'équation linéaire est asymptotiquement

stable si et seulement si toutes les racines de l'équation caractéristique associée sont à parties

réelle négatives.

S'il existe une racine de l'équation caractéristique à partie réelle strictement positive,

alors la solution x = 0 est instable.

Remarque 1.4.1 − Si x0 est un point d'équilibre non nul de f et si f est continûment

di�érentiable dans un voisinage de x0, alors la stabilité du point d'équilibre x0 est déterminée

par la localisation des racines de l'équation caractéristique associée à l'équation linéarisée de

(1.15) autour de x0.

L'analyse des équations caractéristiques associées aux équations di�érentielles à retard li-

néaires donne un résultat local de stabilité.

Dé�nition 1.4.3 ([2])(Solutions bornées) − Une solution x(σ, φ) de (1.2) est dite bornée

s'il existe ζ = ζ(φ) tel que

x(t) < ζ(φ), pour t ≥ t0 − r.

Les solutions de (1.2) sont uniformément bornées s'il existe ζ indépendant de φ tel que

x(t) < ζ, pour t ≥ t0 − r.

1.4.4 Variétés centres local pour les équations di�érentielles à retard

Cette section poursuit l'étude d'une équation di�érentielle à retard en utilisant une méthode

de projection sur les variétés centres de dimension �nie.

La théorie des variétés centres est l'un des outils les plus e�caces dans l'étude de la dyna-

mique des systèmes di�érentiels et notamment dans le cas in�niment dimensionnel. Lorsqu'un

point d'équilibre est non-hyperbolique, cette théorie permet de ramener l'étude d'un système

proche de ce point à celle d'une équation di�érentielle ordinaire. L'approche est particulièrement

intéressante lorsque le système réduit est de dimension �nie.

D'après la dé�nition (1.4.1), on a le résultat suivant.
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Dé�nition 1.4.4 − Soit V un voisinage de zéro dans C. Une variété centre local W c
loc

(V )

associée à l'équation (1.15) est une variété sur l'espace C, régulier, tangente au sous-espace

Xc à 0 dans C et localement invariante sous le semi-�ux engendré par l'équation (1.15). En

d'autres termes, il existe un voisinage V de zéro dans IRd et il existe une application h de

classe C1 dé�nie sur V à valeur dans Xs, satisfaisant h(0) = 0, Dh(0) = 0, telle que

W c
loc(V ) = {Φξ + h(ξ) : ξ ∈ V }.

Si xt(φ) est une solution de l'équation (1.15) avec une initialisation φ ∈ W c
loc(V ) alors

xt(φ) ∈ W c
loc(V ) tant que xt(φ) ∈ V.

Théorème 1.4.3 ([18]) − Si F dans l'équation (1.15) est une fonction de classe Ck, alors

il existe un voisinage V de zéro dans C et une variété centre local de classe Ck associé à

l'équation (1.15).

Remarque 1.4.2 ([18]) − Si h est Ck régulier, Alors on dit que la variété centre local

W c
loc(V ) est Ck régulier.

Le �ot sur la variété centre est alors donné par :

xt = Φz(t) + h(z(t)),

où z(t) est la solution de l'équation di�érentielle ordinaire :{
ż(t) = Bz(t) + Ψ(0)g(Φz(t) + h(z(t))),

z(0) = ξ, ξ ∈ IRd

avec B est une matrice donnée par AΦ = ΦB.

1.4.5 Formes normales

Supposons que le théorème des variétés centres a été appliqué au système (1.15) et nous

limitons maintenant notre attention à simpli�er l'équation suivante :

ż = Bz +H(z), z(0) ∈ IRd

avec H(z) = Ψ(0)g(Φz + h(z)). On décompose H en parties homogènes Hi d'ordre i par :

ż = Bz +H2(z) +H3(z) + . . .+Hr−1(z) +O(|z|r).
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Si on fait le changement de variables z = y + T2(y) avec T2(y) est le second ordre en y, on

obtient :

ż = (Id+DT2(y))ẏ =By +BT2(y) +H2(y + T2(y))

+H3(y + T2(y)) + . . .+Hr−1(y + T2(y)) +O(|y|r),
(1.17)

avec Id est une matrice identité d× d. Donc le terme suivant :

Hk(y + T2(y)), 2 ≤ k ≤ r − 1

peut s'écrire sous la forme

Hk(y) +O(|y|k) + . . .+O(|y|2k),

de sorte que :
(Id+DT2(y))ẏ =By +BT2(y) +H2(y)

+ H̃3(y) + . . .+ H̃r−1(y) +O(|y|r),

tel que le terme H̃k(y) est le présentation de O(|y|k).

Pour y assez petit, la matrice (Id+DT2(y)) est inversible, et l'inverse satisfait :

(Id+DT2(y))−1 = Id−DT2(y) +O(y2),

donc on trouve
ẏ =By +BT2(y)−DT2(y)By +H2(y)

+ H̃3(y) + . . .+ H̃r−1(y) +O(|y|r),

T2(y) a été complètement arbitraire, nous allons choisir un formulaire spéci�que de T2(y), pour

simpli�er O(|y|2).

Donc on choisie T2(y) de tel sorte que

DT2(y)By −BT2(y) = H2(y). (1.18)

Alors on simpli�er H2(y) sur la formule de ẏ.

Soit Vj(IRd) l'espace des polynômes homogène de degré j dé�nie par :

Vj(IR
d) =

{∑
|q|=j

cqx
q; q ∈ Nd

1, cq ∈ N
}
,

avec x = (xq11 , . . . , x
qd
d ) pour q = (q1, . . . , qd) ∈ Nd

1.

Considère la forme linéaire LB dé�ni de Vj(IRd) à lui-même par :

LB(Tk(y)) = −(DTk(y)By −BTk(y)).
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Donc Vj(IRd) peut être représenté par :

V2(IRd) = LB(V2(IRd))⊕G2,

avec G2 est un espace complémentaire de LB(V2(IRd)), si H2(y) est dans range de LB(.), alors

tous les termes O(|y|2) peut être éliminés de l'équation (1.18).

Théorème 1.4.4 ([18]) − Suite de changement de coordonnées analytique, (1.17) peut être

transformé en

ẏ = By + F r
2 (y) + F r

3 (y) + . . .+ F r
r−1(y) +O(|y|r), (1.19)

avec F r
k (y) ∈ Gk, 2 ≤ k ≤ r − 1 et Gk le complémentaire de LB(Vk(IR

d)), l'équation (1.19)

est dit forme normale.

1.5 Bifurcation locale

Considérons maintenant un système dynamique qui dépend des paramètres de la forme

suivant

ẋ = f(x(t), µ), (1.20)

où x ∈ IRd et µ ∈ IRp représentent respectivement les variables et les paramètres du système.

On dira que nous sommes en présence d'une bifurcation, si un changement qualitatif des

propriétés d'un système se produit lorsque l'on fait varier un de ses paramètres. Intuitivement,

le changement des propriétés d'un système signi�e le changement du nombre de points �xes ou

de leur caractère (stabilité, etc). Si au passage d'une valeur du paramètre un tel changement

se produit on dit que le système passe par un point de bifurcation.

1.5.1 Bifurcation à un paramètre

Considérons le système dynamique (1.20) avec p = d = 1. Soit x = x0 un équilibre hyper-

bolique dans le système pour µ = µ0.

1.5.1.1 Bifurcation de Fold

Supposons le système (1.20), avec f est une fonction régulière qui possède à µ = 0, l'équilibre

x = 0 en λ = 0 et f ′x(0, 0) = 0.
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Dé�nition 1.5.1 ([13]) − Le cas au λ = 0 la bifurcation associée est appelée bifurcation de

Fold.

Remarque 1.5.1 − Cette bifurcation a beaucoup d'autres noms, notamment n÷ud selle

bifurcation, et point de retour.

1.5.1.1.1 Bifurcation transcritique

Considérons toujours l'équation ẋ = f(x, µ), x ∈ IR et µ ∈ IR,

supposons que

f(0, 0) = 0 et
∂f

∂x
(0, 0) = 0,

et en ajoute une troisième condition
∂f

∂µ
(0, 0) = 0,

avec
∂2f

∂x2
(0, 0) 6= 0 et

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) 6= 0,

par un développement limité au voisinage de (0, 0) on obtient

f(x, µ) = x2∂
2f

∂x2
(0, 0) + xµ

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) + o

(
|(x, µ)|2

)
,

posons

A =
∂2f

∂x2
(0, 0) 6= 0,

B =
∂2f

∂x∂µ
(0, 0) 6= 0,

l'équation devient :

ẋ = Ax2 +Bxµ.

E�ectuons les changements

U =
x

A
, t =

T

A2
et λ =

Bµ

A2
,

alors :

U̇ =
ẋ

A
= x2 +

Bµ

A
x = A2U2 +BµU,

implique que
∂U

∂t
=
∂U

∂T

∂T

∂t
= A2U2 +BµU,

c'est-à-dire
∂U

∂T
= U2 + λU.

La dernière équation est dite forme normale de la bifurcation transcritique.
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Remarque 1.5.2 − Il y a aussi une autre forme normale de la bifurcation transcritique

dx

dt
= x2 − λx.

On pose

g(x, λ) = x2 − λx,

si on a x2 − λx = 0, alors x(x− λ) = 0.

Donc l'équation g(x, λ) = 0 admet deux points d'équilibre{
xe = 0,
xe = λ.

Nous étudions la stabilité de ces points d'équilibre

dg(x, λ)

dx
= 2x− λ donc

dg(xe, λ)

dx

∣∣∣∣
xe=0

= −λ et
dg(xe, λ)

dx

∣∣∣∣
xe=λ

= λ.

C'est-à-dire, le point d'équilibre xe = 0 est stable pour λ > 0, instable pour λ < 0 et xe = λ

est stable pour λ < 0, instable pour λ > 0.
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Chapitre 2
Calcul des variétés centres pour les

EDFRs associées à la singularité de Fold

L'objectif principal de ce chapitre est de calculer les termes des variétés centres associées à

la singularité de Fold pour l'équation di�érentielle à retard générale suivante :

ẋ(t) = f(x(t), x(t− r)), t ≥ 0. (2.1)

2.1 Linéarisation autour d'une solution particulière (équi-
libre)

Considérons l'équation (2.1), et supposons que l'application (x, y) → f(x, y) dé�nie sur

IRn × IRn est de classe C2 pour tout t ≥ 0. Soit x∗ = (0, 0) une solution particulière (point

d'équilibre) de (2.1).

Soit Df(x, y) l'opérateur dé�ni, pour tout ψ ∈ IRn, par

Df(x, y)ψ := lim
h→0

f(x, y + hψ)− f(x, y)

h
,

pour tout t ≥ 0, l'opérateur Df(x, y) : IRn × IRn → IRn est linéaire continue.

Dé�nition 2.1.1 − On appelle équation linéarisée associée à l'équation (2.1) autour de la

solution particulière (point d'équilibre) x∗ = (0, 0) l'équation

dx

dt
(t) = Dφf (0, 0)xt. (2.2)
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On pose x(t) = x(0)eλt, donc
dx(t)

dt
= λx(0)eλt,

d'après l'équation (2.2) on trouve

λx(0)eλt = Dφf (0, 0)x(0)eλt−λr,

ainsi que

λIdIRn = Dφf (0, 0) e−λr,

alors

λIdIRn −Dφf (0, 0) e−λr = 0.

La dernière équation est dite équation caractéristique associée à l'équation (2.2).

La section qui suit consiste à déterminer les coe�cients des variétés centres associées à

l'équation di�érentielle à retard.

2.2 Schémas de calcul

Considérons la classe des EDFRs suivant

dx(t)

dt
= L0x(t) + L1x(t− r) + F (x(t), x(t− r)), (2.3)

où x ∈ IRn, F : IR2n → IRn est supposé su�samment régulier (F ∈ C∞) tel que : F (0, 0) = 0

et DF (0, 0) = 0. L0, L1 sont des matrices carrées d'ordre n, r > 0.

On note par C := C([−r, 0], IRn) l'espace des fonctions dé�nies sur [−r, 0] à valeurs dans IRn,

et pour φ ∈ C

Lφ := L0φ(0) + L1φ(−r), et g(φ) := F (φ(0), φ(−r)),

où g dé�nie sur C à valeur dans IRn.

Alors l'équation (2.1) peut s'écrire sous forme

ẋ = Lxt + g(xt). (2.4)

Dans la suite de ce chapitre, supposons que l'hypothèse suivante est satisfait

(H)

L'équation caractéristique

det∆(λ) = 0 où ∆(λ) = λIdIRn − L0 − L1e
−λr,

a une valeur propre nulle simple, et les autres valeurs propres sont de partie réelle

négative.
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On note par (T (t))t≥0 la solution du semi-groupe associée à l'équation linéaire

dx(t)

dt
= Lxt,

et par A son générateur in�nitésimal sur C.

Soit Λ = {0} et Xc l'espace propre généralisé associé à Λ. De l'hypothèse (H), nous avons

que dimXc = 1, soit Φ une base du sous-espace généralisé associé à Λ, et Ψ désigne la base

du sous-espace dual X∗c . On considère la décomposition C = Xc ⊕ Xs . En particulier, nous

considérons des bases pour Xc et X∗c notées respectivement par Φ = φ1, Ψ = ψ1, et satisfaisant

< Φ,Ψ >= IdIRn . On note par B la matrice constante carrée de dimension 1 × 1 telle que

T (t)Ψ = ΨetB.

2.2.1 Calcul des termes d'une variété centre pour les EDFRs

Le résultat suivant donne une caractérisation analytique d'une variété centre associée à

l'équation (2.4).

Théorème 2.2.1 ([19]) − Étant donné une application h de classe C1 dé�nie sur IR à valeurs

dans Xs avec h(0) = 0 et Dh(0) = 0, une condition nécessaire pour que le graphe de h soit

une variété centre local de l'équation (2.4) est qu'il existe un voisinage V de zéro dans IR tel

que, pour tout ξ ∈ V ,

∂

∂θ
(h(ξ))(θ) =

(
∂h(ξ)

∂ξ
(θ)

)
[Ψ(0)g(Φξ + h(ξ))] + Φ(θ)Ψ(0)g(Φξ + h(ξ)), (2.5)

∂

∂θ
(h(ξ))(0) = Lh(ξ) + g(Φξ + h(ξ)). (2.6)

Preuve

Si h est un graphe d'une variété centre local de l'équation (2.4), alors il existe un voisinage

V de zéro dans IR tel que, pour tout ξ ∈ V, il existe δ > 0 tel que la solution de (2.4) avec la

donnée initiale Φξ + h(ξ) existe sur l'intervalle ]− δ − r, δ[ et elle est donnée par

xt = Φz(t) + h(z(t)), pour t ∈]− δ, δ[,
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telle que z(t) est solution de l'équation
d

dt
z(t) = Ψ(0)g(Φz(t) + h(z(t))),

z(0) = ξ, ξ ∈ IR.

Pour prouver que l'équation (2.5) est vraie, il faut montrer que h(ξ) est dans le domaine de

A. Si ξ ∈ V est petit, il su�t de prouver que

lim
t→0+

T (t)h(ξ)− h(ξ)

t

existe. D'après les formules données dans le Théorème (1.3.2) on a

h(z(t)) = T (t)h(z(t)) +

∫ t

0

T (t− σ)Xs
0g(Φz(σ) + h(z(σ)))dσ,

ce qui implique

1

t
[T (t)h(ξ)− h(ξ)] =

1

t
[h(z(t))− h(z(0))]− 1

t

∫ t

0

T (t− σ)Xs
0g(Φz(σ) + h(z(σ)))dσ.

Il résulte du fait que h et g sont réguliers et que T (.) est un semi-groupe fortement continu sur

l'espace de Banach Ĉ, que h(ξ) est dans le domaine de A, et que

lim
t→0+

1

t
[T (t)h(ξ)−h(ξ)] = lim

t→0+

1

t
[h(z(t))−h(z(0))]− lim

t→0+

1

t

∫ t

0

T (t−σ)Xs
0g(Φz(σ)+h(z(σ)))dσ,

c'est-à-dire

Ah(ξ) =

(
∂h(ξ)

∂ξ

)
[Ψ(0)g(Φξ + h(ξ))]−Xs

0g(Φξ + h(ξ)).

Par conséquent, l'équation (2.5) est obtenue en évaluant l'équation ci-dessus à θ 6= 0. A�n de

prouver la relation (2.6), on utilisons le fait que la donnée initiale d'une solution x de l'équation

(2.4) sur une variété centre, satisfait les conditions φ = Φξ + h(ξ) et φ̇(0) = Lφ+ g(φ).

Il en résulte que Φ̇(0)ξ+ ḣ(ξ)(0) = L(Φξ)+L(h(ξ))+g(Φξ+h(ξ)). Par conséquent, la condition

(2.6) est obtenue par le fait que Φ̇(0)ξ = L(Φξ) = Φ(0)Bξ = 0. �

On s'intéresse dans cette section sur les parties homogènes de degré 2 pour les termes de

la variété centre. Rappelons que h a la même régularité que g. Compte tenu de la régularité

supposée sur g, on peut écrire

h(ξ) = h2(ξ) + χ(ξ) pour ξ ∈ V,
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où h2 est la partie homogène de degré 2 de la fonction h et χ(ξ) = o (|ξ|2).

On sait que
Φ(θ) = Φ(0)eλθ

= φ1(0)
et

Ψ(s) = Ψ(0)e−λs

= ψ1(0),

comme on a λ = 0, est une valeur propre simple (de multiplicité égale 1), alors d'après (1.9)

on a

Φ(θ) = γeλθ.

Donc φ1(0) = γ, avec γ est la solution du système

∆(0)γ = 0,

c'est-à-dire Lγ = 0, car ∆(0) = −L(.),

et on a d'après (1.12)

Ψ(s) = βe−λs,

alors ψ1(0) = β, avec β est la solution du système

βL(.) = 0.

Autrement dit, γ et β peut être calculent explicitement si L est connue.

Les parties homogènes de degré 2 des équations (2.5) et (2.6) sont respectivement données

par
∂h2(ξ)

∂θ
=
∂h2(ξ)

∂ξ
Bξ + F1(ξ),

∂

∂θ
(h2(ξ)) (0) = Lh2(ξ) +H2(ξ),

où

F1(ξ) = ΦΨ(0)H2(ξ),

et H2 est la partie homogène de degré 2 de H(ξ) = g (Φξ + h(ξ)).

On a g est régulière, et x = 0 une solution particulière (point d'équilibre).

Développez g comme une série de Taylor par rapport à x en x = 0 jusqu'à l'ordre 3

g(x) = g(0) + g1(0)x+ g2(0)x2 + g3(0)x3 +O(x3),

avec g1(0) = g
′
(0), g2(0) =

1

2
g
′′
(0), et g3(0) =

1

3!
g(3)(0). Alors, si on a

h2(ξ) = a2ξ
2,
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avec a2 est le coe�cient de la partie homogène de degré 2 de la variété centre.

On pose x = Φξ + h(ξ), donc

H(ξ) = g(Φξ + h(ξ))

= g(0) +Dξg(0) (Φξ + h2(ξ))

+
1

2
(Φξ + h2(ξ))>D2

ξξg(0)(Φξ + h2(ξ))

+
1

3!

[
(Φξ + h2(ξ))>D3

ξg(0)(Φξ + h2(ξ))
]
(Φξ + h2(ξ))

+ o
(
ξ3
)
,

où D2
ξξ est la matrice hessienne ; D3

ξ est la dérivée d'ordre 3 par rapport à ξ.

Alors

F1(ξ) =
1

2
ΦΨ(0)Φ>D2

ξξg(0)Φξ2,

et

H2(ξ) =
1

2
Φ>D2

ξξg(0)Φξ2.

Alors si on a

F1(ξ)(θ) = F 1(θ)ξ2 pour F 1 ∈ Xs, (2.7)

et

H2(ξ) = M1ξ2, pour M1 ∈ IRn, (2.8)

où

F 1(θ) =
1

2
Φ(θ)Ψ(0)Φ(θ)>D2

ξξg(0)Φ(θ), et M1(θ) =
1

2
Φ(θ)>D2

ξξg(0)Φ(θ).

On obtient 
d

dθ
a2(θ) = F 1(θ)

∂

∂θ
a2(0) = La2 +M1,

(2.9)

ce qui est équivalent en remplaçant l'expression de a2(θ) donnée par la première équation de

(2.9) dans la seconde, au système
a2(θ) = a2(0) + S1(θ), pour θ ∈ [−r, 0],

∆(0)a2(0) = E1,

où

S1(θ) =

∫ θ

0

F 1(s)ds et E1 = M1 − F 1(0) + L0S
1(0) + L1S

1(−r).
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Remarque 2.2.1 − On obtient un schéma récursif de la forme
dX(θ)

dθ
= F 1(θ), pour θ ∈ [−r, 0],

BX(0) = E1

où X = a2 et B = ∆(0) = −L(.).

Théorème 2.2.2 ([18]) − Supposons que (H) est vrai. Puis le vecteur de coe�cient de la

partie homogène de degré 2 d'une variété centre locale associée à l'équation (2.3) est donnée

de manière unique par la formule suivante

a2(θ) = a2(0) + S1(θ), pour θ ∈ [−r, 0]

et le vecteur a0(0) est donnée par a2(0)

0

 = K−1

 M1 − F 1(0) + L0S
1(0) + L1S

1(−r)

N1

 ,

où M1, F 1 sont donnés par (2.7) et (2.8),

S1(θ) =
1

2
φ1(0)ψ1(0)φ1(0)>D2

ξξg(0)φ1(0)θ,

et

N1 =

∫ 0

−r
Ψ(ξ + r)L1S

1(ξ)dξ.

Preuve

On sait que det∆(0) = 0 car 0 est une valeur propre simple, et comme le vecteur de coe�-

cient de la partie homogène de degré 2 est satisfait


a2(θ) = a2(0) + S1(θ), pour θ ∈ [−r, 0],

∆(0)a2(0) = E1.

D'autre part, on a a2 appartient à Xs, donc < ψ1, a2 >= 0,alors

〈ψ1, a2〉 = 〈ψ1, a2(0)〉+
〈
ψ1, S

1
〉

= 0,

ce qui donne le système suivant 
〈ψ1, IdIRn〉 a2(0) = N1,

∆(0)a2(0) = E1

(2.10)
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avec

N1 = −
〈
ψ1, S

1
〉

=

∫ 0

−r
Ψ(ξ + r)L1S

1(ξ)dξ.

Alors il résulte du système (2.10) que a2(0) peut être obtenu en résoudre le système de

dimension n+ 1 suivant

K

 a2(0)

0

 =

 E1

N1

 ,

où K est une matrice de dimension (n+ 1)× (n+ 1) dé�nie par

K =

 ∆(0) ψ>1 (0)

〈ψ1, IdIRn〉 0

 ,

E1 = M1 − F 1(0) + L0S
1(0) + L1S

1(−r)

et

N1 =

∫ 0

−r
Ψ(ξ + r)L1S

1(ξ)dξ.

L'unicité de a2(0) est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.2.1 ([18]) − La matrice K de dimension (n+ 1)× (n+ 1) est inversible.

Preuve

Soit x ∈ IRn, α ∈ IR tel que

K

(
x
α

)
= 0,

donc


∆(0)x+ αψ>1 = 0

〈ψ1, IdIRn〉x = 0,

comme ψ1(0)∆(0) = −ψ1(0)L(.) = 0, on trouve que α = 0, et le système ci-dessus devient


∆(0)x = 0,

〈ψ1, IdIRn〉x = 0.

Puisque on a ∆(0)φ1(0) = 0, alors la première équation implique que x ∈ span {φ1(0)}, donc il

existe c ∈ IR tel que x = cφ1(0), et de la deuxième équation on a 〈ψ1, cφ1〉 = 0 ce qui donne c = 0
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et �nalement on a x = 0. Par conséquent, K est inversible. �

C'est à dire  a2(0)

0

 = K−1

 E1

N1

 . (2.11)

D'autre part, on a

S1(θ) =

∫ θ

0

F 1(s)ds

=
1

2

∫ θ

0

Φ(s)Ψ(0)Φ(s)>D2
ξξg(0)Φ(s)ds

=
1

2
φ1(0)ψ1(0)φ1(0)>D2

ξξg(0)φ1(0)θ. �

Finalement, on obtient une équation di�érentielle ordinaire sous la forme

d

dθ
a2(θ) =

1

2
Φ(θ)Ψ(0)Φ(θ)>D2

ξξg(0)Φ(θ).
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Chapitre 3
Variétés centres pour les EDFRs

paramétrées associées à la singularité de

Fold

Suite à la méthode de calcul des variétés centres que nous avons développée dans le chapitre

2 pour les EDFRs associées à la singularité de Fold sans paramètre, l'attention de ce chapitre

sera focalisée sur le développement d'une méthodologie pour le calcul des variétés centres et

des formes normales associée à la singularité de Fold pour l'équation di�érentielle à retard avec

paramètre suivante

ẋ(t) = f(x(t), x(t− r), µ), µ ∈ IR (3.1)

selon la structure de l'équation linéarisée d'un système à retard évalué à l'équilibre, le cas

considéré dans ce chapitre correspond à une valeur propre nulle simple (Fold).

On utilise ici la notation Cm = C([−r, 0], IRm), r ≥ 0 puisque nous devons travailler dans des

espaces de réalisation de dimensions di�érentes. Le chapitre est organisé comme suit :

un théorème de caractérisation d'une variété centre pour les EDFRs avec paramètre et sa preuve

sont donnés dans la section 3.1, par conséquence, un schéma de calcul d'une variété centre et

des formes normales associées à la singularité de Fold sont présentés dans la même section.

3.1 Schémas de calcul

Dans cette section, nous présentons nos principaux résultats concernant le calcul des termes

des variétés centres pour la classe des EDFRs suivant

d

dt
x(t) = L0(µ)x(t) + L1(µ)x(t− r) + g(x(t), x(t− r), µ), (3.2)
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où µ ∈ IR, α 7→ Lj(α), j = 0, 1 sont des fonctions de C∞ à valeurs dans l'espace des matrices

carrées d'ordre n, g : IR2n × IR → IRn est supposé su�samment régulier (g ∈ C∞) tel que :

g(0, 0, µ) = 0 et Dg(0, 0, µ) = 0 pour tout µ ∈ IR, et r > 0.

On note par C := C ([−r, 0], IRn) l'espace des fonctions continues de [−r, 0] à valeurs dans

IRn, et pour φ ∈ C

L(µ)φ := L0(µ)φ(0) + L1(µ)φ(−r),

F (φ, µ) := g (φ(0), φ(−r), µ) ,

où F dé�nie sur C × IR à valeur dans IRn.

Alors l'équation (3.1) s'écrit sous la forme

ẋ(t) = L(µ)xt + F (xt, µ) .

On note par L0 = L(0).

Dans la suite de ce chapitre, on suppose que l'hypothèse suivante est satisfaite :

(H)

L'équation linéaire

ẋ(t) = L0xt,

admet une valeur propre nulle simple (λ = 0) comme valeurs caractéristiques et les

autres valeurs propres sont de partie réelle négative.

Une façon de considérer les variétés centres pour une équation di�érentielle avec paramètre

est de ramener la situation au cas des équations di�érentielles sans paramètre en considérant

le système
ẋ(t) = L0xt +

[
L(µ)− L0

]
xt + F (xt, µ) ,

µ̇(t) = 0.

Les solutions de ce système sont de la forme x̃(t) := (x(t), µ(t)) ∈ IRn+1, l'espace de phase

est C̃ := Cn+1, et le système peut s'écrire sous la forme

˙̃x(t) = L̃x̃t + F̃ (x̃t) , (3.3)

où

L̃(u, v) :=
(
L0u, 0

)
et

F̃ (u, v) :=
([
L(v(0))− L0

]
u+ F (u, v(0)), 0

)
,
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avec u ∈ Cn, v ∈ C1.

Maintenant il est possible d'appliquer à (3.3) la théorie bien connue du variété centre. Soit

A et Ã les générateurs in�nitésimaux associés aux équations ẋ(t) = L0xt, et ẋ(t) = L̃xt,

respectivement. L'équation µ̇(t) = 0, a une valeur caractéristique unique λ = 0 simple dans

C1, et l'espace propre généralisé associé est constitué des éléments de C1 qui sont des fonctions

constantes, et il est noté ici également par IR. On considère la décomposition C = Xc⊕Xs . En

particulier, nous considérons des bases pour Xc et X∗c notées respectivement Φ = φ1, Ψ = ψ1,

et satisfaisant (Ψ,Φ) = IdIRn . dé�nissons Λ̃ = Λ ∨ {0}, X̃c = Xc × IR, X̃s = Xs × R où

R = {v ∈ C1 : v(0) = 0}, et on considère pour bases de X̃c et X̃∗c , respectivement, les colonnes

de la matrice Φ̃ et les lignes de la matrice Ψ̃,

Φ̃ =

(
Φ 0
0 1

)
, Ψ̃ =

(
Ψ 0
0 1

)
qui satisfait à 〈Ψ̃, Φ̃〉 = IdIRn+1 , où 〈., .〉 est la forme bilinéaire dans C̃∗× C̃ dé�nie comme dans

le chapitre 1 , et ˙̃Φ = Φ̃B̃ avec

B̃ =

(
0 0
0 0

)
.

On a alors la décomposition C̃ = X̃c ⊕ X̃s, où X̃c est l'espace invariant de Ã associé à Λ̃.

Dans la suite, nous rappelons la dé�nition d'une variété centre local associé à l'équation (3.3).

Soit h̃ une fonction de C1 dé�nie sur IR2 à valeur dans X̃s telle que le Gr(h̃) est une variété

centre local associée à l'équation (3.3). Alors il existe un voisinage V de zéro dans IR2 tel que,

pour tout ξ̃ ∈ V , il existe δ = δ(ξ̃) > 0 et une fonction x̃ dé�nie sur ] − δ − r, δ [ telle que

x̃0 = Φ̃ξ̃ + h̃(ξ̃) et x̃ véri�e l'équation (3.3) sur ]− δ, δ[ et satisfait l'identité

x̃t = Φ̃z̃(t) + h̃(z̃(t)), for t ∈ [0, δ[

où z̃(t) est la solution unique de l'équation di�érentielle ordinaire
d

dt
z̃(t) = Ψ̃(0)F̃ (Φ̃z̃(t) + h̃(z̃(t)))

z̃(0) = ξ̃, ξ̃ ∈ IR2.

(3.4)

Remarque 3.1.1 − Si on écrit h̃(ξ, µ) = (h(ξ, µ), h0(ξ, µ)) pour ξ ∈ IR et µ ∈ IR, alors

l'équation (3.4) est équivalente à

d

dt

 z(t)

µ

 =


Ψ(0) [(L (µ(0) + h0(z(t), µ)(0))− L0) (Φz(t) + h(z(t), µ))

+F (Φz(t) + h(z(t), µ), µ(0) + h0(z(t), µ)(0))]

0


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avec z(0) = ξ ∈ IR.

En notant que h0(z(t), µ)(0) = 0, parce que h0(z(t), µ) ∈ R, et en abandonnant les

équations auxiliaires introduites pour manipuler le paramètre, on obtient l'équation réduite

sur la variété centre représentée comme un graphe sur les variables ξ et µ de h(ξ, µ) pour ξ

et µ su�samment petits associée à l'équation paramétrée (3.2) comme suit
d

dt
z(t) = Ψ(0) [(L(µ)− L0) (Φz(t) + h(z(t), µ)) + F (Φz(t) + h(z(t), µ), µ)]

z(0) = ξ, ξ ∈ IR.

3.1.1 Caractérisation d'une variété centre local avec paramètre

Dans ce qui suite, nous donnons une caractérisation analytique d'une variété centre associé

à l'équation (3.2).

Théorème 3.1.1 ([20]) − Étant donné une application h de classe C1 dé�nie sur IR2 à

valeurs dans Xs avec h(0) = 0 et Dh(0) = 0, une condition nécessaire pour que le graphe de

h soit une variété centre local de l'équation (3.2) est qu'il existe un voisinage V de zéro dans

IR2 tel que, pour tout (ξ, µ) ∈ V ,

∂

∂θ
(h(ξ, µ))(θ) =

∂h(ξ, µ)

∂ξ
(θ)Ψ(0)[(L(µ)− L(0))(Φξ + h(ξ, µ)) + F (Φξ + h(ξ, µ), µ)]

+ Φ(θ)Ψ(0)[(L(µ)− L(0))(Φξ + h(ξ, µ) + F (Φξ + h(ξ, µ), µ)],

(3.5)

∂

∂θ
(h(ξ, µ))(0) = L0h(ξ, µ) +

(
L(µ)− L0

)
(Φξ + h(ξ, µ)) + F (Φξ + h(ξ, µ), µ). (3.6)

Preuve

C'est essentiellement la même idée que la preuve du Théorème (2.2.1), juste dans ce cas on

l'ajoute le paramètre de la bifurcation µ. �

3.1.2 Calcul des variétés centres

On s'intéresse dans cette section sur les parties homogènes de degré 2 pour les termes de

la variété centre. Rappelons que h à la même régularité que F, et compte tenu de la régularité
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supposée sur F , on peut écrire

h(ξ, µ) = h2(ξ, µ) + χ(ξ, µ) pour (ξ, µ) ∈ V,

où h2 est la partie homogène de degré 2 de h et χ(ξ, µ) = o (|(ξ, µ)|2).

Les parties homogènes de degré 2 des équations (3.5) et (3.6) sont respectivement données par

∂h2(ξ, µ)

∂θ
= N 1(ξ, µ) (3.7)

∂

∂θ
(h2(ξ, µ)) (0) = L0h2(ξ, µ) +R1(ξ, µ), (3.8)

où

N 1(ξ, µ) = ΦΨ(0)R1(ξ, µ),

avec R1 est la partie homogène de degré 2 de (L(µ)− L0) (Φξ + h(ξ, µ)) + F (Φξ + h(ξ, µ), µ)

qui est indépendante des termes des variétés centres.

Si ξ ∈ IR, (q, l) ∈ N2 et µ ∈ IR, alors on peut écrire

h2(ξ, µ) =
∑

(q,l)∈D2

h2
(q,l)ξ

qµl, pour certains h2
(q,l) ∈ Xs,

N 1(ξ, µ)(θ) =
∑

(q,l)∈D2

N1
(q,l)(θ)ξ

qµl, pour certains N1
(q,l) ∈ Xs (3.9)

et

R1(ξ, µ) =
∑

(q,l)∈D2

R1
(q,l)ξ

qµl, pour certains R1
(q,l) ∈ IRn, (3.10)

où D2 = {(q, l) ∈ N2 : |(q, l)| = 2}.

On pose

f(ξ, µ) =
(
L(µ)− L0

)
(Φξ + h(ξ, µ)) + F (Φξ + h(ξ, µ), µ),

on a f est régulière, et x = (0, 0) une solution particulière (point d'équilibre).

Le développement limité d'ordre 3, de la fonction f au voisinage de point d'équilibre (0, 0)

s'écrit :

f(ξ, µ) = f1(ξ, µ) + f2(ξ, µ) + f3(ξ, µ) + o(|(ξ, µ)|3),

on peut également récrire les termes f1(ξ, µ), f2(ξ, µ) et f3(ξ, µ) par :

f1(ξ, µ) =
∂f

∂ξ
(0, 0)ξ +

∂f

∂µ
(0, 0)µ,

f2(ξ, µ) =
1

2

∂2f

∂ξ2
(0, 0)ξ2 +

∂2f

∂ξ∂µ
(0, 0)ξµ+

1

2

∂2f

∂µ2
(0, 0)µ2
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et

f3(ξ, µ) =
1

3!

∂3f

∂ξ3
(0, 0)ξ3 +

1

2

∂3f

∂ξ2∂µ
(0, 0)ξ2µ

+
1

2

∂3f

∂ξ∂µ2
(0, 0)ξµ2 +

1

3!

∂3f

∂µ3
(0, 0)µ3.

Comme L est une fonction de µ, le développement limité d'ordre 3 de L au voisinage de zéro

est

L(µ) = L0 + L′(0)µ+
1

2
L′′(0)µ2 +

1

3!
L(3)(0)µ3 + o(µ3),

c'est-à-dire(
L(µ)− L0

)
(Φξ + h(ξ, µ)) =(L′(0)µ+

1

2
L′′(0)µ2 +

1

3!
L(3)(0)µ3 + o(µ3))

(
Φξ + h2(ξ, µ) + o(|(ξ, µ)|2)

)
=L′(0)Φµξ + L′(0)h2(ξ, µ)µ+

1

2
L′′(0)Φµ2ξ + o

(
|(ξ, µ)|3

)
,

d'autre part, on a

F (Φξ + h(ξ, µ), µ) = DξF (0, 0) (Φξ + h2(ξ, µ)) +DµF (0, 0)µ

+
1

2
(Φξ + h2(ξ, µ))>D2

ξξF (0, 0)(Φξ + h2(ξ, µ))

+D2
ξµF (0, 0)(Φξ + h2(ξ, µ))µ+

1

2
D2
µµF (0, 0)µ2

+
1

6

[
(Φξ + h2(ξ, µ))>D3

ξF (0, 0)(Φξ + h2(ξ, µ))
]
(Φξ + h2(ξ, µ))

+
1

2

[
(Φξ + h2(ξ, µ))>D3

ξξµF (0, 0)(Φξ + h2(ξ, µ))
]
µ

+
1

2
D3
ξµµF (0, 0)(Φξ + h2(ξ, µ))µ2 +

1

6
D3
µF (0, 0)µ3 + o

(
|(ξ, µ)|3

)
,

où D2
ξξ est la matrice hessienne ; D3

ξ est la dérivée d'ordre 3 par rapport à ξ et D
3
µ est la dérivée

d'ordre 3 par rapport à µ . En utilisant

DξF (0, µ)Φ = 0,

alors
f(ξ, µ) = DµF (0, 0)µ+

1

2
Φ>D2

ξξF (0, 0)Φξ2 +
[
L′(0) +D2

xµF (0, 0)
]
Φξµ

+
1

2
D2
µµF (0, 0)µ2 +

1

2
Φ>D2

ξξF (0, 0)ξh2(ξ, µ)

+
1

2
h2(ξ, µ)>D2

ξξF (0, 0)Φξ +
[
L′(0) +D2

ξµF (0, 0)
]
µh2(ξ, µ)

+
1

6

[
Φ>D3

ξF (0, 0)Φ
]
Φξ3 +

1

2

[
Φ>D3

ξξµF (0, 0)Φ
]
ξ2µ

+
1

2

[
L′′(0) +D3

ξµµF (0, 0)
]
Φξµ2 +

1

6
D3
µF (0, 0)µ3 + o(|(ξ, µ)|3),

puisque la partie homogène de degré 2 de (L(µ)− L0) (Φξ + h(ξ, µ)) + F (Φξ + h(ξ, µ), µ) est

1

2
Φ>D2

ξξF (0, 0)Φξ2 +
[
L′(0) +D2

ξµF (0, 0)
]
Φξµ+

1

2
D2
µµF (0, 0)µ2,
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alors

N 1(ξ, µ) = ΦΨ(0)R1
(q,l)(ξ, µ)

= ΦΨ(0)
[1
2

Φ>D2
ξξF (0, 0)Φξ2 +

[
L′(0) +D2

ξµF (0, 0)
]
Φξµ+

1

2
D2
µµF (0, 0)µ2

]
=

∑
(q,l)∈D2

N1
(q,l)ξ

qµl,

avec

N1
(2,0) =

1

2
ΦΨ(0)Φ>D2

ξξF (0, 0)Φ,

N1
(1,1) = ΦΨ(0)

[
L′(0) +D2

ξµF (0, 0)
]
Φ

et

N1
(0,2) =

1

2
ΦΨ(0)D2

µµF (0, 0).

Par suite, on trouve le système suivant
d

dθ
h2

(q,l)(θ) = N1
(q,l)(θ)

∂

∂θ
h2

(q,l)(0) = L0h2
(q,l) +R1

(q,l),

(3.11)

ce qui est équivalent en remplaçant l'expression de h2
(q,l)(θ) donnée par la première équation de

(3.11) dans la seconde, au système
h2

(q,l)(θ) = h2
(q,l)(0) + S1

(q,l)(θ), pour θ ∈ [−r, 0],

∆(0)h2
(q,l)(0) = E1

(q,l)

où

S1
(q,l)(θ) =

∫ θ

0

N1
(q,l)(s)ds

et

E1
(q,l) = L0(S1

(q,l))−N1
(q,l)(0) +R1

(q,l).

Ainsi que

S1
(2,0)(θ) =

1

2
Φ(0)Ψ(0)Φ(0)>D2

ξξF (0, 0)Φ(0)θ,

S1
(1,1)(θ) = Φ(0)Ψ(0)

[
L′(0) +D2

ξµF (0, 0)

]
Φ(0)θ

et

S1
(0,2)(θ) =

1

2
Φ(0)Ψ(0)D2

µµF (0, 0)θ.
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Remarque 3.1.2 − On obtient un schéma de la forme
dX(q,l)(θ)

dθ
= N1

(q,l)(θ), pour θ ∈ [−r, 0],

BX(q,l)(0) = E1
(q,l),

où X(q,l) = h2
(q,l) et B = ∆(0) = −L(.).

Théorème 3.1.2 ([20]) − Supposons que (H) est vrai. Puis le vecteur de coe�cient de la

partie homogène de degré 2 d'une variété centre locale associée à l'équation (3.2) est donnée

de manière unique par la formule suivante

h2
(q,l)(θ) = h2

(q,l)(0) + S1
(q,l)(θ), pour θ ∈ [−r, 0],

et le vecteur h2
(q,l)(0) est donnée en résoudre le système suivant.

M

 h2
(q,l)(0)

0

 =

 L0(S1
(q,l))−N1

(q,l)(0) +R1
(q,l)

ν1
(q,l)

 ,

où M est la matrice de dimension (n+ 1)× (n+ 1) dé�nie par

M =

 ∆(0) ψ>1 (0)

〈ψ1, IdIRn〉 0

 ,

N1
(q,l) et R

1
(q,l) sont donnés par (3.9) et (3.10),

S1
(q,l)(θ) =

∫ θ

0

N1
(q,l)(s)ds

et

ν1
(q,l) = −

〈
ψ1,

∫ .

0

N1
(q,l)(s)ds

〉
.

Preuve

Soit (q, l) ∈ D2, à partir de la relation (3.7) on a

d

dθ
h2

(q,l)(θ) = N1
(q,l)(θ), (3.12)

ce qui est équivalent

h2
(q,l)(θ) = h2

(q,l)(0) +

∫ θ

0

N1
(q,l)(s)ds, (3.13)

on pose

S1
(q,l)(θ) =

∫ θ

0

N1
(q,l)(s)ds, pour θ ∈ [−r, 0],
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alors on trouve

h2
(q,l)(θ) = h2

(q,l)(0) + S1
(q,l)(θ), pour θ ∈ [−r, 0].

La relation (3.8) équivaut à
∂

∂θ
h2

(q,l)(0) = L0h2
(q,l) +R1

(q,l),

qui donnent en évaluant la relation (3.12) à θ = 0

N1
(q,l)(0) = L0(h2

(q,l)(0)) + L0S1
(q,l) +R1

(q,l),

d'où

∆(0)h2
(q,l)(0) = E1

(q,l),

avec

E1
(q,l) = L0S1

(q,l) −N1
(q,l)(0) +R1

(q,l).

On utilise également le fait que toutes les variétés centres ont un rang dans le sous-espace

Xs, ce qui implique que
〈
ψ1, h

2
(q,l)

〉
= 0 pour tout (q, l) ∈ D2. Par conséquent, on obtient de la

relation (3.13) que 〈
ψ1, h

2
(q,l)(0) +

∫ .

0

N1
(q,l)(s)ds

〉
= 0,

c'est-à-dire

〈ψ1, IdIRn〉h2
(q,l)(0) = ν1

(q,l), pour (q, l) ∈ D2,

ce qui donne le système suivant
〈ψ1, IdIRn〉h2

(q,l)(0) = ν1
(q,l),

∆(0)h2
(q,l)(0) = E1

(q,l)

(3.14)

avec
ν1

(q,l) = −
〈
ψ1, S

1
(q,l)

〉

= −
〈
ψ1,

∫ .

0

N1
(q,l)(s)ds

〉
.

Alors il résulte du système (3.14) que h2
(q,l)(0) peut être obtenu en résoudre le système de

dimension n+ 1 suivant ∆(0) ψ>(0)

〈ψ1, IdIRn〉 0

 h2
(q,l)(0)

0

 =

 E1
(q,l)

ν1
(q,l)

 ,

c'est-à-dire

M

 h2
(q,l)(0)

0

 =

 E1
(q,l)

ν1
(q,l)

 ,
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où M est une matrice de dimension (n+ 1)× (n+ 1) dé�nie par

M =

 ∆(0) ψ>(0)

〈ψ1, IdIRn〉 0

 .

L'unicité de h2
(q,l)(0) est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 ([18]) − La matrice M de dimension (n+ 1)× (n+ 1) est inversible.

Preuve

Voir la preuve du Lemme (2.2.1).

D'où  h2
(q,l)(0)

0

 = M−1

 E1
(q,l)

ν1
(q,l)

 . �

Finalement, l'équation di�érentielle ordinaire réduite sur la variété centre jusqu'à l'ordre 3 est

d

dt
z = Ψ(0)

{
DµF (0, 0)µ+

1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)Φz2

+
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
Φzµ+

1

2
D2
µµF (0, 0)µ2 +

1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)zh2(z, µ)

+
1

2
h2(z, µ)>D2

zzF (0, 0)Φz +
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
µh2(z, µ)

+
1

6

[
Φ>D3

zF (0, 0)Φ
]
Φz3 +

1

2

[
Φ>D3

zzµF (0, 0)Φ
]
z2µ

+
1

2

[
L′′(0) +D3

zµµF (0, 0)
]
Φzµ2 +

1

6
D3
µF (0, 0)µ3 + o(|(z, µ)|3)

}
,

on sait que h2(z, µ) = h2
(0,2)µ

2 + h2
(1,1)zµ+ h2

(2,0)z
2 alors l'équation devient

d

dt
z = Ψ(0)DµF (0, 0)µ+

1

2
Ψ(0)Φ>D2

zzF (0, 0)Φz2 + Ψ(0)
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
Φzµ

+
1

2
Ψ(0)D2

µµF (0, 0)µ2 + Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)h2
(2,0)

+
1

2
(h2

(2,0))
>D2

zzF (0, 0)Φ +
1

6

[
Φ>D3

zF (0, 0)Φ
]
Φ

]
z3

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)h2
(1,1) +

1

2
(h2

(1,1))
>D2

zzF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
h2

(2,0) +
1

2

[
Φ>D3

zzµF (0, 0)Φ
]]
z2µ

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)h2
(0,2) +

1

2
(h2

(0,2))
>D2

zzF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
h2

(1,1) +
1

2

[
L′′(0) +D3

zµµF (0, 0)
]
Φ

]
zµ2

+ Ψ(0)

[[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
h2

(0,2) +
1

6
D3
µF (0, 0)

]
µ3 + o(|(z, µ)|3).
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3.1.3 Calcul des formes normales

Après avoir calculé les variétés centres de l'équation (3.2), nous obtenons l'équation réduite

associée comme suite :
d

dt
z(t) = H(z(t), µ), (3.15)

où z ∈ IR, µ ∈ IR et

H(z, µ) := Ψ(0)DµF (0, 0)µ+
1

2
Ψ(0)Φ>D2

zzF (0, 0)Φz2 + Ψ(0)
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
Φzµ

+
1

2
Ψ(0)D2

µµF (0, 0)µ2 + Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)h2
(2,0)

+
1

2
(h2

(2,0))
>D2

zzF (0, 0)Φ +
1

6

[
Φ>D3

zF (0, 0)Φ
]
Φ

]
z3

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)h2
(1,1) +

1

2
(h2

(1,1))
>D2

zzF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
h2

(2,0) +
1

2

[
Φ>D3

zzµF (0, 0)Φ
]]
z2µ

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

zzF (0, 0)h2
(0,2) +

1

2
(h2

(0,2))
>D2

zzF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
h2

(1,1) +
1

2

[
L′′(0) +D3

zµµF (0, 0)
]
Φ

]
zµ2

+ Ψ(0)

[[
L′(0) +D2

zµF (0, 0)
]
h2

(0,2) +
1

6
D3
µF (0, 0)

]
µ3 + o(|(z, µ)|3).

Il est facile maintenant de calculer sa forme normale jusqu'à l'ordre 3. L'idée de base de la

théorie des formes normales consiste à employer des transformations non linéaires successives,

proches de l'identité, pour éliminer les termes non linéaires qui ne peuvent pas être éliminés

restent dans des formes normales.

Généralement la forme normale peut s'écrire sous la forme suivante

ẏ = N2(y) +N3(y) + . . .+Nr(y) + o(|y|r), pour r ≥ 2,

si N2 = 0 on passe à calculer N3, pour cela on a besoin de calculer h2.

Supposons que par une transformation non linéaire

z = v + T (v, µ), v ∈ IR, µ ∈ IR (3.16)

donc
d

dt
z(t) = (Id+DvT (v(t), µ))

d

dt
v(t).

D'après l'équation (3.15) on a

(Id+DvT (v(t), µ))
d

dt
v(t) = H(v(t) + T (v(t), µ)), (3.17)
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pour v assez petit, la matrice (Id+DvT (v, µ)) est inversible, et l'inverse satisfait :

(Id+DvT (v, µ))−1 = Id−DvT (v, µ) +O(|(v, µ)|2),

donc
d

dt
v = (Id−DvT (v, µ))H(v + T (v, µ), µ) + o(|(v, µ)|3). (3.18)

c'est-à-dire
d

dt
v(t) = N(v(t), µ), (3.19)

où

N(v(t), µ) = (Id−DvT (v(t), µ))H(v(t) + T (v(t), µ), µ) + o(|(v, µ)|3),

avec

H(v + T (v, µ), µ) := Ψ(0)DµF (0, 0)µ+
1

2
Ψ(0)Φ>D2

vvF (0, 0)Φ(v2 + 2vT (v, µ))

+ Ψ(0)
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
Φ(v + T (v, µ))µ+

1

2
Ψ(0)D2

µµF (0, 0)µ2

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(2,0) +

1

2
(h2

(2,0))
>D2

vvF (0, 0)Φ +
1

6

[
Φ>D3

vF (0, 0)Φ
]
Φ

]
v3

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(1,1) +

1

2
(h2

(1,1))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(2,0) +
1

2

[
Φ>D3

vvµF (0, 0)Φ
]]
v2µ

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(0,2) +

1

2
(h2

(0,2))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(1,1) +
1

2

[
L′′(0) +D3

vµµF (0, 0)
]
Φ

]
vµ2

+ Ψ(0)

[[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(0,2) +
1

6
D3
µF (0, 0)

]
µ3

+ o(|(v, µ)|3),

d'après (3.17) et (3.19), on obtient la formule suivante

H(v + T (v, µ), µ)−DvT (v, µ)N(v, µ)−N(v, µ) = 0.

Soit

T (v, µ) = T2(v, µ) + o(|(v, µ)|2),

où T2 c'est la partie homogène d'ordre 2 de la fonction T qui peut s'écrire sous la forme

T2(v, µ) =
∑

(q,l)∈D2

T 2
(q,l)v

qµl.
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Alors si on remplaçant T2(v, µ) = T 2
(2,0)v

2 + T 2
(1,1)vµ + T 2

(0,2)µ
2 dans l'expression de H(v +

T (v, µ), µ), on obtient

H(v + T (v, µ), µ) := Ψ(0)DµF (0, 0)µ+
1

2
Ψ(0)Φ>D2

vvF (0, 0)Φv2

+ Ψ(0)
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
Φvµ+

1

2
Ψ(0)D2

µµF (0, 0)µ2

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(2,0) +

1

2
(h2

(2,0))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
1

6

[
Φ>D3

vF (0, 0)Φ
]
Φ + Φ>D2

vvF (0, 0)ΦT 2
(2,0)

]
v3

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(1,1) +

1

2
(h2

(1,1))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(2,0) +
1

2

[
Φ>D3

vvµF (0, 0)Φ
]

+ Φ>D2
vvF (0, 0)ΦT 2

(1,1) +
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
ΦT 2

(2,0)

]
v2µ

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(0,2) +

1

2
(h2

(0,2))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(1,1) +
1

2

[
L′′(0) +D3

vµµF (0, 0)
]
Φ

+ Φ>D2
vvF (0, 0)ΦT 2

(0,2) +
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
ΦT 2

(1,1)

]
vµ2

+ Ψ(0)

[[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(0,2) +
1

6
D3
µF (0, 0)

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
ΦT 2

(0,2)

]
µ3 + o(|(v, µ)|3),
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puisque on a DvT (v, µ) = 2T 2
(2,0)v + T 2

(1,1)µ, donc on trouve que

N(v, µ) = Ψ(0)DµF (0, 0)µ+
1

2
Ψ(0)Φ>D2

vvF (0, 0)Φv2 + Ψ(0)

[[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
Φ

− 2T 2
(2,0)DµF (0, 0)

]
vµ+ Ψ(0)

[
1

2
D2
µµF (0, 0)− T 2

(1,1)DµF (0, 0)

]
µ2

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(2,0) +

1

2
(h2

(2,0))
>D2

vvF (0, 0)Φ +
1

6

[
Φ>D3

vF (0, 0)Φ
]
Φ

]
v3

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(1,1) +

1

2
(h2

(1,1))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(2,0) +
1

2

[
Φ>D3

vvµF (0, 0)Φ
]
− T 2

(2,0)

[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
Φ

+
1

2
T 2

(1,1)Φ
>D2

vvF (0, 0)Φ

]
v2µ

+ Ψ(0)

[
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(0,2) +

1

2
(h2

(0,2))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(1,1) +
1

2

[
L′′(0) +D3

vµµF (0, 0)
]
Φ + Φ>D2

vvF (0, 0)ΦT 2
(0,2)

− T 2
(2,0)D

2
µµF (0, 0)

]
vµ2

+ Ψ(0)

[[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(0,2) +
1

6
D3
µF (0, 0) +

[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
ΦT 2

(0,2)

− 1

2
T 2

(1,1)D
2
µµF (0, 0)

]
µ3

+ o(|(v, µ)|3),

d'après (3.18) on a

Q1 = Q2 +Q3,

où

Q1 = H(v + T (v, µ), µ), Q2 = DvT (v, µ)H(v + T (v, µ), µ) et Q3 = N(v, µ).

Par conséquent

Q2
1 = Q2

2 +Q2
3,

où Q2
1, Q

2
2 et Q2

3 sont des parties homogènes de degré 2.

D'après le développement de Taylor auteur de zéro on a

H(v + T (v, µ), µ) = H(v, µ) +DH(v, µ)T (v, µ) + o(|(v, µ)|3),

donc Q2
2 = 0 car le degré minimal de H(v + T (v, µ), µ) est 2.

Par conséquent

H2(v + T (v, µ), µ) = N2(v, µ),
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avec N2 la partie homogène de degré 2 de N, pour cela on obtient

−2T 2
(2,0)DµF (0, 0)vµ− T 2

(1,1)DµF (0, 0)µ2 = 0.

Par suite, pour simpli�er l'expression de N(v, µ), on peut choisir T (v, µ) de telle sorte que

ΦT 2
(0,2) = −1

2
h2

(0,2), ΦT 2
(1,1) = −h2

(1,1) et ΦT 2
(2,0) = h2

(2,0).

Finalement, la forme normale associée à l'équation réduite sur la variété centre jusqu'à l'ordre

3 est

dv

dt
= Ψ(0)DµF (0, 0)µ+

1

2
Ψ(0)Φ>D2

vvF (0, 0)Φv2 + Ψ(0)
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
Φvµ

+
1

2
Ψ(0)D2

µµF (0, 0)µ2 + Ψ(0)

{
1

2
Φ>D2

vvF (0, 0)h2
(2,0) +

1

2
(h2

(2,0))
>D2

vvF (0, 0)Φ

+
1

6

[
Φ>D3

vF (0, 0)Φ
]
Φ

}
v3

+ Ψ(0)

{
1

2
(h2

(1,1))
>D2

vvF (0, 0)Φ +
1

2

[
Φ>D3

vvµF (0, 0)Φ
]}
v2µ

+ Ψ(0)

{
1

2
(h2

(0,2))
>D2

vvF (0, 0)Φ +
[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(1,1)

+
1

2

[
L′′(0) +D3

vµµF (0, 0)
]
Φ

}
vµ2 + Ψ(0)

{
1

6
D3
µF (0, 0) +

1

2

[
L′(0) +D2

vµF (0, 0)
]
h2

(0,2)

}
µ3

+ o(|(v, µ)|3),

il y a une équivalence topologique entre l'équation di�érentielle à retard et sa forme normale,

pour cela on s'intéresse sur l'étude de la forme normale.
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L'épidémiologie est la science qui étudie les facteurs susceptibles d'in�uer sur une maladie,

sa propagation dans une société.

Les modèles compartimentaux font partie des premiers modèles mathématiques à avoir été

utilisés en épidémiologie. L'idée est de diviser une population en plusieurs groupes d'individus :

les individus qui sont susceptibles d'être infectés, ceux qui sont infectieux ou encore ceux qui

ont acquis une immunité à la suite de la guérison. Cette approche est utilisée pour modéliser

de très nombreuses maladies et continue d'être un sujet de recherche actif. Un modèle épidé-

miologique se dé�nit par des compartiments (en combien de groupes est divisée la population

et sur quel critère) et des règles (quels échanges se produisent entre ces groupes). Les mo-

dèles correspondants, à cette étude sont connus sous le nom du modèle SIR, on distingue les

compartiments :

• S, dans lequel se trouvent les individus sains et susceptibles d'être infectés ;

• I, pour les individus infectés et infectieux ;

• R, pour les individus retirés du modèle, non susceptibles d'être infectés, car guéris et

immunisés ou décédés.

Le modèle épidémiologique SIR qu'on va étudier est donné par le système d'équations dif-

férentielles à retard suivant :

(S)


ẋ(t) = π − βx(t)y(t)− dx(t),

ẏ(t) = βx(t− τ)y(t− τ)− µy(t),
(4.1)

où π, β, d et µ sont des paramètres positives, τ est le retard, on pose R0 =
βπ

µd
= 1.

x(t) représente les personnes saines au temps t, y(t) les personnes infectées.

Les dérivées permettent de connaître la variation de x et y en fonction du temps t, a�n d'en
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d'écrire l'évolution au cours du temps. Le terme x(t)y(t) représente le nombre de contacts entre

des personnes saines et des personnes infectées.

Maintenant, Supposons que (x∗, y∗) est l'équilibre du système (S) donc
π − βx∗y∗ − dx∗ = 0,

βx∗y∗ − µy∗ = 0,

ainsi que

π − dx∗ − µy∗ = 0,

c'est-à-dire y∗ =
π − dx∗

µ
, car µ > 0, on remplace y∗ dans la première équation de (4.1), on

trouve

π − βx∗(π − dx
∗

µ
)− dx∗ = 0,

on obtient l'équation de seconde ordre suivante

βd

µ

(
x∗
)2 −

(
d+

βπ

µ

)
x∗ + π = 0 (4.2)

discriminant de cette équation est

∆ =
(
d+

βπ

µ

)2 − 4
βd

µ
π

=
(
d− βπ

µ

)2
= 0,

donc l'équation (4.2) admet une solution double dans IR

x∗ =

d+
βπ

µ

2
βd

µ

=
π

d
,

comme on a y∗ =
π − dx∗

µ
, alors y∗ = 0.

D'où le système S admet
(
x∗, y∗

)
=
(π
d
, 0
)
comme le point d'équilibre car{
ẋ∗ = 0
ẏ∗ = 0.

Par suite, pour transformer le système S en un autre qui a (0, 0) comme l'équilibre, on pose
X(t) = x(t)− x∗, pour t > 0

Y (t) = y(t)− y∗, pour t > 0,

donc Ẋ(t) = ẋ(t) et Ẏ (t) = ẏ(t).

Le système devient
Ẋ(t) = π − β(X(t) + x∗)(Y (t) + y∗)− d(X(t) + x∗)

Ẏ (t) = β(X(t− τ) + x∗)(Y (t− τ) + y∗)− µ(Y (t) + y∗),
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c'est-à-dire
Ẋ(t) = π − βX(t)Y (t)− βX(t)y∗ − βY (t)x∗ − βx∗y∗ − dX(t)− dx∗

Ẏ (t) = βX(t− τ)Y (t− τ) + βX(t− τ)y∗ + βY (t− τ)x∗ + βx∗y∗ − µY (t)− µy∗.

On sait que 
π − βx∗y∗ − dx∗ = 0

βx∗y∗ − µy∗ = 0,

pour que (x∗, y∗) =
(π
d
, 0
)
, on trouve

Ẋ(t) = −βX(t)Y (t)− βπ

d
Y (t)− dX(t)

Ẏ (t) = βX(t− τ)Y (t− τ) +
βπ

d
Y (t− τ)− µY (t),

(4.3)

alors si on prend (X, Y ) = (0, 0), on obtient{
Ẋ(t) = 0

Ẏ (t) = 0,

par conséquence, (0, 0) est un équilibre pour le système obtenu.

On pose

v(t) =

 X(t)

Y (t)

 ,

alors le système (4.3) peut s'écrire sous la forme

v̇(t) = f(v(t), v(t− τ)),

où

f(φ(0), φ(−τ)) =


−βφ1(0)φ2(0)− βπ

d
φ2(0)− dφ1(0)

βφ1(−τ)φ2(−τ) +
βπ

d
φ2(−τ)− µφ2(0)

 ,

dé�nie sur IR2 × IR2 à valeur dans IR2.

On note par C := C
(
[−τ, 0], IR2

)
l'espace des fonctions continus de [−τ, 0] à valeurs dans IR2.

Il est clair que, les composantes de f sont des fonctions polynomiales alors ils sont continues,

donc la fonction f est continue sur tout ouvert U dans le domaine de dé�nition (IR2× IR2), cela

implique que le problème admet au moins une solution.

Soient x, y ∈ K, et K un compact de U , on pose

f1(x, y) = −βxy − βπ

d
y − dx et f2(x, y) = βxy +

βπ

d
y − µy,
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puisque on a

|f1(x, y1)− f1(x, y2)| ≤ (|βx|+ βπ

d
)|y1 − y2|, pour y1, y2 ∈ K,

et

|f1(x1, y)− f1(x2, y)| ≤ (|βy|+ d)|x1 − x2|, pour x1, x2 ∈ K,

alors f1 est lipschitzienne en (x, y) dans les compacts de U,

d'autre part f2 est lipschitzienne en (x, y) dans les compacts de U, en e�et

|f2(x, y1)− f2(x, y2)| ≤ (|βx|+ |βπ
d
− µ|)|y1 − y2|, pour y1, y2 ∈ K,

et

|f2(x1, y)− f2(x2, y) ≤ |βy||x1 − x2|, pour x1, x2 ∈ K.

D'où f est lipschitzienne en (x, y) dans les compacts de U, par suite le problème admet une

solution unique.

Le système linéaire associée au système (4.3) autour de (0, 0) est


Ẋ(t) = −βπ

d
Y (t)− dX(t),

Ẏ (t) =
βπ

d
Y (t− τ)− µY (t)

on pose

∆(λ) = λIdIR2 −Dφf(0, 0)e−λτ ,

ce qui donne

∆(λ) =


λ+ de−λτ

βπ

d
e−λτ

0 λ− (
βπ

d
− µ)e−λτ

 ,

ainsi det ∆(λ) = 0, implique que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ de−λτ

βπ

d
e−λτ

0 λ− (
βπ

d
− µ)e−λτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

donc l'équation caractéristique associée au système (4.3) est

λ2 +
(
d−

(βπ
d
− µ

))
λe−λτ −

(
βπ − µd

)
e−λτ = 0,
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puisque R0 =
βπ

µd
= 1,

alors l'équation caractéristique devient

λ2 + dλe−λτ = 0, (4.4)

dans ce cas on a 0 est le racine de (4.4), alors λ = 0 est une valeur propre de l'équation carac-

téristique.

On sait que

det ∆(λ) = λ2 + dλe−λτ ,

sa dérivée par rapport à λ en λ = 0 égale à d 6= 0 car d > 0,

autrement dit, λ = 0 est une valeur propre simple de l'équation caractéristique (4.4).

Considérons la décomposition C = Xc⊕Xs . En particulier, nous considérons des bases pour

Xc et X∗c notées respectivement Φ = φ1, Ψ = ψ1.

Comme on a λ = 0 est une valeur propre simple, et Φ(θ) = γ1e
λθ = φ1(0)eλθ, donc φ1(0) =

γ1 = (a, b) avec γ1 une solution de système

∆(0)γ1 = 0,

c'est-à-dire ad+
βπ

d
b = 0 et − (

βπ

d
− µ)b = 0, mais puisque

βπ

µd
= 1 implique que

φ1(0) =

 −
µ

d

1

 .

D'autre part, on a

Ψ(θ) = γ2e
−λθ = ψ1(0)e−λθ,

donc ψ1(0) = γ2 = (a′, b′) avec γ2 une solution de système

γ2∆(0) = 0,

ainsi que {
a′d = 0

a′
βπ

d
− b′(βπ

d
− µ) = 0,

c'est-à-dire ψ1(0) = (0, 1).

Maintenant considérons le système obtenu (4.3), si on pose

v(t) =

 X(t)

Y (t)

 ,
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et β̃ = β − µd

π
comme paramètre de la bifurcation, alors le système devient

d

dt
v(t) = L0(β̃)v(t) + L1(β̃)v(t− r) + g(v(t), v(t− r), β̃), (4.5)

où v ∈ IR2, et g : IR2 × IR2 × IR −→ IR2 dé�nie par

g(φ(0), φ(−τ), β̃) =


−(β̃ +

µd

π
)φ1(0)φ2(0)

(β̃ +
µd

π
)φ1(−τ)φ2(−τ)

 ,

est su�samment régulier (g ∈ C∞). On a g(0, 0, β̃) = 0 et Dg(0, 0, β̃) = 0 pour tout β̃ ∈ IR,

τ > 0 et

L0(β̃) =

 −d −(β̃ +
µd

π
)
π

d

0 −µ

 , et L1(β̃) =

 0 0

0 (β̃ +
µd

π
)
π

d


pour φ ∈ C on note par

L(β̃)φ := L0(β̃)φ(0) + L1(β̃)φ(−τ),

F (φ, β̃) := g(φ(0), φ(−τ), β̃)

alors le système (4.5) devient

v̇(t) = L(β̃)vt + F (vt, β̃).

D'après les notations de chapitre 3, on a

Dβ̃F (0, 0) =

 0

0

 , D2
β̃β̃
F (0, 0) =

 0

0

 , D2
φβ̃
F (0, 0) =

 0 0

0 0

 ,

et L
′
(β̃) =


0 −π

d

0
π

d

 ,

soit ψ =

 a

b

 ∈ IR2, on sait que DφF (., β̃) dé�nie sur IR2 à valeur dans l'ensemble des

matrices d'ordre 2, c'est-à-dire DφF (φ, β̃)ψ ∈ IR2 avec

DφF (φ, β̃)ψ =


−(β̃ +

µd

π
)φ2(0)a− (β̃ +

µd

π
)φ1(0)b

(β̃ +
µd

π
)φ2(−τ)a+ (β̃ +

µd

π
)φ1(−τ)b

 ,

FST Fès, Département de Mathématiques 55



Chapitre 4 : Exemple d'application

par suite

D2
φF (φ, β̃)ψ = DφDφF (φ, β̃)ψ =


−(β̃ +

µd

π
)b −(β̃ +

µd

π
)a

(β̃ +
µd

π
)b (β̃ +

µd

π
)a

 .

Finalement, la forme normale associée à l'équation réduite sur la variété centre jusqu'à

l'ordre 2 est
dv

dt
= −µβ

2d
(
µ

d
+ 1)v2 +

πβ̃

d
v.

Alors les points stationnaires possibles sont v∗± = k±, où

k± =
−πβ̃
d
± πβ̃

d

−µβ
d

(
µ

d
+ 1)

,

c'est-à-dire k+ = 0 et k− =
2πβ̃

µβ(
µ

d
+ 1)

.

Il y a deux branches de solutions qui se croisent au point (0, 0). Il s'agit d'une bifurcation

transcritique.

On pose

g(v, β̃) = −µβ
2d

(
µ

d
+ 1)v2 +

πβ̃

d
v,

ainsi que
∂

∂v
g(v, β̃)

∣∣∣∣
v=v∗±

= −µβ
d

(
µ

d
+ 1)k± +

πβ̃

d
,

donc
∂

∂v
g(v, β̃)

∣∣∣∣
v=v∗+

=
πβ̃

d
et

∂

∂v
g(v, β̃)

∣∣∣∣
v=v∗−

= −πβ̃
d
,

alors le point �xe v∗+ est stable si β̃ < 0 et instable si β̃ > 0 ; v∗− possède la propriété de stabilité

opposée.
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Conclusion

Les phénomènes de retard apparaissent naturellement et souvent dans les processus biolo-

giques et physiques. Parmi les principales sources induisant des retards, on cite le temps d'in-

cubation, les temps de transmissions des informations, les temps de transferts des matières ou

encore les temps de mesures. Alors dans le but de se rapprocher du processus réel, une meilleure

modélisation consiste à concevoir "les systèmes à retard", où interviennent des équations dif-

férentielles dont l'évolution, contrairement aux systèmes ordinaires, dépend non seulement de

la valeur courante de leurs variables d'état à l'instant présent, mais aussi d'une partie de leurs

valeurs passées. Cependant, l'analyse mathématique de cette catégorie de systèmes deviennent

plus di�ciles.

Dans ce modeste travail, on a essayé de réduire la complexité d'un système d'équations

di�érentielles à retard en se basant sur deux approches principales. A savoir, les variétés centres

et les formes normales.
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