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Introduction

La compacité faible joue un rôle important en théorie d’analyse fonctionnelle en générale et
en analyse convexe en particulier. C’est une notion qui a trouvé plusieurs applications en op-
timisation. Il s’applique également dans le cas univoque et multivoque pour identifier la limite
de plusieurs processus aléatoires. Différents auteurs ont travaillé sur la compacité faible voir
C.Castaing et P.clauzure [5], J.DIESTEL-J.J.UHL,JR [9],J.K BROOKS-N.DINCULEANU
[2], et C.CASTAING [4] etc. L’objectif de ce travail est de développer certains théorèmes de
compacité faible et leurs applications en minimisation ainsi que leur rôle dans la convergence
des martingales à la limite. Ce projet est composé de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous présentons des définitions et notations. Nous rappelons égale-
ment quelques résultats en analyse fonctionnelle et en théories d’intégration. Puis nous abordons
des notions de mesurabilité, d’intégrale, et celle de la convergence faible pour des multifonc-
tions à valeurs dans l’ensemble des parties non vides d’un espace de Banach E. À la fin de ce
chapitre nous donnons quelques propriétés des multi-mesures ainsi qu’un théorème d’existence
de mesure sélection d’une multi mesure . Quelques propriétés topologiques de l’ensemble de ces
sélections sont également données.

Le deuxième chapitre présente des méthodes de compacité faible dans L1
E où E est un

espace de Banach séparable. Ces résultats sont des extensions de ceux obtenus dans ( [2], [9]),
et dans l’espace des multifonctions mesurables et intégralement bornées à valeurs convexes fai-
blement compactes non vides d’un espace de Banach séparable E.

Dans Le dernière chapitre de ce mémoire, après avoir établi des versions univoques et
multivoques des résultats présentés dans le chapitre deux, nous prouvons l’existence d’un mini-
mum pour des fonctionnelles intégrales convexes dans le cas univoque et multivoque. Puis nous
démontrons l’existence des éléments de meilleure approximation dans L1

E et L 1
Pwkc(E)(Ω,A, µ).

À la fin de ce chapitre nous donnons un rappel de la notion d’ espérance conditionnelle et des
martingales à la limite. Puis nous appliquons quelques résultats du deuxième chapitre pour
montrer la convergence des martingales à la limite.
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1
Quelques notions de base

1.1 Analyse fonctionnelle

1.1.1 Quelques résultats autour : Espaces réflexif- Espaces séparable-
Topologie faible

Dans cette section, E est un espace de Banach.

La séparabilité

Définition 1.1.1

1. Une partie D d’un espace normé E est dite dense dans E si sa fermeture D̄ coïncide
avec E (D̄ = E).
2. Un espace normé E est dit séparable s’il existe un sous ensemble F ⊂ E dénombrable
et dense dans E.

Exemple : Tout espace normé de dimension finie est séparable.

La réflexivité

Définition 1.1.2

On dit que l’espace de Banach E est réflexif si l’injection canonique :

i :
E −→ E∗∗

x 7−→ x̃ = i(x)

est surjective.

Définition 1.1.3

La topologie faible de E est la topologie la moins fine pour laquelle toutes les formes
linéaires continues ϕ ∈ E ′ restent continues. On la note σ

(
E,E

′)
, ou plus rapidement

w.

6



Chapitre1 Quelques notions de base

Théorème 1.1.1: Théorème de Eberlein-Smulian

Soit A un sous ensemble de E. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) A est relativement faiblement compact (Āσ
(
E,E

′)
est compact).

(ii) A est sequentiellement faiblement compact ( toute suite d’éléments de A admet
une sous-suite σ

(
E,E

′) -convergente).
Démonstration. [11, voir théorème 18.A. page 145]

Théorème 1.1.2: Théorème de Dunfor d-Pettis

Soient (Ω,A, µ) est un espace mesuré fini et H ⊂ L1
R(µ) telle que

sup
f∈H

∫
Ω

|f(t)|dµ(t) <∞.

Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) H est relativement faiblement compact dans L1

R.
(ii) H est uniformément intégrable.

Démonstration. [1, voir le théorème 4.3 page 115]

Théorème 1.1.3: théorème d’Egorov

Soient (Ω,B,m) un espace mesuré fini et (fn) une suite de fonctions mesurables définie
sur Ω à valeurs réelles telle que (fn)n converge simplement vers f . Alors pour tout ε > 0,
il existe une partie A ∈ B telle que m(Ω\A) ≤ ε et telle que (fn) converge uniformément
vers f sur A.

Définition 1.1.4

Soit A ⊂ X, l’enveloppe convexe de A noté co(A), est l’intersection de tous les ensembles
convexes contenant A.

Plus explicitement, on peut définir l’enveloppe convexe de l’ensemble A via :

co(A) =

{
n∑
i=1

λixi : n ∈ N, xi ∈ A,
n∑
i=1

λi = 1, λi > 0

}
.

On note par co(A) l’adhérence de co(A) et on a le résultat suivant :

Théorème 1.1.4: Théorème de Krein

Si A est faiblement compact de E alors le co(A) est faiblement compact de E.

Démonstration. [11, voir le théorème 19.E page 162]

PFE 7 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Un corollaire de ce théorème est :
Corollaire 1.1.1

Si A est sous ensemble de E relativement faiblement compact, alors le co(A) est faiblement
compact de E.

Démonstration. En effet, on a A ⊂ Ā
σ
(
E,E

′)
donc :

co(A) ⊂ co

(
Ā
σ
(
E,E

′))
.

Comme Āσ
(
E,E

′)
est compact donc, d’après le théorème de Krein, co

(
Ā
σ
(
E,E

′))
est faiblement

compact, Donc

co(A) ⊂ co

(
Ā
σ
(
E,E

′))
.

Comme co(A) est un fermé au sens de la topologie de la norme de E et convexe alors il est
fermé pour la topologie faible. D’où la faible compacité de co(A).

Théorème 1.1.5: Théorème D’aloglu

Soit E un espace normé. Alors la boule unité fermée de E ′ est compacte pour la topologie
faible-* (w∗).

Ce théorème permet d’en déduire une caractérisation des espaces normés réflexifs (égaux à
leur bidual). Un tel espace est nécessairement un espace de Banach.

1.1.2 Espaces Polonais et Souslin

Définition 1.1.5

Un espace topologique séparable (E, τ) est un espace Polonais s’il est complètement mé-
trisable, autrement dit s’il existe une métrique d complète induisant la topologie τ .

Corollaire 1.1.2

Tout espace Polonais est un espace homéomorphe à un espace métrique complet qui a un
sous-ensemble dense dénombrable.

Exemples :
-Tout espace de Banach séparable est un espace polonais.
-R est un espace polonais.

Définition 1.1.6

Un espace topologique (E, τ) est un espace de Suslin s’il existe un espace polonais Y et
une application continue f : Y → E tel que :

E = f(Y ).

PFE 8 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Exemple :
− Tout espace polonais est un espace de Suslin.

1.2 Théorie d’intégration univoque

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré et (E, ‖ · ‖) un espace de Banach muni de sa tribu
borélienne B(E). E ′b désigne le dual topologique fort de E et E ′s désigne le dual topologique
faible de E, en générale E ′ désigne le dual topologique de E, étant donné x′ ∈ E ′ et x ∈ E
nous notons par

〈
x
′
, x
〉
la valeur de x′ au point x.

1.2.1 Mesurabilité et µ-mesurabilité

Définition 1.2.1: Rappel

Une fonction f : (Ω,A) → (E,B(E)) est mesurable si pour tout B dans B(E), f−1(B)
est un élément de A.

Mesure à densité

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure
de la manière suivante :

Définition 1.2.2

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive sur Ω alors ∀A ∈
A la fonction

γ : A → R+

A 7→
∫

Ω

fχAdµ

est une mesure sur A dite mesure de densité f par rapport à µ et on écrit γ = f.µ.

Mesure absolument continue

Définition 1.2.3

Soient µ et γ deux mesures sur un espace mesurable (Ω,A). On dit que γ est absolument
continue par rapport à µ, et on note γ ≺≺ µ si

∀A ∈ A, µ(A) = 0 =⇒ γ(A) = 0.

PFE 9 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Définition 1.2.4

Une fonction f : (Ω,A, µ)→ E est dite simple si elle est de la forme

f =
n∑
i=1

xi1Ai

où les xi sont distincts deux à deux dans E et (Ai)
n
i=1 est une partition mesurable de Ω.

Remarque 1.2.1. Lorsque E = R, la notion de fonction simple coïncide avec celle de fonction
étagée.

Définition 1.2.5

Une fonction f : (Ω,A, µ)→ E est dite µ -mesurable si c’est une limite presque partout
de fonctions simples.

Remarque 1.2.2. Cette notion est également appelée mesurabilité forte. Nous reprenons le
choix de J. Droniou de l’appeler µ -mesurabilité pour rappeler que cette notion nécessite la
donnée d’une mesure : elle n’est pas liée à la notion d’espace mesurable, mais à celle d’espace
mesuré.

Nous introduisons maintenant une notion de mesurabilité faible.

Définition 1.2.6

Une fonction f : Ω→ E est dite faiblement (scalairement) mesurable si pour tout x′ ∈ E ′ ,
l’application :

t 7→
〈
x
′
, f(t)

〉
est mesurable de Ω dans R.

1.2.2 Espaces d’Orlicz

Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré. Les espaces de Lebesgue Lp(Ω,A, µ) sont définis en consi-
dérant la fonction puissance |x|p avec 1 ≤ p < ∞. Ces espaces sont des espaces de Banach et
l’essentiel de leurs propriétés topologiques et métriques reposent sur la nature de la fonction
puissance x 7→ |x|p qui apparait dans leurs définitions. Les espaces d’Orlicz Lφ, extension na-
turelle des espaces de Lebesgue Lp, sont générés par une fonction φ dite fonction d’Orlicz ou
N - fonction généralisant les fonctions puissances.
NotonsM(Ω) l’ensemble des fonctions µ -mesurables sur Ω à valeurs dans R modulo la relation
d’équivalence = µ− p · p.

PFE 10 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Définition 1.2.7

On appelle fonction d’Orlicz z une fonction φ : R −→ [0,∞] telle que :
(1) φ est paire, convexe et continue à gauche sur [0,∞[,
(2) φ(0) = 0 et φ n’est pas identiquement nulle.

Si de plus,
(3) φ(x) > 0 pour tout x > 0,
(4) φ(x) < +∞ pour tout x ∈ R c’est à dire φ est à valeurs dans [0,∞[,

(5) limx→0
φ(x)
x

= 0 et limx→∞
φ(x)
x

=∞.
la fonction φ est dite N -fonction ou fonction de Young.

Définition 1.2.8

On appelle classe d’Orlicz, l’ensemble des fonctions f ∈M(Ω) vérifiant∫
Ω

φ(f(x))dµ <∞.

On note L0
φ(Ω) la classe d’Orlicz. c’est-à-dire :

L0
φ(Ω) =

{
f ∈M(Ω) telle que

∫
Ω

φ(f(x))dµ <∞
}
.

Définition 1.2.9

On définit l’espace d’Orlicz Lφ(Ω) par :

Lφ(Ω) =
{
f ∈M(Ω) telle que ∃λ > 0 : λf ∈ L0

φ(Ω)
}
,

=

{
f ∈M(Ω) telle que

∫
Ω

φ(λf(x))dµ <∞ pour un certain λ > 0

}
.

La condition −∆2 est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz. Elle joue un
rôle très important dans l’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 1.2.10

Une fonction d’Orlicz φ satisfait la condition −∆2 (φ ∈ ∆2), s’il existe k > 2 tel que,

φ(2x) ≤ kφ(x) ∀x > 0.

1.2.3 Intégrale de Bochner

Définition 1.2.11

Une fonction f : (Ω,A, µ) → E est dite µ -intégrable s’il existe une suite (sn)n∈N de
fonctions simples qui converge vers f µ-presque partout et telle que

∫
Ω
‖sn − f‖E dµ→ 0.

Dans la littérature, on emploie également les termes de µ-intégrabilité ou d’intégrabilité au
sens de Bochner.

PFE 11 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Notation 1.2.1. L’ensemble de toutes les fonctions intégrables au sens de Bochner de E vers
E est noté L1

E.
Sur l’espace L1

E, la semi-norme classique est donné par ‖f‖1 :=
∫

Ω
‖f‖dµ.

Proposition 1.2.1: Bochner

f : (Ω,A, µ)→ E est µ-intégrable si et seulement si f est µ-mesurable et que l’on a∫
Ω

‖f(x)‖Edµ(x) < +∞.

Démonstration. [14, voir proposition II.4 page 9]

Théorème 1.2.1

Soit f est une fonction µ -Bochner intégrable, alors
• limµ(Ω)−0

∫
Ω
fdµ = 0 ;

•
∥∥∫

Ω
fdµ

∥∥ 5
∫

Ω
‖f‖dµ, pour tout Ω ∈ A ;

• Si (An) une suite des membres disjoint deux à deux de A et Ω =
⋃∞
n=1An, alors∫

Ω

fdµ =
∞∑
n=1

∫
An

fdµ,

où la somme à droite est absolument convergente.

Démonstration. [7]

Définition 1.2.12

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré fini et E un espace Banach.
• L1

E(Ω,A, µ) représente l’espace de toutes les (classes d’équivalence de) fonctions µ-
mesurable et Bochner intégrables de Ω à valeur dans E.
Sur l’espace L1

E, la norme classique est donnée par ‖ f ‖p=
∫

Ω
‖ f ‖ dµ .

• L∞E (Ω,A, µ) signifie l’espace de toutes les (classes d’équivalence de) fonctions Bochner
intégrables définies sur Ω à valeur dans E qui sont essentiellement bornées, c’est-à-dire :

‖ f ‖∞= esssup {‖ f(w) ‖, w ∈ Ω} <∞.

Définition 1.2.13

Une fonction m définie sur (Ω,A) à valeurs dans E est une mesure vectorielle, si pour
tout suite (An)n∈N ∈ A des ensembles deux à deux disjoints, nous avons

m
(⋃

n

An
)

=
∑
n

m(An).

PFE 12 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Soit m : A → E une mesure vectorielle. Pour tout A ∈ A, nous définissons |m|(A) par :

|m|(A) := sup
TA

∑
C∈TA

‖m(C)‖E ∀A ∈ A.

avec TA parcourant l’ensemble de toutes les partitions finies de A d’ensembles mesurables.
Si |m|(Ω) est fini, la mesure vectorielle m est dite à variation bornée.
On considère une suite {Cn} dans P(E) \ {∅}, on définie la somme suivante :∑

n

Cn := {x ∈ E : x =
∑
n

xn (convergence inconditionnelle), xn ∈ Cn, n ≥ 1}.

Remarque 1.2.3. Si f : Ω → E est Bochner intégrable, Alors pour A ∈ A, A 7−→ m(A) =∫
A
fdµ est une mesure vectorielle et |m|(A) =

∫
A
‖ f ‖E dµ.

Définition 1.2.14

Un espace de Banach E possède la propriété Radon-Nikodym (RNP en abrégé), si
pour chaque espace de mesure fini (Ω,A, µ) et chaque mesure vectorielle m : A → E à
variation bornée telle que m� µ, Alors il existe f ∈ L1

E(Ω,A, µ) tel que

m(A) =

∫
A

fdµ ∀A ∈ A.

Théorème 1.2.2

Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré et E un espace de Banach, Alors si E ′ a PRN, on a :(
L1
E(Ω,A, µ)

)′
= L∞

E′
(Ω,A, µ).

Démonstration. [10, voir Théorème 1.47 page 14]

Corollaire 1.2.1

Soit E un espace de Banach, alors les affirmation suivantes sont équivalentes
(a) L’espace E ′ a la propriété de Radon-Nikodým.
(b) Tout sous-espace séparable de E a un dual séparable.

Définition 1.2.15

Soit une fonction ϕ : Ω× E → R
⋃
{+∞}.

(a) ϕ est dite intégrande si pour tout w ∈ Ω, dom(ϕ(w, .)) = {x ∈ E : ϕ(x) <∞} 6=
∅, (c’est-à-dire ϕ(w, .) est propre) ;

(b) ϕ est dite intégrande mesurable si ϕ(., .) est B(R)×A mesurable ;
(c) ϕ est dite intégrande normale si ϕ est un intégrande mesurable et pour tout w ∈ Ω,

ϕ(w, .) est semi-continue inférieurement ;
(d) ϕ est dite intégrande normale convexe si ϕ est un intégrande normale et pour tout

w ∈ Ω, ϕ(w, .) est convexe.

0. Soit ν une mesure vectoriel, on dit que ν est µ-absolument continue si µ(A) = 0 implique ν(A) = 0, pour
tout A ∈ A.

PFE 13 Master MACS



Chapitre1 Quelques notions de base

Proposition 1.2.2

Si ϕ : Ω×E → R
⋃
{+∞} un est intégrande mesurable, alors ϕ∗ : Ω×E ′ → R

⋃
{+∞}

est un intégrande normale convexe.

Démonstration. [10, voir Théorème 9.5 page 264]

Soit ϕ : Ω × E → R
⋃
{+∞} un intégrande normale. la fonctionnelle intégrale est définie

par la formule suivant :

Iϕ(x) =

∫
Ω

ϕ(w, x)dµ(w).

Proposition 1.2.3

Soit ϕ : Ω × E → R
⋃
{+∞} un intégrande normale convexe, si α(x) 6 ϕ(w, x) µ.p.p

tel que
∫

Ω
α(w)dµ(w) > −∞, alors Iϕ(.) est faiblement semi-continue inférieurement sur

L1
E(Ω,A, µ).

Démonstration. [10, voir Théorème 9.18 page 269]

1.3 Théorie d’intégration multivoque

Dans cette section (Ω,A, µ) est un espace mesuré de mesure finie et (E, ‖ · ‖) est un espace
de Banach séparable sauf mention de contraire. Pour simplifier, la topologie faible sur E (resp.
faible étoile sur E ′ ) notée par w (resp w∗ ).

Notation 1.3.1. P(E) ( ou 2E
)

: est l’ensemble de toutes les parties de E.
Pf (E) : est l’ensemble de les toutes parties non vides et fermés de E.
Pfc(E) : est l’ensemble de toutes les parties non vides, fermés et convexes de E.
Pk(E) : est l’ensemble de toutes les parties non vides, compactes de E
Pkc(E) : est l’ensemble de toutes les parties non vides, compactes et convexes de E.
Pwkc(E) : est l’ensemble de toutes les parties non vides, w -compactes et convexes de E.
Pfb(E) : est l’ensemble de toutes les parties non vides, fermées et bornées de E.

1.3.1 La topologie métrique de Hausdorff, la fonction d’appui

Soient A,B deux éléments de Pf (E), on définie leur distance de Hausdorff par :

h(A,B) = max

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

}
,

où d(a,B) = infb∈B ‖a− b‖ est appelé la fonction distance.
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Définition 1.3.1

Soit C ∈ P(E), la fonction d’appui δ∗(., C) de C est une fonction de E ′ vers R définie
par :

δ∗
(
x
′
, C
)

:= sup
x∈C

〈
x
′
, x
〉
.

Remarque 1.3.1. Directement à partir de la définition ci-dessus, nous pouvons déduire que
δ∗(., C) est sous-linéaire, w∗- semi-continue inférieurement.

Définition 1.3.2

Soit C ∈ P(E), le rayon de C est :

‖C‖ := sup
x∈C
‖x‖ = h

(
C, {0}

)
La fonction d’appui satisfait les propriétés simples suivantes :

δ∗
(
x
′
, C
)

= δ∗
(
x
′
, coC

)
C ∈ P(E),

δ∗
(
x
′
, C + C ′

)
= δ∗

(
x
′
, C
)

+ δ∗
(
x
′
, C ′
)

x
′ ∈ E ′ et C,C ′ ∈ P(E)\{∅}.

Il est sous-linéaire :
δ∗
(
αx
′
, C
)

= αs
(
x
′
, C
)

α ≥ 0, C ∈ P(E),
δ∗
(
x
′
+ y

′
, C
)
≤ δ∗

(
x
′
, C
)

+ δ∗
(
y
′
, C
)

x
′
, y
′ ∈ E ′ et C ∈ P(E).

En particulier, en prenant y′ = −x′ , on obtient :

δ∗
(
x
′
, C
)

+ δ∗
(
−x′ , C

)
≥ 0 C ∈ P(E)\{∅}.

Pour x′ ∈ E ′ et C ∈ P(E)\{∅}, on a :

δ∗
(
x
′
, C
)
≤
∥∥∥x′∥∥∥

E′
‖C‖.

Remarque 1.3.2. Soient B′ la boule unité fermé de E ′ et C ∈ P(E)\{∅} de E ′, alors

‖C‖ = sup
x′∈B′

δ∗
(
x
′
, C
)
,

en effet, il est évident que supx′∈B′ δ
∗ (x∗, C) ≤ ‖C‖.

Soit x ∈ C, d’après un corollaire de théorème de Hahn Banach [12, voir page 59], il existe
x
′ ∈ B′ avec

∥∥x′∥∥ = 1 tel que ‖x‖ =
〈
x
′
, x
〉
. Ainsi :

‖x‖ ≤ δ∗
(
x
′
, C
)
≤ sup

x′∈B′
δ∗
(
x
′
, C
)
.

Théorème 1.3.1

Soit E espace normé et A,B ∈ Pfcb(E), Alors

h(A,B) = sup
x′∈E′:‖x′‖61

|δ∗(x′, A)− δ∗(x′, B)| .

Démonstration. [10, voir Théorème 1.13 page 9]
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1.3.2 Mesurabilité et Intégrale d’une multifonction

On note par E , la tribu d’Effros, engendrée sur Pf (E) par les parties de la forme :
{C ∈ Pf (E) : C ∩ U 6= ∅}, où U parcourt l’ensemble des ouverts de E.
Soit Γ : (Ω,A)→ (Pf (E), E) une multifonction :

Définition 1.3.3

(a) Γ est dite fortement mesurable si pour tout fermé C de E on a :

Γ−(C) = {w ∈ Ω : Γ(w) ∩ C 6= ∅} ∈ A.

(b) Γ est dite mesurable si pour tout ouvert U de E on a :

Γ−(U) = {w ∈ Ω : Γ(w) ∩ U 6= ∅} ∈ A.

(c) Γ est dite de graphe mesurable si :

Gr(Γ) = {(w, x) ∈ Ω× E : x ∈ Γ(w)} ∈ A.

(d) Γ est dite scalairement mesurable si et seulement si pour tout x′ ∈ E ′ on a : la
fonction w → δ∗(x

′
,Γ(w)) est mesurable.

Si Γ(w) ⊂ Pwkc(E) Alors Γ est mesurable si et seulement si Γ est scalairement mesurable
(la preuve de cette proposition existe dans [10, page 166].

Si E est un espace métrique séparable et complet et (Ω,A, µ) est complet, alors (a)⇔ (b)⇔
(c).

Proposition 1.3.1

Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) une multifonction.
• Γ est mesurable si et seulement si w → d(x,Γ(w)) est mesurable pour tout x ∈ E.
• Si Γ est fortement mesurable alors Γ est mesurable (la réciproque est vraie lorsque

Γ(w) ∈ Pk(E) )

Démonstration. [6, voir page 142 et 143]

Définition 1.3.4

Une sélection d’une multifonction Γ : (Ω,A)→ P(E) est une application f : (Ω,A)→ E
telle que

∀w ∈ Ω : f(w) ∈ Γ(w).

Proposition 1.3.2: Théorème de sélection de Kuratowski-Ryll Nardzewski

Soit Γ : (Ω,A)→ P(E) une multifonction.
Si Γ est mesurable alors Γ admet au moins une sélection mesurable.

Démonstration. [10, voir théorème 2.1 page 154]
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Théorème 1.3.2

Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E), et E est un espace Polonais alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
(a) Γ est mesurable.
(b) il existe une suite {σn} des sélections mesurables de Γ tel que :

∀t ∈ Ω : Γ(w) = {σn(w)}n.

(Représentation de Castaing de Γ )

Démonstration. [10, voir proposition II.3 page 155]

Remarque 1.3.3. Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) est mesurable alors pour tout x′ ∈ E ′ on a :

δ∗
(
x
′
,Γ(w)

)
= sup

n
〈x∗, σn(w)〉 .

Etant donné une multifonction Γ : (Ω,A)→ Pf (E) mesurable, nous définissons l’ensemble
• SΓ(A) = {f ∈ L0

E(Ω,A, µ) : f(w) ∈ Γ(w), µ− a.e. } c’est-à-dire que SΓ est l’ensemble
des sélections mesurables de Γ(.) modulo égalité presque partout.
• S1

Γ(A) = {f ∈ L1
E(Ω,A, µ) : f(w) ∈ Γ(w), µ− a.e. }; c’est-à-dire que S1

Γ est l’ensemble
des L1-sélections de Γ(w) modulo égalité presque partout, avec L1

E est l’espace quotient
de l’espace L1

E, par le sous-espace vectoriel des fonctions presque nulles.

Corollaire 1.3.1

Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) \∅ une multifonction. Si SΓ(A) 6= ∅, alors SΓ(A) est convexe
si et seulement si Γ(w) est convexe, pour tout w ∈ Ω p.p.

Démonstration. [13, voir corollaire 1.6 page 155]

Définition 1.3.5

Un ensemble F dans L1
E(Ω,A, µ) est décomposable si pour tout A ∈ A, et tous f , g dans

F , 1Af + 1Ω\Ag ∈ F .

Il est évident que si F est décomposable, il en est de même de sa fermeture F dans L1
E(Ω,A, µ).

Lemme 1.3.1

Soit B une algèbre et soit A la σ -algèbre engendrée par B. Soit H un ensemble fermé
non vide de L1

E(A, µ). Alors H est décomposable si et seulement si pour tout A ∈ B et
tous f et g dans H, on a f1A + g1Ac ∈ H.

Démonstration. [3, voir lemme 2.4 page 4]
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Théorème 1.3.3

Soit F un sous-ensemble fermé non vide de L1
E. Alors les assertions suivantes sont équi-

valentes :
(i) Il existe Γ : Ω→ Pf (E) mesurable telle que F = S1

Γ.
(ii) F est décomposable c− ȧ− d si pour tout A ∈ A et f, g ∈ F alors 1Af + 1Ω\Ag ∈ F .

Démonstration. [6, voir théorème III.6 page 65]

Remarque 1.3.4. Il est clair que pour toute multifonction Γ, S1
Γ est un ensemble décomposable.

Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) une multifonction avec S1
Γ 6= ∅. Alors Γ est intégrable sur Ω et son

intégrale est l’ensemble des intégrales des éléments de S1
Γ, autrement dit :

Définition 1.3.6 ∫
Ω

Γ(t)dµ(t) =

{∫
Ω

f(t)dµ(t) : f ∈ S1
Γ

}
.

De plus, ∀A ∈ A, on a :
∫
A

Γ(t)dµ(t) =
{∫

A
f(t)dµ(t) : f ∈ S1

Γ

}
.

Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) une multifonction est dite intégralement bornée (ou fortement inté-
grable) s’il existe une fonction g : Ω→ R+ intégrable telle que | Γ(t) |= supx∈Γ(t) ‖ x ‖E6 g(t),
pour tout t ∈ Ω.

Remarque 1.3.5. Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) mesurable.
Par le théorème de sélection mesurable Kuratowski-Ryll-Nardzewski, Γ admet des sélections
mesurables :
- Si Γ est intégralement bornée, toutes les sélections seront intégrables et dominées par une seule
fonction intégrable.
- Si Γ est intégrable, au moins une sélection sera intégrable.

Notation 1.3.2. L’ensemble de toutes les multifonction mesurables intégralement bornées de
Ω vers Pwkc (E) est noté L1

Pwkc (E).

Théorème 1.3.4

Si u : Ω×X → R̄ = R∪{±∞} est mesurable, F : Ω→ 2X\{∅} est de graphe mesurable,
J : f 7−→

∫
Ω
u(ω, f(ω))dµ(ω), et pour tout f(·) ∈ S1

F et il existe au moins un f0 ∈ S1
F tel

que J (f0) > −∞, alors

sup
[
J(f) : f ∈ S1

F

]
=

∫
Ω

sup[u(ω, x) : x ∈ F (ω)]dµ(ω).

Démonstration. [10, voir Théorème 3.24 page 183]
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Proposition 1.3.3

Soit Γ : (Ω,A)→ Pf (E) une multifonction mesurable avec S1
Γ 6= ∅. Alors ∀x

′ ∈ E ′ :

δ∗
(
x
′
,

∫
Ω

Γ(w)dµ(w)

)
=

∫
Ω

δ∗
(
x
′
,Γ(w)

)
dµ(w).

Démonstration. D’après la définition ci-dessus, on a :

δ∗
(
x∗,

∫
Ω

F (ω)dµ(ω)

)
= sup

[(
x∗,

∫
Ω

f(ω)dµ(ω)

)
: f ∈ S1

F

]
,

= sup

[∫
Ω

(x∗, f(ω)) dµ(ω) : f ∈ S1
F

]
.

Et d’après la théorème 1.3.2, on a

sup
[∫

Ω
(x∗, f(ω)) dµ(ω) : f ∈ S1

F

]
=
∫

Ω
sup [(x∗, x) : x ∈ F (ω)] dµ(ω),

=
∫

Ω
δ∗ (x∗, F (ω)) dµ(ω).

D’ou
δ∗
(
x∗,

∫
Ω

F (ω)dµ(ω)

)
=

∫
Ω

δ∗ (x∗, F (ω)) dµ(ω).

Théorème 1.3.5

• Soit Γ : (Ω,A) → Pwkc(E) une multifonction de graphe mesurable et intégrable-
ment bornée, alors S1

Γ est non vide, w-compact et convexe.
• Inversement, si E est séparable, Γ : (Ω,A)→ Pwkc(E) une multifonction de graphe
mesurable et intégrablement bornée et S1

Γ est non vide, w-compact et convexe dans
L1
E, alors Γ(t) ∈ Pwkc(E).

Démonstration. [10, voir Théorème 3.34 page 187]

Remarque 1.3.6. Pour Γ ∈ L1
Pwkc(E) :

- il existe f ∈ S1
Γ telle que s

(
x
′
,Γ(t)

)
=
〈
x
′
, f(t)

〉
p.p sur Ω.

Proposition 1.3.4

Soit E un espace localement convexe de Suslin, (Ω,A, µ) un espace mesuré, Γ une multi-
fonction de Ω vers des sous-ensembles convexes fermés et faiblement localement compacts
de E qui ne contient pas de droite et Σ de Ω vers des sous-ensembles convexes fermées
de E. Si pour tout x′ ∈ E ′, δ∗ (x′ | Σ′(t)) ≤ δ∗ (x′ | Γ(t)) , µ − presque partout alors
Σ(t) ⊂ Γ(t) µ -presque partout.

Démonstration. [6, voir théorème III.35 page 83]
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1.3.3 La convergence des multifonctions

Définition 1.3.7

Soit {Γn,Γ}n>1 ∈ L1
Pwkc (E), on dit que Γn est converge faiblement dans L1

Pwkc (E) vers Γ,
noté par Γn

w−→ Γ dans L1
Pwkc (E) si et seulement si pour tout u(.) ∈ L∞

E
′
b

(Ω,A, µ), on a∫
Ω
δ∗ (u(w),Γn(w)) dµ(w) −→

n

∫
Ω
δ∗ (u(w),Γ(w)) dµ(w).

Théorème 1.3.6

Si Γn,Γ : Ω → Pwkc(E) sont des multifonctions intégrablement bornées, alors Γn
w−→ Γ

si et seulement si, pour tout z′ ∈ E ′, δ∗ (z′,Γn(·)) w→ δ∗ (z′,Γ(·)) dans L1(R).

Démonstration. =⇒ Notons d’abord que Γn,Γ sont mesurables, donc on peut trouver des
fonctions mesurables {fmn }m≥1 et {fm}′′m≥1 de Ω dans E telle que Γn(ω) =

{
fmn (ω)

}
m≥1

et

Γ(ω) =
{
fm(ω)

}
m≥1

(d’après la représentation de Castaing 1.3.2 ). Donc

ω 7−→ δ∗ (z′,Γn(ω)) = sup
m≥1

(z′, fmn (ω)) et ω 7−→ δ∗ (z′,Γ(ω)) = sup
m≥1

(z′, fm(ω))

sont mesurables et intégrables car Γn,Γ sont mesurables et intégrablement bornées.
Soit x′(·) = χA(·)z′ avec A ∈ A. On a alors∫

A

δ∗ (z′,Γn(ω)) dµ(ω) =

∫
Ω

δ∗ (x′(w),Γn(ω)() dµ(ω)

et ∫
Ω

δ∗ (x′(w),Γn(ω)() dµ(ω)→
∫

Ω

δ∗ (x′(w),Γ(ω)() dµ(ω)

et ∫
Ω

δ∗ (x′(w),Γ(ω)() dµ(ω =

∫
A

δ∗ (z′,Γn(ω)() dµ(ω)

D’ou ∫
A

δ∗ (z′,Γn(ω)) dµ(ω)→
∫
A

δ∗ (z′,Γ(ω)() dµ(ω),

ce qui implique δ∗ (z′,Γn(·)) w→ δ∗ (z′,Γ(·)) dans L1.
⇐= Soit x′(·) ∈ L∞E′ une fonction simple, c’est-à-dire

x′(ω) =
n∑
k=1

z′kχAk(ω),
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avec z′k ∈ E ′ et Ak ∈ A. Alors on a

δ∗
(
x′, S1

Γn

)
=

∫
Ω

δ∗ (x∗(ω),Γn(ω)) dµ(ω),

=
n∑
k=1

∫
Ak

δ∗ (z∗k,Γ(ω)) dµ(ω),

→
n∑
k=1

∫
A

δ∗ (z′k,Γ(ω)) dµ(ω),

=

∫
Ω

δ∗ (x′(ω),Γ(ω)) dµ(ω) = δ∗
(
x′, S1

Γ

)
.

Rappelons que tout x∗(·) ∈ L∞ (E ′s) peut être approximé dans la topologie de Mackeym
(
L∞E′s , L

1
E

)
par des fonctions simples.
Notons que S1

Γn
, S1

Γ ∈ Ptextwkc (L1
E) (d’après la théorème 1.3.5 ) car on a Γn,Γ ∈ Ptextwkc,

donc δ∗
(
(·), S1

Γn

)
et δ∗ ((·), S1

Γ) sont m -continus. Donc

δ∗
(
(·), S1

Γn

)
→ δ∗

(
(·), S1

Γ

)
,

pour tout x′(·) ∈ L∞E′s .
D’ou

Γn
w−→ Γ.

1.3.4 Topologie de Mackey

Soit E un espace de Hausdorff localement convexe. Nous savons déjà que E ′ a une topologie
localement convexe, w∗.
Nous voulons d’abord définir la plus grande topologie localement convexe m(E

′
, E) sur E ′ qui

produit E comme dual topologique, cette topologie est appelée la topologie de Mackey.
Cette topologie est telle que : pour toute topologie localement convexe τ sur E ′ on a :

w∗ ⊂ τ ⊂ m(E
′
, E).

Définition 1.3.8

La topologie de Mackey sur E ′, est la topologie de la convergence uniforme sur tous les
ensembles absolument convexes w -compacts de E; c’est-à-dire :

x
′

n

m
(
E
′
,E
)

−→ x
′ ⇐⇒ ∀C ∈ Pwkc(E) : sup

x∈C

∣∣∣〈x′n − x′ , x〉∣∣∣ −→
n

0.

Théorème 1.3.7

Soient E un espace de Banach et C ⊂ E. Alors les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :
(1) C ∈ Pwkc(E).
(2) La fonction x′ 7−→ δ∗(x

′
, C) est m(E

′
, E)- continue.
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Démonstration. [8, voir le théorème 2.5 page 271]

Remarque 1.3.7. Soient E un espace de Banach et C ⊂ E. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) co(C) ∈ Pwkc(E).
(2) La fonction x′ 7−→ δ∗(x

′
, C) est m(E

′
, E)- continue.

Démonstration. [10, voir remarque 2.43 page 168]

R(E)-tendue

On note R(E) l’ensemble des convexes fermés non vides de E dont l’intersection avec toute
boule fermé B(x, ρ) est faiblement compacte.

Définition 1.3.9

Soit H une partie de L1
E. On dit que H est R(E)-tendue si pour tout ε > 0, il existe une

multifonction mesurable, Γε, à valeurs dans R(E) telle que :

∀f ∈ H : µ
(
{t ∈ Ω : f(t) /∈ Γε(t)}

)
≤ ε

1.3.5 Multimesures

Soit (Ω,A) un espace mesurable et E un espace de Banach. Pour la suite sur P(E), nous
considérons l’addition de Minkowski, notée ” u ” définie par :

AuB = A+B.

Définition 1.3.10

On dit qu’une multifonction M : A → P(E) est additive si :
∀A,B ∈ A tels que A ∩B = ∅ on a : M

(
A ∪B

)
= M(A) +M(B).

Quand les valeurs de M sont w-compacts, l’opération de fermeture n’est plus nécessaire.
Cette définition peut être étendue à une famille disjointe deux-à-deux de membres de A.

Définition 1.3.11

• On dit qu’une multifonction M : A → P(E) r {∅} est une multimesure forte si
M(∅) = {0} et pour toute suite {An} ⊂ A deux-à-deux disjoints on a :

M
(⋃

n

An
)

=
∑
n

M(An).

• On dit qu’une multifonction M : A → Pcf (E) r {∅} est une multimesure faible si
M est additive et pour toute x′ ∈ E ′, la fonction A→ s

(
x
′
,M(A)

)
est une mesure

réel.
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Exemple Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré finie, E est un espace de Banach séparable et
Γ : Ω→ P(E)r{∅} une multifonction de graphe mesurable avec S1

Γ 6= ∅, AlorsM : A → P{(E)
définie par :

M(A) =

∫
A

Γ(t)dµ(t),

est multimesure.

SoitM : A → P(X)r{∅} une multimesure forte. Pour tout A ∈ A, nous définissons VM(A)
par :

VM(A) := sup
TA

∑
C∈TA

‖M(C)‖ ∀A ∈ A,

avec TA parcourant l’ensemble de toutes les partitions finies de A en ensembles mesurables.
Si VM(Ω) est fini, la multimesure M est dite à variation bornée.
La multimesure M est dite µ-absolument continue si µ(A) = 0 implique M(A) = 0, pour tout
A ∈ A.

Définition 1.3.12

Soit une multifonction M : A → P(E). Une application m : A → E est dite une
sélection de M si pour tout A ∈ A,m(A) ∈M(A).

L’ensemble de toutes les sélections de mesures M est désigné par SM .

Corollaire 1.3.2

Si M : A → Pwk(E) est une multimesure, Alors SM 6= ∅.

Sur SM on peut définir la topologie τ de la convergence faible simple (c’est-à-dire mα
τ→ m

si et seulement si, pour tous A ∈ A,mα(A)
ω→ m(A)).

Soient S l’espace de toutes les fonctions simples à valeurs dans R et ca(E) l’espace de toutes les
mesures vectorielles à valeurs dans E. Considérons le produit tensoriel S ⊗ E ′. C’est l’espace
de toutes les fonctions simples A-mesurables à valeurs dans E ′ . Donc si u ∈ S ⊗ E ′ , u(ω) =∑m

k=1 χAk(ω)x′k avec {Ak}nk=1 A partition de Ω et x′k ∈ E
′ . Alors S ⊗X ′ et ca(X) peuvent être

mis en dualité via la forme bilinéaire

〈m,u〉 =

〈
m,

n∑
k=1

xAkx
′

k

〉
=

n∑
k=1

(
x
′

k,m (Ak)
)
,

où {Ak}nk=1 est une A-partition finie de Ω et x′k ∈ E
′
, k = 1, 2, . . . , n. Alors il est facile de voir

que la topologie de convergence faible simple sur ca(E) n’est rien d’autre que la topologie faible
w
(
ca(E), S ⊗ E ′

)
. Dans ce qui suit, nous désignons cette topologie par ω̂ .

Théorème 1.3.8

Soit M : A → Pwk(E) est une multimesure non vide, alors
(a) SM est ω̂-compact,
(b) si en plus, M est à valeur dans Pwkc(E), Alors, pour tout A ∈ A,

M(A) = {m(A)/m ∈ SM}.
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Démonstration. [10, voir Théorème 4.14 page 854]

Notez que l’ensemble des sélections de mesure SM a la propriété de décomposabilité sui-
vante : si m1,m2 ∈ SM et A ∈ A, Alors χAm1 +χAcm2 ∈ SM , ici χAm1 est la mesure vectorielle
C −→ m(A+ C).
On désigne par ca(E) l’espace de toutes les mesures vectorielles à valeur dans E sur A.

Définition 1.3.13

Soit K ∈ ca(E) est dite décomposable si pour tout m1,m2 ∈ K et tout A ∈ A, on a
χAm1 + χAcm2 ∈ K.
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2
Les méthodes de Compacité faible

2.1 Compacité faible dans L1
E

Il existe une variété de résultats intéressants sur la compacité faible dans l’espace L1
E. Le

but de ce chapitre dû à CHARLES.CASTAING - PAULETTE CLAUZURE. [4].
Dans toute la suite, nous considérons (Ω,A, µ) est un espace mesuré avec µ finie et A µ-
complète, E est espace de Banach séparable.

Proposition 2.1.1

Soit l : L∞
E
′
b

(Ω,A, µ) → R une application sous-linéaire continue sur L∞
E
′
b

(Ω,A, µ) et
additive au sens suivant : pour tout couple (f1, f2) dans L∞

E
′
b

(Ω,A, µ) de supports disjoints,
on a l (f1 + f2) = l (f1) + l (f2) et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout A fixé dans A, x′ 7→ l (χAx
′) est m (E ′, E) continue (i.e., continus pour

la topologie de Mackey) ;
(ii) Pour toute suite croissante (An) dans A, de réunion A, pour tout x′ fixé

dans E ′, on a limn→∞ l (χAnx
′) = l (χAx

′) . Alors la multimesure M de A à
valeurs convexes faiblement compactes non vides de E, définie par la formule
δ∗ (x′,M(A)) = l (χAx

′), pour tout (A, x′) ∈ A × E ′, est à variation bornée
, et de façon précise M(A) ⊂ v(A)B pour tout A ∈ A, où B est la boule unité de
E et v une mesure positive finie sur A absolument continue par rapport a µ.

Démonstration. Pour tout A ∈ A, désignons par SA l’ensemble de toutes les A -partitions
dénombrables de A et notons B′ la boule unité de E ′ et posons

v(A) = sup

{
∞∑
i=0

l (χAix
′
i) : (Ai)i∈N ⊂ SA, (x

′
i)i∈N ⊂ B′

}
.

Montrons que v est une mesure positive finie sur A :
En raison de sa définition ν est une fonction d’ensembles positive. Reste à vérifier la σ -additivité
de v.
Soit A ∈ A et (Aj)j∈N une A-partition de A. Montrons d’abord l’inégalité suivante :

∞∑
j=0

v (Aj) 6 v(A).
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Soit ε > 0. En raison de la définition de v, il existe pour chaque entier j, une suite (Aji) ∈ SA

et une suite
(
x′ji
)
⊂ B′ telles que

v (Aj) 6
ε

2s+1
+
∞∑
i=0

l
(
χAjtx

′
ji

)
.

De là on déduit
∞∑
j=0

v (Aj) 6 ε+
∞∑
j=0

(
∞∑
i=0

l
(
χAjix

′
ji

))
.

Or la suite
(
l
(
χAjix

′
ji

))
(j,i)∈N2 est absolument sommable car pour toute suite finie disjointe

(Dk)k∈N dans A et toute suite finie (x′k)k∈N dans B′, on a, en raison des propriétés de l,∑
k∈N

|l (χDkx′k)| 6
∑
k∈N

l (χDkakx
′
k) où ak = ±1,

ce qui implique
∑

k∈N |l (χDkx′k)| 6 α. En effet :
Comme l est une forme sous-linéaire additive continue sur L∞E′b(Ω,A, µ), alors il existe une
constante α ∈ R∗+ telle que |l(f)| 6 α‖f‖∞, pour tout f ∈ L∞E′0 . Ainsi on a :

|
n∑
i=1

l (χAix
′
i) | =

∣∣∣∣∣l
(

n∑
i=1

x′iχAi

)∣∣∣∣∣ ,
6 ‖l‖

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x′iχAi

∣∣∣∣∣
∞

,

6 ‖l‖
n∑
i=1

µ(Ai) car ‖xi‖ 5 1,

6 ‖l‖µ(Ω),

par suite

lim
n→∞

n∑
i=1

l (χAix
′
i) 6 lim

n→∞
‖l‖µ(Ω),

ainsi

sup
(Ai)i∈N⊂SA,(x′i)i∈N⊂B

′
lim
n→∞

n∑
i=1

l (χAix
′
i) 6 lim

n→∞
‖l‖µ(Ω),

ce qui implique v(A) 6 α, pour tout A ∈ A.
Puisque (Aji)(j,i)∈N2 ∈ SA, on a

∑∞
j=0 v (Aj) 6 ε+ v(A). Comme ε > 0 est arbitraire, on a

∞∑
j=0

v (Aj) 6 v(A).

L’inégalité inverse se démontre de la même façon
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Soit ε > 0. En raison de la définition de v, il existe (Ck)k∈N ∈ SA et (x′k) ⊂ B′ telles que

ν(A) 6 ε+
∞∑
k=0

l (χCkx
′
k) .

Compte tenu de (ii) et de l’additivité de l, on a, pour tout k ∈ N

l (χCkx
′
k) = lim

p→∞
l
(
χ⋃p

j=0(Ck∩Aj)x
′
k

)
,

=
∞∑
j=0

l
(
χ(Ck∩Aj)x

′
k

)
.

D’où

v(A) 6 ε+
∞∑
k=0

∞∑
j=0

l
(
χAj∩Ckx

′
k

)
,

= ε+
∞∑
j=0

∞∑
k=0

l
(
χCk∩Ajx

′
k

)
,

ainsi

v(A) 6 ε+

∫ ∞∑
j=0

ν (Aj) .

Comme ε est arbitraire, on a v(A) 6
∑∞

j=0 v (Aj), ce qui établit la σ -additivité de ν.
En raison de la définition de ν, on a

|δ∗ (x′,M(A))| = |l (χAx′)| 6 v(A) ‖x′‖ ,

pour tout (A, x′) ∈ A×E ′. Donc M est à variation bornée et l’on a M(A) ⊂ ν(A)B, pour tout
A ∈ A, avec v absolument continue par rapport à µ.
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Proposition 2.1.2

Soit l une forme sous-linéaire, additive continue sur L∞E′b(Ω,A, µ) et vérifiant la condition
suivante :
(∗) Pour toute suite croissante (An) dans A de réunion A et pour tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ),
on a :

lim
n→∞

l (χAnu) = l (χAu) ,

Soit ϕ : Ω× E ′b → R un intégrande A⊗ B (E ′b) -mesurable tel que :
(i) Pour tout w fixé dans Ω, ϕ(ω, .) est sous-linéaire continue sur E ′b ;
(ii) Il existe k ∈ L1

+(Ω,A, µ) telle que

|ϕ (ω, x′)− ϕ (ω, y′)| 6 k(ω) ‖x′ − y′‖ ,

pour tout (ω, x′, y′) ∈ Ω× E ′b × E ′b.
Supposons que l’on ait pour tout (A, x′) ∈ A× E ′b,

l (χAx
′) =

∫
Ω

ϕ (ω, χAx
′)µ(dω),

alors, on a, pour tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ),

l(u) =

∫
Ω

ϕ(ω, u(ω))µ(dω).

Démonstration. Soit u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ). Il existe une suite (un) de fonctions A-étagées de Ω à
valeurs dans E ′b qui convergent simplement vers u. En vertu du théorème d’Egorov 1.1.3, pour
tout ε > 0, il existe Aε ∈ A tel que µ (Ω\Aε) 6 ε et tel que (χAεun) converge uniformément
vers χAεu.
D’où

lim
n→+∞

l (χAεun) = l (χAεu) car l est continue.

En vertu de l’hypothèse, on a, pour tout entier n,

l (χAεun) =

∫
Ω

ϕ (ω, χAε(ω)un(ω))µ(dω).

Il résulte de (ii), qu’on a

lim
n→∞

∫
Ω

ϕ (ω, χAε(ω)un(ω))µ(dω) =

∫
Ω

ϕ (ω, χAε(ω)u(ω))µ(dω).

D’où
l (χAεu) =

∫
Ω

ϕ (ω, χAε(ω)u(ω))µ(dω).

Par récurrence, il existe une suite croissante (An) dans A telle que

∀n, µ (Ω\An) 6 2−n,
∀n, l (χAnu) =

∫
An
ϕ(ω, u(ω))µ(dω),
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Compte tenu de la condition (∗), on a

lim
n→∞

l (χAnu) = l
(
χ⋃∞

n=0(An)u
)
.

Comme µ (Ω \
⋃∞
n=0 (An)) = 0, on en déduit que

l(u) = l
(
χ⋃∞

n=0 An
u
)

= lim
n→∞

∫
An

ϕ(ω, u(ω))µ(dω) =

∫
Ω

ϕ(ω, u(ω))µ(dω).

Théorème 2.1.1

Soit E un espace de Banach, soit ϕ : Ω × E → [0,+∞] un intégrande A ⊗ B(E)−
mesurable tel que pour tout (ω, x) ∈ Ω × E, on ait ϕ(ω, x) > ‖x | −α(ω) où α est une
fonction positive µ -intégrable sur Ω.
Soit H une partie non vide de L1

E(Ω,A, µ) satisfaisant aux conditions suivantes :
i) {ϕ(·, u(·)) : u ∈ H} est uniformément intégrable dans L1

R(Ω,A, µ),
ii) Pour tout A ∈ A, l’ensemble HA =

{∫
A
udµ : u ∈ H

}
est relativement σ (E,E ′) ,

iii) Toute mesure vectorielle m : A → E, à variation bornée pour laquelle on a
m(A) ∈ co (HA), pour tout A ∈ A, admet une densité Bochner µ -intégrable.

Alors
(a) H est uniformément intégrable dans L1

E(Ω,A, µ).
(b) Tout élément l appartenant à l’adhérence de H dans le bidual faible de L1

E(Ω,A, µ)

noté Hw∗ admet pour représentation intégrale,

l (χAx
′) =

∫
A

〈x′, f(ω)〉µ(dω),

où f ∈ L1
E(Ω,A, µ), pour tout (A, x′) ∈ A× E ′.

(c) Si l’on suppose de plus que L1
E(Ω,A, µ)′ = L∞E′b

(Ω, A, µ), alors H est relativement

σ
(
L1
E, L

∞
E′b

)
compact.

Démonstration. • Montrons (a) :
on a

‖u(ω)‖ 6 ϕ(ω, u(ω)) + α(ω),

pour tout ω ∈ Ω et tout u ∈ H. Alors pour tout A ∈ A on a :∫
A

‖u(ω)‖µ(dω) 6
∫
A

ϕ(ω, u(ω)) + α(ω)µ(dω),

ainsi

lim
µ(A)→0

sup
u∈H

∫
A

‖u(ω)‖µ(dω) 6 lim
µ(A)→0

sup
u∈H

∫
A

ϕ(ω, u(ω)) + α(ω)µ(dω),

compte tenu de la condition (i), le point (a) est vérifie.
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• Montrons (b) :

Soit l ∈ Hw∗ , où Hw∗ est l’adhérence de H dans le bidual faible de L1
E(Ω, A, µ). Comme

H est borné pour la norme de L1
E(Ω,A, µ), alors par théorème D’aloglue 1.1.5 Hw∗ est

compact.
De plus, pour tout A ∈ A et tout x′ ∈ E ′, on a

l (χAx
′) 6 δ∗ (x′, HA) .

Donc d’après la remarque 1.3.7, l’application x′ 7→ l (χAx
′) est continue sur E pour

la topologie de Mackey m (E ′, E), pour tout A fixé dans A, car HA est relativement
faiblement compact d’après la condition (ii).

Compte tenu de l’hypothèse faite sur ϕ, pour tout u ∈ H et tout x′ ∈ E ′ de norme 6 1,
on a

〈u(ω), x′〉 6 ϕ(ω, u(ω)) + α(ω),

pour tout ω ∈ Ω. Par suite, pour tout A ∈ A, tout x′ ∈ E ′ avec ‖x′‖ 6 1 et tout u ∈ H,
on a

〈u, χAx′〉 =

∫
A

〈u(ω), x′〉µ(dω) 6
∫
A

[ϕ(ω, u(ω)) + α(ω)]µ(dω).

Ainsi

sup
u∈H
〈u, χAx′〉 = sup

u∈H

∫
A

〈u(ω), x′〉µ(dω) 6 sup
u∈H

∫
A

[ϕ(ω, u(ω)) + α(ω)]µ(dω).

D’où
l (χAx

′) 6 sup
u∈H

∫
A

ϕ(ω, u(ω))µ(dω) +

∫
A

α(ω)µ(dω).

Posons 〈m(A), x′〉 = l (χAx
′) pour tout (A, x′) ∈ A× E ′.

En vertu de ce qui précède et de la proposition 2.1.1, la mesure vectorielle m : A 7→ E
ainsi définie est à variation bornée et absolument continue par rapport à la mesure µ.
Comme m(A) ∈ ∈ co (HA) pour tout A ∈ A, la condition (iii) implique que m admet
une densité Bochner µ -intégrable f. Soit

l (χAx
′) = 〈m(A), x′〉 =

∫
A

〈f(ω), x′〉µ(dω),

pour tout (A, x′) ∈ A× E ′, ce qui établit le point b) de l’énoncé.
• Montrons (c) :

Pour démontrer le point c , il suffit de vérifier que, pour tout v ∈ L∞E′b(Ω,A, µ), on a

l(v) =

∫
Ω

〈f(ω), v(ω)〉µ(dω),

0. Rappelons qu’un sous-ensemble H de L1
E est uniformément intégrable si limµ(A)→0 supf∈H

∫
A
‖f‖dµ = 0,

avec A ∈ A
0. Un sous ensemble A d’un espace vectoriel topologique X muni de la topologie faible, est relativement

faiblement compact, si pour tout suite de A il existe une sous suite converge faiblement vers un élément de X.
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vu l’hypothèse portant sur l’intégrande ϕ, on a, pour tout v ∈ L∞E′0(Ω,A, µ), tout u ∈ H
et tout A ∈ A

〈χAv, u〉 6 ‖v‖∞ sup
u∈H

[∫
A

ϕ(ω, u(ω))µ(dω) +

∫
A

α(ω)µ(dω)

]
.

Soit (An) une suite croissante dansA de réunionA, on a, pour tout entier n, |l (χAv)− l (χAnv)| =∣∣l (χA\Anv)∣∣ . D’où

|l (χAv)− l (χAnv)| 6 ‖v‖∞
[

sup
u∈H

∫
A

ϕ(ω, u(ω))µ(dω) +

∫
A\An

α(ω)µ(dω)

]
.

Donc limn→∞ l (χAnv) = l (χAv) car limn→∞ µ (A\An) = 0. Il résulte de la proposition
2.1.2, qu’on a

l(v) =

∫
Ω

〈f(ω), v(ω)〉µ(dω),

pour tout v ∈ L∞E′b(Ω,A, µ).

Lemme 2.1.1: Grothendieck

Soit A un bornée d’un espace de Banach E qui possède les propriété suivant :
il existe ε > 0 et un sous ensemble H de E faiblement compact tel que A ⊂ H + εB (
avec B une boule unité fermé de E), alors A est est relativement faiblement compact.

Démonstration. Soit A l’adhérence de A dans le bidual de E. Comme A est bornée pour la
norme de E, alors d’après le théorème 1.1.5 A est compact dans ce bidual faible. Soit B′′ la
boule unité du bidual de E, ainsi H+εB′′ est σ(E ′′, E ′) fermé car, on a, B′′ et H sont σ(E ′′, E ′)
compact. En vertu de l’hypothèse A ⊂ H + εB, alors A ⊂ H + εB′′, par suite A ⊂ E + εB′′.
Posons ε un nombre arbitraire positive, et E est fermé dans E ′′ au sens de la topologie forte,
donc A ⊂ E.

Théorème 2.1.2

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré avec µ σ-finie, A µ-complet, et (un)n>1 une suite
bornée dans L1

E(A) qui vérifie la condition d’approximation suivante. Pour tout ε > 0, il
existe une multifonction A-mesurable et intégralement bornée Lε de Ω dans Pwkc(E) avec
0 ∈ Lε(ω),∀ω ∈ Ω et une suite (Ωn

ε )n>1 dans A telle que{
∀n > 1, ∀ω ∈ Ω, 1Ω\Ωnε (ω)un(ω) ∈ Lk(ω)
∀n > 1,

∫ ∣∣un − 1Ωnε un
∣∣ dµ 6 ε

Alors (un)n>1 est relativement faiblement compacte dans L1
E(A), et il existe une sous

suite (unk)k>1 de (un)n>1 et u∞ dans L1
E(A), telle que{

unk → u∞ pour σ
(
L1
E(A), L∞E,(A)

)
u∞(ω) ∈ coLs {un(ω)} p.s.

où Ls {un(ω)} =
⋂∞
k=1

{
um(ω) : m > k

}σ
et σ désigne l’adhérence pour la topologie faible

σ (E,E ′).
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Démonstration. Soit Lε et Ωn
ε qui satisfont aux conditions de l’énoncé. Pour tout n > 1, on a

un = 1Ωnε un + 1Ω\Ωnε un

De sorte que la suite
(
1Ωnε un

)
n≥1

demeure dans l’ensemble S1
Lε

des sélections intégrables de Lε,
qui est σ (L1

E(A), L∞E′(A)) compact (d’après le théorème 1.3.5). Comme on a∣∣un − 1Ωnε un
∣∣ 6 ε

Donc
{un/n > 1} ⊂ S1

Lε + εBL1
E
.

Alors d’après le théorème 2.1.1 on conclut que (un)n>1 est relativement faiblement compacte
dans L1

E(A).

Corollaire 2.1.1

Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré avec µ σ-finie et E un espace de Banach séparable,
(un)n>1 une suite uniformément intégrable dans L1

E(A), h une fonction strictement posi-
tive µ -intégrable sur Ω. On suppose que la suite (un)n>1 admette la propriété d’approxi-
mation suivante. Pour tout ε > 0, il existe une multifonction A-mesurable Lε de Ω à
valeurs dans R(E) avec 0 ∈ Lε(ω), ∀ω ∈ Ω et une suite (Ωn

ε )n>1 dans A telles que{
∀n > 1,

∫
Ω\Ωnε

hdµ 6 ε

∀n > 1, ∀ω ∈ Ω, 1Ωnε (ω)un(ω) ∈ Lε(ω)

Alors la suite (un)n>1 est relativement σ (L1
E(A), L∞E′(A)) compacte.

Démonstration. Soit h une fonction strictement positive et µ-intégrable sur Ω. Comme (un)n>1

est uniformément intégrable dans L1
E(A, µ), pour tout ε > 0, il existe δ > 0 et η > 0 tels que{ ∫

A
hdµ < δ ⇒ supn>1

∫
A
|un| dµ < ε

2

supn>1

∫
[|un|>ηh]

|un| dµ < ε
2

En vertu de l’hypothèse, il existe une multifonction A -mesurable Lε à valeurs dans R(E) avec
0 ∈ Lε(ω), ∀ω ∈ Ω, et (Ωn

ε )n>1 dans A tel que
∫

Ω\Ωnε
hdµ 6 δ, ∀n > 1 et tel que un(ω) ∈ Lε(ω)

pour tout ω ∈ Ωn
ε . Pour tout n > 1, on a

un = 1Ωnε∩[|un|6ηh]un + 1(Ωnε )c∩[|un|6ηh]un + 1[|un|>ηh]un

de sorte que la suite (
1Ωnε∩(|un|6ηh]un

)
n>1

demeure dans l’ensemble S1
Φε

des sections intégrables de la multifonction A-mesurable intégra-
blement bornée Φε de Ω à valeurs dans Ptextwkc(E) définie par

Φε(ω) = Lε(ω) ∩ ηh(ω)B, ∀ω ∈ Ω

où B est la boule unité de E. Vu le choix de δ et η, on a, pour tout n > 1∣∣un − 1Ωnε∩[|un|6ηh]un
∣∣
L1 < ε

de sorte que (un)n>1 est relativement σ (L1
E(A), L∞E′(A)) compacte.

PFE 32 Master MACS



Chapitre2 Les méthodes de Compacité faible

Lemme 2.1.2

Soient (Ω,A, P ) un espace probabilisé, et (Γn)n>1 une suite bornée dans L1
Pwkc(E)(A).

Alors il existe une suite extraite (Γnk)k>1 de (Γn)n>1, une suite (Bk)k>1 dans A telles
que :
1. limk→∞ P (Bk) = 1.
2. (1BkΓnk)k>1 est uniformément intégrable.
3. (1BkΓnk)k>1 converge vers 0 en mesure, c’est-à-dire, pour tout ε > 0,
limk→∞ P

{
1Bck |Γnk | > ε

}
= 0.

Démonstration. [4, voir le lemme 2.4 page 4]

Voici un corollaire de ce lemme
Corollaire 2.1.2

Sous les hypothèses et notations du Lemme 2.1.2, il existe une suite croissante (Am)m>1

dans A et une sous suite
(
Γnkm

)
m>1

de (Γnk)k>1 telle que
1. P (Am) = 1.
2. La suite

(
1AmXmkm

)
m>1

soit uniformément intégrable.
3. Pour tout entier p > 1, la restriction de

(
Γnkm

)
m>1

à Ap est uniformément inté-
grable.

Démonstration. • Montrons (1) et (2) :
En vertu du lemme 2.1.2 il existe une suite extraite (Γnk)k>1 de (Γn)n>1, une suite (Bk)k>1

dans A telles que : limk→∞ P (Bk) = 1. Alors puisqu’on a limk→∞ P (Bk) = 1, il existe
une sous suite (Bk9)q>1 de (Bk)k>1 telle que

P (Bk4) > 1− 2−q, ∀q ∈ N∗

Pour tout entier m > 1, posons

Am =
∞⋂
q=m

Bkq

Alors (Am)m>1 est croissante avec Am ⊂ Bkm pour tout m > 1. On a

P (Acm) = P

(
∞⋃
q=m

Bc
kv

)
6

∞∑
q=m

P
(
Bc
kq

)
6

∞∑
q=m

1

2q

D’où, limm→∞ P (Am) = 1. En vertu du Lemme 2.1.2, la suite (Γnm)m>1 répond à l’énoncé
car la suite

(
1BkmΓnkm

)
m>1

est uniformément intégrable, donc (1AmΓnm)m>1 l’est aussi.
• Montrons (3) :

Soit p un entier > 1 fixé. Soit t > 0. On a

sup
m>1

∫
Am∩[|Γnkm |>t]

|Γnkm | 6 sup
16m6p−1

∫
Ap∩[|Γnkm |>t]

∣∣Γnkm ∣∣+ sup
p6m

∫
Ap∩[|Γnkm |>t]

∣∣Γnkm ∣∣
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comme le premier terme tend vers 0 lorsque t → +∞, le second terme est majoré
par sup16m

∫
Am∩[|Γnkm |>t]

∣∣Γnkm ∣∣ qui tend vers 0 lorsque t → ∞ car
(
1AmΓnkm

)
m>1

est
uniformément intégrable.

Pour terminer ce paragraphe, on a le résultat suivant qui illustre les techniques de compacité
dans le Théorème 2.1.2 et dans son Corollaire 2.1.1

Théorème 2.1.3

Soit (Ω,A, µ) un espace mesuré avec µ est finie et A µ-complète, E un espace de Banach
séparable, ϕ : Ω × E → [0,+∞] un intégrande, A ⊗ B(E)−mesurable tel que ϕ(ω, 0) =
0, ∀ω ∈ Ω et tel que pour tout ω ∈ Ω, pour tout r ∈ R+, l’ensemble

{x ∈ E : ϕ(ω, x) 6 r}

appartient à R(E). Soit (un)n>1 une suite bornée dans L1
E telle que

supn≥1

∫
ϕ (ω, un(ω))µ(dω) < +∞. Alors il existe une suite (Bk)k>1 dans A et

une sous suite (unk)n>1 telle que (1Bkunk)k>1 est relativement σ
(
L1
E(A), L∞E′s(A)

)
compacte et telle que

(
1Bckunk

)
k>1

converge vers 0 µ-p.p.

Démonstration. Soit h une fonction strictement positive et µ -intégrable. Soit ν = hµ. Il est
clair que la suite ((1/h) |un|)n>1 est bornée dans L1

R(A, ν). En vertu du lemme 2.1.2, il existe
une suite (Bk)k > 1 dans A avec lim ν (Bk) = ν(Ω) et une sous suite (un)k telle que(

1Bεh
−1 |unk |k>1 est uniformément intégrable dans L1

R(A, v).On peut supposer que
(
1Bξ |unk |

)
k>1

converges vers 0µ -p.p. Mainenant on va montrer que (1Bzunk)k>1 est relativement σ (L1, L∞)
compacte dans L1

E(A, µ).
Posons vk = 1Bkunk ,∀k > 1. Alors (h−1 |vk|)k>1 est uniformément intégrable dans L1

R(A, ν)
ce qui équivaut à l’uniforme intégrabilité de (|vk|) dans L1

R(A, µ). Soit ε > 0
il existe η et λ > 0 tels que

ν ([p (vk) > ηh]) < ε
2
, ∀k > 1,

ν ([|vk| > λh]) < ε
2
, ∀k > 1

car (h−1ϕ (vk))k>1 et (h−1 |vk|)k>1 sont bornées dans L1
R(A, ν). Pour tout k > 1 on a Soit B la

boule unité dans E. Considérons la multifonction

Φ(ω) = {x ∈ λh(ω)B : ϕ(ω, x) 6 ηh(ω)}

pour ω ∈ Ω. En vertu de l’hypothèse, Φ(ω) est convexe σ (E,E ′) compact et la multifonction
Φ est A -mesurable intégrablement bornée avec 0 ∈ Φ(ω),∀ω ∈ Ω. Par construction, on a pour
tout k > 1, pour tout ω ∈ Ω

Ωk
ε = [|vk| 6 λh] ∩ [ϕ (vk) 6 ηh] .

Alors
1Ωkε

(ω)vk(ω) ∈ Φ(ω), ∀k > 1,∀ω ∈ Ω

et
ν
(
Ω\Ωk

ε

)
6 ν {[ϕ (vk) > ηh]}+ ν {|vk| > λh} < ε

2
+ ε

2
= ε, ∀k > 1.
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2.2 Compacité faible dans l’espace des multifonction inté-
gralement bornées

Dans ce paragraphe E est un espace de Banach séparable ayant la propriété de Radon-
Nikodym et tel que son dual fort E ′b soit séparable. Soit Ptextwkc(E) l’ensemble des convexes
faiblement compactes non vides de E, muni de la distance de Hausdorff, H, cette distance
induit sur l’espace L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ) des multifonctions A-mesurable et intégralement bornées
de Ω à valeurs dans Ptextwkc(E), la distance H est définie par :

H(Γ,∆) =

∫
Ω

H(Γ(ω),∆(ω))µ(dω),

où Γ et ∆ dans L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ).

Proposition 2.2.1

Soit E un espace de Banach séparable. On suppose que E ′ est séparable et que E ait
la propriété de Radon Nikodym. Soit v : A → [0,+∞[ une mesure positive absolument
continue par rapport à µ et soit M : A → E une multimesure à valeurs convexes fai-
blement compactes non vides de E telle que M(A) ⊂ v(A)B, pour tout A ∈ A. Alors il
existe une multifonction mesurable Γ à valeurs convexes faiblement compactes non vides
de E, intégralement bornée telle que

M(A) =

∫
A

Γ(ω)µ(dω), ∀A ∈ A, (2.1)

Γ est unique µ -p.p.

Démonstration. • Montrons l’existence de Γ qui vérifier 2.1 :

Soit SM l’ensemble des mesures vectorielles m définies sur A à valeurs dans E telles que
m(A) ∈ M(A),∀A ∈ A, SM est non vide et puisque on a M est une multimesure à
valeur convexe faiblement compact non vide, Alors d’après théorème 1.3.8 on a

∀A ∈ A, M(A) = {m(A) : m ∈ SM} .

Soit m ∈ SM et |m| sa variation.
Comme la multimesure M vérifie la condition : M(A) ⊂ v(A)B, pour tout A ∈ A, on a
|m|(A) 6 v(A) pour tout A ∈ A. Donc m est à variation bornée et absolument continue
par rapport à µ puisque v est absolument continue par rapport à µ.
Comme E a la propriété de Radon-Nikodym, m admet une densité fm Bochner inté-
grable par rapport à µ, c’est-à-dire m(A) =

∫
A
fmdµ 6 v(A),∀A ∈ A, ainsi |m|(A) =∫

A
|fm| dµ 6 v(A),∀A ∈ A. De façon évidente, l’ensemble

H = {fm : m ∈ SM}

est une partie uniformément intégrable dans L1
E(Ω,A, µ) car

lim
µ(A)→0

sup
m∈SM

∫
A

|fm| dµ 6 lim
µ(A)→0

v(A).
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Il est clair que
{∫

A
fmdµ : m ∈ SM

}
= HA est convexe faiblement compact dans E pour

tout A ∈ A.
Par ailleurs H est décomposable au sens : pour tout (A,B) ∈ A×A, avec A∩B = ∅ et
tout (h1, h2) ∈ H ×H, la fonction χAh1 + χBh2 ∈ H si 0 ∈M(A), ∀A ∈ A.
En effet :
Supposons d’abord 0 ∈M(A),∀A ∈ A. Alors chacune des mesuresA 7→ δ∗ (x′,M(A)) (x′ ∈ E ′)
est positive, ce qui implique que M est monotone c’est-à-dire M(A) ⊂M(B) si A ⊂ B.
Alors
Soient (A,B) ∈ A×A et A ∩B = ∅, (m1,m2) ∈ SM × SM . Pour tout C ∈ A, on a∫

Ω

(χAfm1 + χBfm2) dµ = m1(A ∩ C) +m2(B ∩ C),

avec

m1(A ∩ C) +m2(B ∩ C) ∈M(A ∩ C) +M(B ∩ C) = M(C ∩ (A ∪B)). ⊂M(C)

Par suite χAfm1 + χBfm2 ∈ H.
De plus, on a H est relativement faiblement compact dans L1

E(Ω,A, µ) car on a E
et E ′ ont PRN, et H est uniformément intégrable et bornée, et HA est relativement
faiblement compact dans E, pour tout A ∈ A (d’après la théorème [9, voir Théorème
1 page 101]) . Nous allons maintenant montrer que H est w -fermée dans L1

E(Ω,A, µ).
Alors soit fm

w→ f dans L1
E(Ω,A, µ) et puisque, on a M est une multimesure à valeurs

faiblement compactes et convexes d’après la théorème 1.3.8, nous pouvons supposer que
mα

w→ m ∈ SM . Alors pour tout [A, x′] ∈ A× E ′ on a :∫
Ω

(χA(ω)x′, fmα(ω)) dµ(ω)→
∫

Ω

(χA(ω)x∗, f(ω)) dµ(ω)

et
(x′,mα(A))→ (x′,m(A)) ,

avec (x′,mα(A)) =
∫

Ω
(χA(ω)x′, fmα(ω)) dµ(ω). Alors

(x′,m(A)) =

∫
A

(x′, f(ω)) dµ(ω),

donc ∫
A

(x′, fm(ω)) dµ(ω) =

∫
A

(x′, f(ω)) dµ(ω).

Soit {x′n}n≥1 faiblement* dense dans E ′, puisque E ′ est séparable, alors un tel ensemble
dénombrable existe. Alors on a

(x′n, fm(ω)) = (x′n, f(ω)) , pour tout ω ∈ Ω\N, µ(N) = 0 et tout n ≥ 1.

Alors par la densité w∗ de x′n dans E ′, on obtient que

(x′, fm(ω)) = (x′, f(ω)) , pour tout ω ∈ Ω\N et tout x′ ∈ E ′,

on déduit
fm(ω) = f(ω)µ− p.p.
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Donc H est faiblement fermée. D’ou H est faiblement compacte et H est décomposable,
alors d’après le théorème 1.3.3 il existe Γ qui vérifie H = SΓ avec

SΓ =
{
u ∈ L1

E(Ω,A, µ) : u(ω) ∈ Γ(ω)µ − p.p.}

. D’où

M(A) =

∫
A

Γ(ω)µ(dω)
def
=

{∫
A

u(ω)µ(dω) : u ∈ SΓ

}
.

• Montrons l’unicité de Γ : Supposons qu’il existe Γ1 et Γ2 telle que

M(A) =

∫
A

Γ1(ω)µ(dω) et M(A) =

∫
A

Γ2(ω)µ(dω)

Alors ∫
A

Γ1(ω)µ(dω) =

∫
A

Γ2(ω)µ(dω)pour tout A ∈ A

Ainsi

δ∗
(
x′,

∫
A

Γ1(ω)µ(dω)

)
= δ∗

(
x′,

∫
A

Γ2(ω)µ(dω)

)
pour tout x′ ∈ E ′et tout A ∈ A,

par suite d’après la proposition 1.3.3, on a

∫
A

δ∗ (x′,Γ1(ω))µ(dω) =

∫
A

δ∗ (x′,Γ2(ω))µ(dω) pour tout x′ ∈ E ′et tout A ∈ A,

donc

δ∗ (x′,Γ1(ω)) = δ∗ (x′,Γ2(ω)) pour tout x′ ∈ E ′ et tout ω ∈ Ω \N avec µ(N) = 0,

alors d’après la proposition 1.3.4, on a

Γ1(ω) = Γ2(ω) pour tout ω ∈ Ω \N avec µ(N) = 0.

D’ou l’unicité.
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Théorème 2.2.1

Soit H un ensemble dans L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ) qui vérifie les conditions suivantes :

(i) L’ensemble {|Γ| : Γ ∈H } est uniformément intégrable dans L1
R(Ω,A, µ).

(ii) Pour tout A ∈ A, l’ensemble

HA =
⋃

Γ∈H

{∫
A

Γdµ

}
est relativement faiblement compact dans E.

Alors, pour toute suite généralisée (Γα)α∈D dans H , il existe une sous suite généralisée
(Γi)i∈I et ∆ ∈ L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ) telle que, pour tout u ∈ L∞,E′b
(Ω,A, µ), on ait

lim
i

∫
Ω

δ∗ (u(ω),Γi(ω))µ(dω) =

∫
Ω

δ∗(u(ω),∆(ω))µ(dω). (2.2)

Par suite, pour tout X ∈ L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ), on a

lim inf
i

∫
0

h (Γi(ω), X(ω))µ(dω) >
∫

0

h(∆(ω), X(ω))µ(dω). (2.3)

Démonstration. • Montrons 2.2 :
Observons d’abord que, pour tout Γ ∈ L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ) application.

lΓ : u 7→
∫

Ω

δ∗(u(ω),Γ(ω))µ(dω)

de L∞E′b(Ω,A, µ) dans R est sous-linéaire, continue pour la norme ‖ · ‖∞, additive et l’on
a trivialement ∣∣∣∣∫

Ω

δ∗(u(ω),Γ(ω))µ(dω)

∣∣∣∣ 6 ‖u‖∞ ∫
Ω

|Γ|(ω)µ(dω).

Comme l’ensemble {|Γ| : Γ ∈ H } est uniformément intégrable, on en déduit que l’en-
semble {lΓ : Γ ∈H } est relativement compact dans l’espace des applications continues
de L∞E′b(Ω,A, µ) dans R muni de la convergence simple. Par suite, si (Γα)α∈D est une
suite généralisée dans H , il existe une sous suite généralisée (Γi)i∈I et un élément
l : L∞E′b

(Ω,A, µ)→ R tels que

lim
i
lΓi(u) = l(u) pour tout u fixé dans L∞E′b(Ω,A, µ).

Il est clair que l est sous-linéaire, additive et vérifie

l (χAu) 6 ‖u‖∞ sup
i∈N

∫
A

|Γi| (ω)µ(dω),

pour tout A ∈ A et tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ). De la condition (i), on déduit que, pour tout
u fixé dans L∞E′b(Ω, A, µ) et pour toute suite croissante (An) dans A, de réunion A, on a

lim
n→∞

l (χAnu) = l (χAu) .
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On a, pour tout A ∈ A et tout x′ ∈ E ′,

l (χAx
′) 6 δ∗ (x′,HA) .

Donc l’application x′ 7→ l (χAx
′) est continue sur E ′ pour la topologie de Mackey m −

(E ′, E), pour tout A fixé dans A, car HA est relativement faiblement compact (d’après
la remarque 1.3.7). Donc l vérifie les conditions d’application de la proposition 2.1.1.
Alors la multimesure M de A à valeurs convexes faiblement compactes non vides de E,
définie par la formule δ∗ (x′,M(A)) = l (χAx

′), pour tout (A, x′) ∈ A×E ′ est à variation
bornée et de façon précise M(A) ⊂ v(A)B, pour tout A ∈ A, où B est la boule unité
de E et v est une mesure positive sur A absolument continue par rapport à µ. Ainsi
les conditions de la proposition 2.2.1 sont vérifies, Alors il existe ∆ ∈ L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ)
unique µ -p.p. Donc

M(A) =

∫
A

∆(ω)µ(dω)

par suite

l (χAx
′) = δ∗ (x′,M(A)) =

∫
A

δ∗ (x′,∆(ω))µ(dω), pour tout (A, x′) ∈ A× E ′.

Posons ϕ (ω, x′) = δ∗ (x′,∆(ω)), pour (ω, x′) ∈ Ω × E ′b. Il est clair que ϕ vérifie les
conditions d’application de la proposition 2.1.2. Par suite, on a

l(u) =

∫
Ω

δ∗(u(ω),∆(ω))µ(dω),

pour tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ), ce qui achève la démonstration du première point de l’énoncé,

∀u ⊂ L∞E′b , lim
i
lΓi(u) = lim

i

∫
Ω

δ∗ (u(ω),Γi(ω))µ(dω) =

∫
Ω

δ∗(u(ω),∆(ω))µ(dω).

• Montrons 2.3 :
En vertu de ce qui précède, pour tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ), la suite généralisée (δ∗ (u(·),Γi(·)))i∈N
converge faiblement vers (δ∗ (u(·),∆(·)))i∈N dans L1

R(Ω,A, µ) car pour tout A ∈ A, tout
u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ), on a d’après le théorème 1.3.6 χAu ∈ L∞E′0(Ω, A, µ) et par suite

lim
i

∫
A

δ∗ (u(ω),Γi(ω))µ(dω) =

∫
A

δ∗(u(ω),∆(ω))µ(dω).

D’où,
lim infi

∫
|δ∗ (u(ω),Γi(ω))− δ∗(u(ω), X(ω))|µ(dω)

>
∫

Ω
|δ∗(u(ω),∆(ω))− δ∗(u(ω), X(ω))|µ(dω),

car l’application f 7→
∫

Ω
|f |dµ de L1

R(Ω,A, µ) dans R est faiblement semi-continue infé-
rieurement. Or, pour tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, p), avec ‖u‖∞ 6 1, on a

∀i ∈ N,
∫

Ω

h (Γi(ω), X(ω))µ(dω) >
∫

Ω

|δ∗ (u(ω),Γi(ω))− δ∗(u(ω), X(ω))|µ(dω).

D’où
lim inf

i
h (Γi, X) >

∫
Ω

|δ∗(u(ω),∆(ω))− δ∗(u(ω), X(ω))|µ(dω),
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pour tout u ∈ L∞E′b(Ω,A, µ) avec ‖u‖∞ 6 1. D’où

lim inf h (Γi, X) > h(∆, X).

En utilisant le Corollaire 2.1.2, le Théorème 2.2.1 , on a l’énoncé suivant.
Théorème 2.2.2

On suppose E ′b séparable et E ayant la propriété de Ra don-Nykodym. Soit (Γn)n>1 une
suite bornée dans L1

Pwkc(E)(A) telle que
⋃∞
n=1

∫
A

Γn soit relativement σ (E,E ′) compacte.
Alors il existe une suite croissante (Am)m>1 telle que limm→∞ P (Am) = 1, une suite(
Γα(m)

)
n>1

extraite de (Γn)n>1 telle que
(
1AmΓα(m)

)
m>1

soit uniformément intégrable,
une suite

(
Γβα(n)

)
n>1

extraite de
(
Γα(n)

)
n>1

,Γ∞ appartenant à L1
Pwkc(E)(A) telles que,

pour tout p > 1 fixé, tout A ∈ Ap ∩ A, tout x′ ∈ E ′, on ait

lim
n→∞

∫
A

δ∗
(
x′,Γβα(n)

)
=

∫
A

δ∗ (x′,Γ∞)

Démonstration. [4, voir le théorème 2.6 page 2.5]

Voici d’abord une application du théorème 2.2.2 qui intervient dans l’étude de la convergence
des martingales à la limite.

Théorème 2.2.3

On suppose E ′b séparable et E ayant la propriété de Radon-Nikodym. Soit (Γn)n>1 une
suite bornée dans L1

Pwkc(E)(A) telle que
1. Pour tout ω ∈ Ω, supn>1 |Γn(ω)| < +∞.
2. Pour tout A ∈ A,

⋃∞
n=1

∫
A

Γn est relativement σ (E,E ′) compacte.
3. Pour tout x′ ∈ D′, où D′ est une suite dans E ′, dense pour la topologie de la norme

de E ′b, la suite (δ∗ (x′,Γn))n>1 converge p.p. vers une fonction intégrable ϕx′.
Alors il existe Γ∞ ∈ L1

Pwkc(E)(A) et un négligeable N ∈ A tel que pour tout (ω, x′) ∈
Ω\N × E ′, on ait

lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞(ω))

Démonstration. En vertu du théorème 2.2.2 , il existe une suite croissante (Am)m>1 dans A
avec limn→∞ P (Am) = 1, et une suite

(
Γγ(n)

)
n>1

extraite de (Γn)n>1 telle que
(
1AΓγ(n)

)
n>1

est
uniformément intégrable, et Γ∞ ∈ L1

Pwkc(E)(A) telle que

lim
n→∞

∫
A

δ∗
(
x′,Γγ(n)(ω)

)
P (dω) =

∫
A

δ∗ (x′,Γ∞(ω))P (dω)

pour tout p > 1, tout A ∈ Ap ∩ A et tout x′ ∈ E ′.
Comme limn→∞ δ

∗ (x′,Γn(ω)) = ϕx′(ω) p.p et comme la restriction de
(
Γγ(n)

)
n>1

à chacun des
Ap(p > 1) est uniformément intégrable, on en déduit que∫

A

δ∗ (x′,Γ∞(ω))P (dω) = lim
n→∞

∫
A

δ∗
(
x′,Γγ(n)(ω)

)
P (dω) =

∫
A

ϕx′(ω)P (dω)
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pour tout p > 1, tout A ∈ Ap ∩ A, tout x′ ∈ D′. Par suite, pour tout p > 1, tout x′ fixé dans
D′,

δ∗ (x′,Γ∞(ω)) = ϕx′(ω) = lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω))

excepté sur un négligeable Np,x′ dans Ap ∩ A. Soit

Np =
⋃
x′∈D′

Np,x′

Alors Np est un négligeable dans Ap ∩ A et on a

lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞(ω))

pour (ω, x′) ∈ (Ap\Np)×D′. En vertu de la condition 1, on obtient,

lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞(ω))

pour (ω, x′) ∈ (Ap\Np)×E ′ car on a, pour tout x′ ∈ E ′ et tout e′ ∈ D′, tout ω ∈ Ω, tout n > 1,
|δ∗ (x′,Γn(ω))− δ∗ (e′,Γ∞(ω))| 6

6 ‖x′ − e′‖ sup
n>1
|Γn(ω)|+ |δ∗ (e′,Γn(ω))− δ∗ (e′,Γ∞(ω))|+ ‖x′ − e′‖ |Γ∞(ω)| .

Comme l’égalité limn→∞ δ
∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞) est vraie p.p. sur chaque Ap(p > 1), on

obtient finalement
lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞(ω))

pour (ω, x′) ∈
(

Ω\
⋃∞
p=1 Np

)
× E ′.
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3
Applications

3.0.1 Application de théorème 2.1.1

Ce paragraphe est consacré à l’existence d’un minimum pour des fonctionnelles intégrales
convexes et à l’existence des éléments de meilleure approximation dans L1

E. Soit B une sous tribu
µ complète de A et C un ensemble d’applications de l’espace (Ω,B) dans un espace mesurable
(S, S), C est décomposable si pour tout B ∈ B, tout (u, v) ∈ C × C, l’application qui coincide
avec u sur B et avec v sur Ω\B appartient à C.

Voici un lemme facile qui est crucial dans l’existence d’un minimum pour les fonctionnelles
intégrales que nous avons en vue.

Lemme 3.0.1

Avec les notations précédentes, soit C un ensemble décomposable d’applications (B, S)-
mesurables de Ω dans S, ϕ : Ω × S → [0,+∞] un intégrande qui vérifie les conditions
suivantes :

(i) ∀u ∈ C,ϕ(·, u(·)) est A-mesurable.
(ii) Il existe une suite (un)n>1 dans C telle que J (un) soit fini pour tout n ∈ N∗, et

telle que limn→+∞ J (un) = infu∈C J(u), J étant l’application de C dans [0,+∞]
définie par

J(u) =

∫
Ω

ϕ(ω, u(ω))µ(dω), pour tout u ∈ C.

Alors pour toute suite (Bn)n dans B telle que limn→+∞ µ (Bn) = 0, on a :

lim
n→+∞

∫
Bn

ϕ (ω, un(ω))µ(dw) = 0.

En conséquence la suite (ϕ(·, un(·)))n>0 est uniformément intégrable dans L1
R(Ω,B, µ).

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite (Bn)n>1 dans B
telle que limn→+∞ µ (Bn) = 0 et telle que

lim
n→+∞

∫
Bn

ϕ (ω, un(ω))µ(dω) 6= 0.
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Alors il existe ε > 0 et une suite strictement croissante d’entiers (nk) tels que
∫
Bnk

ϕ (ω, unk(ω))µ(dω) >

ε, pour tout k.
Considérant la suite (xnk)k∈N à partir de la suite (unk)k∈N et d’un élément quelconque v de

dom(J). En posant :

xnk(ω) = unk(ω) si ω ∈ Ω\Bnk ,
xnk(ω) = v(ω) si ω ∈ Bnk .

Puisque C est une partie décomposable de l’ensemble des applications (B, S) mesurables de
Ω dans S, alors xnk appartient a C quel que soit k et par suite

inf
u∈C

J(u) 6 J(xnk), pour tout k ∈ N.

D’où

inf
u∈C

J(u) 6 lim inf
k

[∫
Ω\Bnk

ϕ (ω, unk(ω))µdω

)
+

∫
Bnk

ϕ(ω, v(ω))µ(dω)

]
.

Comme v ∈ dom J et limk→∞ µ (Bnk) = 0, on a

lim
k→+∞

∫
Bnk

ϕ(ω, v(ω))µ(dω) = 0,

par suite

inf
u∈C

J(u) 6 lim inf
k

∫
Ω

ϕ (ω, unk(ω))µ(dω).

En raison de la définition de la suite (unk)k on a, pour tout k ∈ N,

∫
Ω\Bnk

ϕ (ω, unk(ω))µ(dω), =

∫
Ω

ϕ (ω, unk(ω))µ(dω)−
∫
Bnk

ϕ (ω, unk(ω)) µ(dω)

6
∫

Ω

ϕ (ω, unk(ω))µ(dω)− ε.

Dans ces conditions

inf
u∈C

J(u) 6 lim inf
k

∫
Ω

ϕ (ω, unk(ω))µ(dω)− ε,

c’est-à-dire infu∈C J(u) 6 infu∈C J(u)− ε, ce qui est absurde et achève la démonstration.

La proposition suivante est conséquence facile du lemme 3.0.1 ct du théorème 2.1.1.

0. Une suite bornée (vn)n >1 dans L1
R(Ω,B, µ) est uniformément intégrable si et seulement si pour toute

suite (Bn)n>1 dans B, avec limµ (Bn) = 0, on a limn→+∞
∫
Bn
|vn|µ = 0.
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Proposition 3.0.1

Soit E un espace de Banach tel que E ′b ait la propriété de Radon Nikodym.
Soit ϕ : Ω × E → [0,+∞] un intégrande A ⊗ B(E) -mesurable, convexe semi continu
inférieurement sur E, pour tout ω ∈ Ω et tel que ϕ(ω, x) > ‖x‖ − α(ω), pour tout
(ω, x) ∈ Ω × E avec α µ -intégrable positive. Soit C une partie non vide, décomposable
dans L1

E(Ω,B, µ) et σ
(
L1
E(A), L∞E′b

(A)
)
fermée.

On suppose qu’il existe une suite (un) dans C qui vérifie les conditions suivantes :
(i) ∀n, J (un) =

∫
Ω
ϕ (ω, un(ω))µ(dω) est fini et

lim
n→∞

J (un) = inf
u∈C

J(u).

(ii) L’ensemble HB =
{∫

B
undµ : n > 1

}
est relativement faiblement compact dans

E, pour tout B ∈ B.
(iii) Toute mesure vectorielle m : B → E, ȧ variation bornée qui vérifie m(B) ∈

co (HB) ,∀B ∈ B, admet une densité Bochner µ -intégrable et B− mesurable.
Alors l’intégrale fonctionnelle

J(u) =

∫
Ω

ϕ(ω, u(ω))µ(dω),

atteint son minimum sur C.

Démonstration. Résulte facilement du lemme 3.0.1 et du théorème 2.1.1. En effet, le lemme
3.0.1 et les conditions (i) (ii) et (iii) permettent d’affirmer que la suite (un) est relativement
faiblement compacte dans L1

E(Ω,B, µ), par application du théorème 2.1.1. En vertu du théorème
d’Eberlein-Smulian 1.1.1, on peut supposer que la suite (un)n>1 converge faiblement vers ũ
dans L1

E(Ω,B, µ). Alors il est évident que (un)n>1 converge faiblement vers ũ dans L1
E(Ω,A, µ).

Comme C est faiblement fermé dans L1
E(Ω,A, µ), on a ũ ∈ C. D’après la proposition 1.2.3 on a

J est semi-continu inférieurement sur L1
E(Ω,A, µ) pour la topologie faible de cet espace. D’où

le résultat annoncé, car on a trivialement,

inf
u∈C

J(u) 6 J(ũ) 6 lim
n

inf J (un) = lim
n→∞

J (un) .

Application

On se donne une sous tribu µ complète B de A et on suppose que E ′b et E sont séparables
avec E admettant la propriété de Radon-Nikodym et E est réflexif. Le problème posé est le
suivant. Soit C une partie non vide décomposable de L1

E(Ω,B, µ) et faiblement compact dans
L1
E(Ω,A, µ).
• Etant donnée un élément X ∈ L1

E(Ω,A, µ), on cherche Ỹ ∈ L1
E(Ω,B, µ) plus précisément

Ỹ ∈ S1
K(B) telle que∫

Ω

‖X(ω)− Ỹ (ω)‖µ(dω) = Inf

{∫
Ω

‖X(ω)− Y (ω)‖µ(dω) : Y ∈ S1
K(B)

}
.
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Soit (un) une suite minimisante d’élément de S1
K(B),

lim
n→∞

J (un) = inf
u∈S1

K(B)
J(u).

On applique la proposition 3.0.1 en prenant ϕ(ω, x) = ‖X(ω) − x‖, (ω, x) ∈ Ω × E et
C = S1

K(B).
Comme S1

K(B) est décomposable dans L1
E(Ω,B, µ), convexe fermé dans L1

E(Ω, A, µ), alors
d’après le lemme 3.0.1 et le théorème 2.1.1 la suite (un) est uniformément intégrable dans
L1
E(Ω,B, µ) et puisque E est réflexif alors d’après le théorème de Dunford-Pettis (un)

est relativement faiblement compacte dans L1
E(Ω,B, µ). Donc (un) vérifie les conditions

d’application de la proposition 3.0.1. D’où l’existence de Ỹ .

• Etant donné X ∈ LΦ
E(Ω,A, µ) et un convexe fermé K non vide de E, on pose

SΦ
K(B) =

{
Y ∈ LΦ

E(Ω,B, µ) : Y (ω) ∈ Kµ -p.p
}
.

On cherche Ỹ ∈ LΦ
E(Ω,B, µ), précisément Ỹ ∈ SΦ

K(B) tel que∫
Ω

Φ(‖X(ω)− Ỹ (ω)‖)µ(dω) = inf

{∫
Ω

Φ(‖X(ω)− Y (ω)‖)µ(dω) : Y ∈ SΦ
K(B)

}
.

Soit (un) une suite minimisante d’élément de SΦ
K(B),

lim
n→∞

J (un) = inf
u∈SΦ

K(B)
J(u).

Avec J(u) =
∫

Ω
Φ(‖X(ω)− Y (ω)‖)µ(dω).

On applique la proposition 3.0.1 en prenant ϕ(ω, x) = Φ(‖X(ω)− Ỹ (ω)‖) (w, x) ∈ Ω×E
et C = SΦ

K(B).
Comme C est décomposable dans L1

E(Ω,B, µ) et d’après le lemme 3.0.1 et la théorème
2.1.1 on a la suite (un) est uniformément intégrable dans L1

E(Ω,B, µ) et puisque E est
réflexif alors par théorème de Dunford-Pettis (un) est relativement faiblement compact
dans L1

E(Ω,B, µ).
Ceci étant, on peut supposer que (un) converge faiblement vers ũ dans L1

E(Ω,B, µ),
donc (un) converge aussi faiblement vers ũ dans L1

E(Ω,A, µ). Tout revient à prouver que
ũ ∈ SΦ

K(B), car, on aura alors

lim inf
n

J (un) > J(ũ) > inf
u∈C

J(u),

par semi-continuité faible de J sur L1
E(Ω,A, µ). Tout d’abord, ũ ∈ S1

K(B) = {u ∈
∈ L1

E(Ω,B, µ) : u(ω) ∈ Kp.p.}. Reste à vérifier que∫
Ω

Φ (‖ũ(ω)‖λ)µ(dω) < +∞,

pour un certain λ > 0 . En effet, en prenant λ = 1
2
, on a

u 7−→
∫

Ω

Φ

(
‖u(ω)‖

2

)
µ(dω),
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est semi-continue inférieurement dans L1
E(Ω,A, µ) pour la topologie faible, donc on a∫

Ω

Φ

(
| ũ(ω)‖

2

)
µ(dω) 6 lim

n
inf

∫
Ω

Φ

(
‖un(ω)‖

2

)
µ(dω),

6 sup
n

∫
Ω

Φ

(
‖un(ω)‖

2

)
µ(dω).

Or, pour tout n ∈ N et pour tout ω ∈ Ω, on a

Φ

(
‖un(ω)‖

2

)
6

1

2
Φ (‖X(ω)− un(ω)‖) +

1

2
Φ(‖X(ω)‖),

par convexité de Φ. Or

sup
n

∫
Ω

Φ (‖X(ω)− un(ω)‖)µ(dω) < +∞,

par suite ∫
Ω

Φ

(
‖ũ(ω)‖

2

)
µ(dω) < +∞.

D’ou ũ ∈ SΦ
K(B).

Donc (un) vérifie les conditions d’application de la proposition 3.0.1. D’où l’existence de
Ỹ .

3.0.2 Application de théorème 2.2.1

On se donne une sous tribu µ complète B de A et on suppose que E ′b et E sont séparables
avec E admettant la propriété de Radon-Nikodym. Le problème posé. Soit C une partie non
vide décomposable de L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ) c’est-à-dire pour tout B ∈ B, tout (Γ,∆) ∈ C × C

la multifonction χBΓ + χBc∆ appartient à C. Etant donné un élément X ∈ L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ),

trouver Ỹ ∈ C tel que∫
Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω) = inf

{∫
Ω

h(X(ω), Y (ω))µ(dω) : Y ∈ C
}
.

Lemme 3.0.2

Soient B une sous tribu µ complète de A, h la distance de Hausdorff des fermés
non vides de E, C une partie non vide décomposable dans L1

Pwkc(E)(Ω,B, µ) et X ∈
L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ).

Si (Yn)n>1 est une suite dans C telle que

lim
n→∞

∫
Ω

h (X(ω), Yn(ω))µ(dω) = inf
Y ∈C

∫
Ω

h(X(ω), Y (ω))µ(dω).

Alors la suite (|Yn|)n>1 est uniformément intégrable dans L1
R(Ω,B, µ).
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Démonstration. Posons ϕ(ω, F ) = h(X(ω), F ) pour tout F fermé dans E. Il est clair que
pour tout Y ∈ L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ), ϕ(·, Y (·)) est A -mesurable et finie. Le lemme 3.0.1. permet
d’affirmer que pour toute suite (Bn)n>1 dans B avec limn→∞ µ (Bn) = 0, on a

lim
n→∞

∫
Bn

h (X(ω), Yn(ω))µ(dω) = 0,

or, on a, pour tout ω ∈ Ω et tout n > 1,

|Yn(ω)| = h (Yn(ω), {0}) 6 h({0}, X(ω)) + h (X(ω), Yn(ω)) ,

d’où

lim
n→∞

∫
Bn

|Yn| (ω)µ(dω) 6 lim
n→∞

∫
Bn

|X|(ω)µ(dω) + lim
n→∞

∫
Bn

h (X(ω), Yn(ω)(µ(dω)

ce qui termine la démonstration.

La proposition suivante permet d’obtenir l’existence des éléments de meilleure approxima-
tion dans L1

Pwkc(E)(Ω,B, µ).

Proposition 3.0.2

Soient B une sous tribu µ complète de A et X ∈ L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ), Soit C une partie

décomposable dans L1
Pwkc(E)(Ω,B, µ), faiblement fermée dans L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ).
Soit (Yn)n>1 une suite dans C qui vérifie les conditions suivantes :

(i) limn→∞
∫

Ω
h (X(ω), Yn(ω))µ(dω) = infY ∈C

∫
h(X(ω), Y (ω))(µ(dω).

(ii) Pour tout B ∈ B,
⋃
n>1

{∫
B
Yndµ

}
est relativement faiblement compact dans E.

Alors il existe Ỹ ∈ C tel que∫
Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω) = inf
Y ∈C

∫
h(X(ω), Y (ω))µ(dω).

Démonstration. Comme C est décomposable, la condition (i) implique que la suite (|Yn|)n>1

est uniformément intégrable dans L1
R(Ω,A, µ) (d’après lemme 3.0.2).

Puisque (Yn)n>1 vérifie la condition (ii), il résulte de la première point 2.2 du théorème 2.2.1
. qu’il existe une suite généralisée (Yd)d∈D dans C qui converge faiblement vers Ŷ ∈ C dans
l’espace L1

Pwkc(E)(Ω,B, µ) car on a supposé que C est faiblement fermée dans L1
Pwkc(E)(Ω,B, µ).

Et d’après la deuxième point 2.3 du théorème 2.2.1 on a

lim inf
d∈D

∫
Ω

h (X(ω), Yd(ω))µ(dω) >
∫

Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω),

ainsi
lim inf
d∈D

∫
Ω

h (X(ω), Yd(ω))µ(dω) >
∫

Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω),

> infY ∈C

∫
Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω).

D’ou on conclure que Ỹ est un élément de meilleure approximation.
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Soit X ∈ L1
Pwkc(E)(Ω,A, µ), on cherche Ỹ ∈ C telle que∫
Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω) = inf

{∫
Ω

h(X(ω), Y (ω))µ(dω) : Y ∈ C
}
.

On prend C = L1
Pwkc(E)(Ω,B, µ) est décomposable et faiblement fermée dans L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ).
Soit Yn une suite qui minimise l’éléments de C = L1

Pwkc(E)(Ω,B, µ) telle que

lim
n→∞

∫
Ω

h (X(ω), Yn(ω))µ(dω) = inf
Y ∈C

∫
h(X(ω), Y (ω))(µ(dω).

Comme L1
Pwkc(E)(Ω,B, µ) est décomposable et faiblement fermée dans L1

Pwkc(E)(Ω,A, µ),alors
d’après le lemme 3.0.2, la suite Yn est uniformément intégrable dans L1

Pwkc(E)(Ω,B, µ) . Donc
Yn est uniformément intégrable dans L1

Pwkc(E)(Ω,B, µ), alors

sup
n∈N

∫
‖Yn‖ dµ <∞.

Ainsi il existe k > 0 telle que

sup
n∈N

∫
‖Yn‖ dµ < k,

par suite ⋃
n>1

{∫
A

Yndµ

}
⊂ B (0, k) ,

alors ⋃
n>1

{∫
A

Yndµ

}
⊂ B (0, k).

Puisque E est réflexif, alors B (0, k) est faiblement compact et convexe. Alors
⋃
n>1

{∫
A
Yndµ

}
est faiblement compact, c’est-à-dire que

⋃
n>1

{∫
A
Yndµ

}
est relativement faiblement compact.

En vertu de proposition 3.0.2 Alors il existe Ỹ ∈ L1
Pwkc(E)(Ω,B, µ) tel que∫

Ω

h(X(ω), Ỹ (ω))µ(dω) = inf
Y ∈L1

Pwkc(E)
(Ω,B,µ)

∫
h(X(ω), Y (ω))µ(dω).

3.0.3 Application de théorèmes 2.1.3 et 2.2.3 à les martingales à la
limite

Rappel sur l’espérance conditionnelle

Définition 3.0.1

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré avec µ finie et F une sous tribu de A, et f ∈
L1
E(Ω,A, µ). L’espérance conditionnelle E(f | F ) de f par rapport à F est définie comme

une fonction E(f | F ) ∈ L1
E(Ω,F , µ) telle que∫
A

E(f | F )dµ =

∫
A

fdµ, A ∈ F .
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Lorsque E est un espace de Banach général, il est connu que l’espérance conditionnelle
E(f | F ) existe et elle est unique p.s, pour tout f ∈ L1

E(Ω,A, µ) et tout sous tribu de F , et la
fonction f 7−→ E(f | F ) est une projection de norme 1 de L1

E(Ω,A, µ) dans L1
E(Ω,F , µ).

Nous considérant (Ω,A, P ) un espace probabilisé et (An)n>1 une suite croissante de sous-tribus
de A telle que A = σ (

⋃∞
n=1An), et E est un espace de Banach séparable.

Soit Γ ∈ L1
Pwkc(E)(A), lorsque E ′b est séparable, alors l’espérance conditionnelle de Γ est un

élément de L1
Pwkc(E)(A) telle que

S1
EAn(Γ) =

{
EAnf : f ∈ S1

Γ(A)
}

où S1
EAn (Γ) est l’ensemble des sélection An- mesurables et intégrables de EAn(Γ).

S1
Γ(A) est l’ensemble des sélection A− mesurables et intégrables de Γ. Pour tout x′ ∈ E ′, on a

δ∗
(
x′, EAn(Γ)

)
= EAn (δ∗ (x′,Γ)) p.s.

Une suite (Γn)n > 1 de multifonctions de Ω à valeurs dans Pcf (E) sera dite adaptée à (An)n>1

si pour tout n > 1,Γn est An -mesurable.

Définition 3.0.2

On suppose que E ′b est séparable, une suite adaptée (Γn) dans L1
Pwkc(E)(A) est un mil si

pour chaque ε > 0, il existe p tel que pour tout n ≥ p on a

P

(
sup
p≤q≤n

h
(
Γq, E

Aq (Γn)
)
> ε

)
≤ ε

Il est claire que si (Γn) est un mil dans L1
Pwkc(E)(A), alors pour tout x′ dans la boule unité

B′ de E ′, la suite (δ∗ (x′,Γn)) est un mil dans L1
R(A) puisque on a

h
(
Γp, E

Aq (Γn)
)

= sup
x′∈B′

∣∣δ∗ (x′,Γp)− EAq (δ∗ (x′,Γn))
∣∣

Théorème 3.0.1

Un mil (Γn) de valeur réelle tel que lim inf E |Γn| <∞ converge presque sûrement.

Démonstration. [15, voir le théorème 4 page 1193]

Théorème 3.0.2

Soit Γn un mil à valeur dans E tel que lim inf E (‖Γn‖) <∞. Si x′ ◦ Γn −→ 0, pour tout
x′ ∈ E ′, alors

‖Γn‖ −→ 0.

Démonstration. [15, voir le théorème 6 page 1193]
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Théorème 3.0.3

Soit ϕ : Ω × E → [0,+∞] un intégrande, A ⊗ B(E)−mesurable tel que que ϕ(ω, 0) =
0, ∀ω ∈ Ω et tel que, pour ρ ∈ R+, r ∈ R+, ω ∈ Ω, l’ensemble {x ∈ ρB : ϕ(ω, x) 6 r}
soit convexe faiblement compact. Soit (Γn)n>1 un mil borné dans L1

E(A) tel que

sup
n>1

∫
Ω

ϕ (ω,Γn(ω))P (dω) < +∞

Alors il existe Γ∞ dans L1
E(A) tel que

(
Γn − EAnΓ∞

)
n>1

converge vers 0 p.p.

Démonstration. Comme pour tout x′ ∈ E ′, (〈x′,Γn〉)n>1 est un mil borné dans L1
R(A), (〈x′,Γn〉)n >

1 converge p.p. vers une fonction intégrable ϕx′ d’après le théorème 3.0.1. En vertu du Théo-
rème 2.1.3, il existe une suite (Γnk) extraite de (Γn)n>1 et (Bk)k>1 dans A tel que (1BkΓnk)

converge pour σ (L1
E, L

∞
E′) vers Γ∞ ∈ L1

E(A) et
(
1BckΓnk

)
converge vers 0 p.s. Par suite, (Γn)n>1

converge vers Γ∞ scalairement p.s. Soit EAn (Γ∞) l’espérance conditionnelle de Γ∞. Alors(
Γn − EAn (Γ∞)

)
n>1

est un mil borné dans L1
E(A) qui converge scalairement p.s vers 0. Donc(

Γn − EAn (Γ∞)
)
n>1

converge vers 0 p.s, pour la norme de E d’après 3.0.2.

Théorème 3.0.4

Supposons E ′b séparable et E ayant la propriété de Radon-Nikodym. Soit (Γn) est un mil
bornée dans L1

Pwkc(E)(A) tel que (Γn) est converge scalairement vers une multifonction
(Γ∞) ∈ L1

Pwkc(E)(A), i.e. pour tout x′ ∈ E ′,

lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞(ω))

Alors
lim
n
h
(
Γn, E

An (Γ∞)
)

= 0p.p.

Démonstration. [7, voir Appendix 21]

Théorème 3.0.5

Supposons E ′b séparable et E ayant la propriété de Radon-Nikodym. Soit (Γn)n>1 un mil
borné dans L1

Pwkc(E)(A) tel que
{∫

A
ΓndP : n > 1

}
soit relativement σ (E,E ′) compact.

Alors il existe Γ∞ dans L1
Pwkc(E)(A) tel que limn h

(
Γn, E

An (Γ∞)
)

= 0 p.p.

Démonstration. Pour tout x′ ∈ B′, (δ∗ (x′,Γn))nz1 est un mil borné dans L1
R(A). D’après théo-

rème 3.0.1 (δ∗ (x′,Γn))n>1 converge p.p. vers une fonction intégrable ϕx′ . En vertu du théorème
2.2.3 et sa remarque, il existe Γ∞ ∈ L1

Pwkc(E)(A) tel que Γn −→ Γ∞ scalairement p.p, c’est
à-dire

lim
n→∞

δ∗ (x′,Γn(ω)) = δ∗ (x′,Γ∞(ω)) (3.1)

excepté sur un négligeable Nx′ (x
′ ∈ B′). En vertu du théorème 3.0.5 et 3.1 on déduire que

limn h
(
Γn, E

An (Γ∞)
)

= 0 p.p.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les méthodes de compacité faible dans l’espace des fonc-
tions mesurables et Bochner intégrables, et dans l’espace des multifonctions mesurables et
intégralement bornées à valeurs dans l’ensembles des parties convexes et faiblement compactes
d’un espace de Banach E. Notre étude a été réalisée sous différentes hypothèses.

À la fin de ce mémoire nous avons appliqué les résultats obtenus à l’existence d’un mi-
nimum pour des fonctionnelles intégrales convexes et à l’existence des éléments de meilleurs
approximation dans L1

E(Ω,A, µ), et LΦ
E(Ω,A, µ) où Φ est une fonction de Young. La troi-

sième application a été consacré à l’existence d’un minimum pour des fonctionnelles intégrales
convexes dans le cas multivoque ainsi qu’à l’existence des éléments de meilleurs approximation
dans L1

wkc (E)(Ω,A, µ). Ensuite nous avons présenté une nouvelle application des méthodes de
compacité à savoir ; la convergence des martingales à la limite dans le cas univoque et multi-
voque.
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