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Introduction

La compacité faible joue un role important en théorie d’analyse fonctionnelle en générale et
en analyse convexe en particulier. C’est une notion qui a trouvé plusieurs applications en op-
timisation. Il s’applique également dans le cas univoque et multivoque pour identifier la limite
de plusieurs processus aléatoires. Différents auteurs ont travaillé sur la compacité faible voir
C.Castaing et P.clauzure [5], J.DIESTEL-J.J.UHL,JR [9],J. K BROOKS-N.DINCULEANU
[2], et C.CASTAING [4] etc. L’objectif de ce travail est de développer certains théorémes de
compacité faible et leurs applications en minimisation ainsi que leur réle dans la convergence
des martingales a la limite. Ce projet est composé de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous présentons des définitions et notations. Nous rappelons égale-
ment quelques résultats en analyse fonctionnelle et en théories d’intégration. Puis nous abordons
des notions de mesurabilité, d’intégrale, et celle de la convergence faible pour des multifonc-
tions & valeurs dans ’ensemble des parties non vides d'un espace de Banach E. A la fin de ce
chapitre nous donnons quelques propriétés des multi-mesures ainsi qu’'un théoréeme d’existence
de mesure sélection d’une multi mesure . Quelques propriétés topologiques de I’ensemble de ces
sélections sont également données.

Le deuxiéme chapitre présente des méthodes de compacité faible dans L} ou E est un
espace de Banach séparable. Ces résultats sont des extensions de ceux obtenus dans ( [2], [9]),
et dans I'espace des multifonctions mesurables et intégralement bornées a valeurs convexes fai-
blement compactes non vides d’un espace de Banach séparable E.

Dans Le derniére chapitre de ce mémoire, aprés avoir établi des versions univoques et
multivoques des résultats présentés dans le chapitre deux, nous prouvons ’existence d’un mini-
mum pour des fonctionnelles intégrales convexes dans le cas univoque et multivoque. Puis nous
démontrons l'existence des éléments de meilleure approximation dans Lk et .;ngwkc( (2, A, ).

A la fin de ce chapitre nous donnons un rappel de la notion d’ espérance conditionnelle et des
martingales a la limite. Puis nous appliquons quelques résultats du deuxiéme chapitre pour
montrer la convergence des martingales a la limite.



Quelques notions de base

1.1 Analyse fonctionnelle

1.1.1 Quelques résultats autour : Espaces réflexif- Espaces séparable-
Topologie faible

Dans cette section, F est un espace de Banach.

La séparabilité

Définition 1.1.1

1. Une partie D d’un espace normé E est dite dense dans E si sa fermeture D coincide
avec E (D = E).
2. Un espace normé E est dit séparable sl existe un sous ensemble F' C E dénombrable
et dense dans E.

Exemple : Tout espace normé de dimension finie est séparable.

La réflexivité

Définition 1.1.2

On dit que U'espace de Banach E est réflexif si l'injection canonique :

E— FE*
r+— T =i(x)

est surjective.

Définition 1.1.3

La topologie faible de E est la topologie la moins fine pour laquelle toutes les formes
linéaires continues ¢ € E restent continues. On la note o (E, E') , ou plus rapidement
w.




Chapitrel Quelques notions de base

Théoréme 1.1.1: Théoréme de Eberlein-Smulian

Soit A un sous ensemble de E. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) A est relativement faiblement compact (AG(E’E) est compact).
(17) A est sequentiellement faiblement compact ( toute suite d’éléments de A admet
une sous-suite o (E, E') -convergente).

U

Démonstration. [11, voir théoréme 18.A. page 145]

Théoréme 1.1.2: Théoréme de Dunfor d-Pettis

Soient (2, A, i) est un espace mesuré fini et H C Ly (u) telle que

— / FO)ldu(t) < oo.

feH

Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) H est relativement faiblement compact dans L.
(i7) H est uniformément intégrable.

U

Démonstration. |1, voir le théoréme 4.3 page 115]

Théoréme 1.1.3: théoréme d’Egorov

Soient (Q,B,m) un espace mesuré fini et (f,) une suite de fonctions mesurables définie
sur ) a valeurs réelles telle que (f,), converge simplement vers f. Alors pour tout e > 0,
il existe une partie A € B telle que m(Q\A) < ¢ et telle que (f,) converge uniformément
vers [ sur A.

Définition 1.1.4

Soit A C X, l'enveloppe convexe de A noté co(A), est l'intersection de tous les ensembles
convezes contenant A.

Plus explicitement, on peut définir I’enveloppe convexe de ’ensemble A via :

CO(A)I {Z)\lazlneN,xl GA,Z)WZL)\@>O}

i=1 =1

On note par co(A) 'adhérence de co(A) et on a le résultat suivant :

Théoréme 1.1.4: Théoréme de Krein

Si A est faiblement compact de E alors le ¢o(A) est faiblement compact de E.

Démonstration. |11, voir le théoréme 19.E page 162| O
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Chapitrel Quelques notions de base

Un corollaire de ce théoréme est :

Corollaire 1.1.1

Si A est sous ensemble de E relativement faiblement compact, alors le co(A) est faiblement
compact de E.

Démonstration. En effet, on a A C A0<E’E ) donc :

co(A) C co (AU(E»E')) .

Comme AU(E’E ) est compact donc, d’aprés le théoréeme de Krein, co </_10 (EE )) est faiblement
compact, Donc

co(A) C o (A"(E’El)) .

Comme ¢06(A) est un fermé au sens de la topologie de la norme de E et convexe alors il est
fermé pour la topologie faible. D’ou la faible compacité de ¢o(A). ]

Théoréme 1.1.5: Théoréme D’aloglu

Soit E un espace normé. Alors la boule unité fermée de E' est compacte pour la topologie

faible-* (w*).

Ce théoréme permet d’en déduire une caractérisation des espaces normés réflexifs (égaux a
leur bidual). Un tel espace est nécessairement un espace de Banach.

1.1.2 Espaces Polonais et Souslin

Définition 1.1.5

Un espace topologique séparable (E,T) est un espace Polonais s’il est complétement mé-
trisable, autrement dit s’il existe une métrique d complete induisant la topologie T.

Corollaire 1.1.2

Tout espace Polonais est un espace homéomorphe a un espace métrique complet qui a un
sous-ensemble dense dénombrable.

Exemples :
-Tout espace de Banach séparable est un espace polonais.
-R est un espace polonais.

Définition 1.1.6

Un espace topologique (E,T) est un espace de Suslin s’il existe un espace polonais Y et
une application continue f :Y — E tel que :

E=f(Y).

PFE 8 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Exemple :
— Tout espace polonais est un espace de Suslin.

1.2 Théorie d’intégration univoque

Soient (€2, A, 1) un espace mesuré et (E,|| - ||) un espace de Banach muni de sa tribu
borélienne B(FE). E,; désigne le dual topologique fort de E et E; désigne le dual topologique
faible de E, en générale E* désigne le dual topologique de E, étant donné ' € E et z € E
nous notons par <x', a:> la valeur de z' au point z.

1.2.1 Mesurabilité et y-mesurabilité

Définition 1.2.1: Rappel

Une fonction f : (2, A) — (E,B(F)) est mesurable si pour tout B dans B(E), f~'(B)
est un élément de A.

Mesure a densité

A partir d’'une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure
de la maniére suivante :

Définition 1.2.2

Soient (2, A, ) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive sur §) alors VA €
A la fonction B
A A — R+

A / Py
Q

est une mesure sur A dite mesure de densité f par rapport a p et on écrit v = f.pu.

Mesure absolument continue

Définition 1.2.3

Soient p ety deuz mesures sur un espace mesurable (2, A). On dit que v est absolument
continue par rapport a p, et on note vy << i st

VA € A, i(A) = 0 = ~(4) = 0.

PFE 9 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Définition 1.2.4

Une fonction f: (Q, A, u) — E est dite simple si elle est de la forme

f = Z xilAi
=1

ou les x; sont distincts deuzx o deux dans E et (A;)!, est une partition mesurable de §Q.

Remarque 1.2.1. Lorsque E = R, la notion de fonction simple coincide avec celle de fonction
étagée.

Définition 1.2.5

Une fonction f : (0, A, u) — E est dite p -mesurable si c’est une limite presque partout
de fonctions simples.

Remarque 1.2.2. Cette notion est également appelée mesurabilité forte. Nous reprenons le
choiz de J. Droniou de [’appeler p -mesurabilité pour rappeler que cette notion nécessite la
donnée d’une mesure : elle n’est pas liée a la notion d’espace mesurable, mais a celle d’espace
mesure.

Nous introduisons maintenant une notion de mesurabilité faible.

Définition 1.2.6

Une fonction f : Q — E est dite faiblement (scalairement) mesurable si pour tout v € E'
l'application :

t <x’,f(t)>

est mesurable de 2 dans R.

1.2.2 Espaces d’Orlicz

Soit (€2,.A, ) un espace mesuré. Les espaces de Lebesgue LP(Q, A, i) sont définis en consi-
dérant la fonction puissance |z|P avec 1 < p < co. Ces espaces sont des espaces de Banach et
I’essentiel de leurs propriétés topologiques et métriques reposent sur la nature de la fonction
puissance = — |z|? qui apparait dans leurs définitions. Les espaces d’Orlicz Ly, extension na-
turelle des espaces de Lebesgue LP, sont générés par une fonction ¢ dite fonction d’Orlicz ou
N - fonction généralisant les fonctions puissances.

Notons M (2) ’ensemble des fonctions p -mesurables sur 2 & valeurs dans R modulo la relation
d’équivalence =y —p - p.

PFE 10 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Définition 1.2.7

On appelle fonction d’Orlicz z une fonction ¢ : R — [0, 00| telle que :
(1) ¢ est paire, convexe et continue & gauche sur [0, 00|,
(2) ¢(0) =0 et ¢ n'est pas identiquement nulle.
Si de plus,
(3) ¢(z) > 0 pour tout x > 0,
(4) ¢(x) < 400 pour tout x € R c’est a dire ¢ est a valeurs dans [0, 0o,
(5) lim, o 9@ — 0 et lim,_o 22 = 0.

x x

la fonction ¢ est dite N -fonction ou fonction de Young.

Définition 1.2.8
On appelle classe d’Orlicz, l’ensemble des fonctions f € M(Q) vérifiant

/ S(f(2))dp < oo.
Q

On note Ly(Q) la classe d’Orlicz. c’est-a-dire :

LY(Q) = {f e M(S) telle que/ggb(f(x))du < oo} .

Définition 1.2.9
On définit Uespace d’Orlicz Ly(S2) par :

| r

Ls(Q) = {f € M(Q) telle que IN>0: Af € LY ()},

= {f € M(RQ) telle que / d(Af(x))dp < oo pour un certain A > 0} :
Q

La condition —A, est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz. Elle joue un
role trés important dans ’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 1.2.10

Une fonction d’Orlicz ¢ satisfait la condition —Ay (¢ € Ag), s’il existe k > 2 tel que,

¢(2x) < ko(z) Vo > 0.

1.2.3 Intégrale de Bochner

Définition 1.2.11

Une fonction f : (Q, A, u) — E est dite p -intégrable s’il existe une suite (S,)nen de
fonctions simples qui converge vers f p-presque partout et telle que [, ||s, — fllx dpu — 0.

Dans la littérature, on emploie également les termes de u-intégrabilité ou d’intégrabilité au
sens de Bochner.

PFE 11 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Notation 1.2.1. L’ensemble de toutes les fonctions intégrables au sens de Bochner de E vers
E est noté L};.
Sur Uespace Li;, la semi-norme classique est donné par || f|l1 == [, || flldp.

Proposition 1.2.1: Bochner

f:(Q A pn) — E est u-intégrable si et seulement si f est p-mesurable et que l'on a

/Q 1) lndu(z) < +oo.

U

Démonstration. |14, voir proposition 1.4 page 9|

Théoréme 1.2.1

Soit f est une fonction p -Bochner intégrable, alors
o lim, )9 fo fdu=0;
o ||fo fdp|| = [o Iflldu, pour tout 2 e A;

o Si(A,) une suite des membres disjoint deuzr & deur de A et Q@ =, Ay, alors

/Qfduzg//‘nfdu,

ot la somme a droite est absolument convergente.

OJ

Démonstration. |[7|

Définition 1.2.12

Soient (2, A, 1) un espace mesuré fini et E un espace Banach.

o LL(Q, A, 1) représente l'espace de toutes les (classes d’équivalence de) fonctions p-
mesurable et Bochner intégrables de Q) a valeur dans E.

Sur Uespace Ly, la norme classique est donnée par || f |l,= [ | f || dp .

o L¥(0, A, ) signifie l'espace de toutes les (classes d’équivalence de) fonctions Bochner
intégrables définies sur § a valeur dans E qui sont essentiellement bornées, c¢’est-a-dire :

| f lloo= esssup {|| f(w) |, w € Q} < oco.

Définition 1.2.13

Une fonction m  définie sur (2, A) a valeurs dans E est une mesure vectorielle, si pour
tout suite (Ap)nen € A des ensembles deuz a deuz disjoints, nous avons

m((JAn) =) m(4n).

PFE 12 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Soit m : A — E une mesure vectorielle. Pour tout A € A, nous définissons |m|(A) par :

m|(A) :=sup Y [|m(C)|l, VA€ A

Ta C€eTa

avec T, parcourant ’ensemble de toutes les partitions finies de A d’ensembles mesurables.
Si |m|(Q2) est fini, la mesure vectorielle m est dite a variation bornée.
On consideére une suite {C,,} dans P(E) \ {0}, on définie la somme suivante :

Z Ch,={r€eFE z= an (convergence inconditionnelle), x,, € C,,, n > 1}.
n n

Remarque 1.2.3. Si f : Q — E est Bochner intégrable, Alors pour A € A, A — m(A)
[ fdp est une mesure vectorielle et |m|(A) = [, || f ||& dp.

Définition 1.2.14

Un espace de Banach E posséde la propriété Radon-Nikodym (RNP en abrégé), si
pour chaque espace de mesure fini (2, A, u) et chaque mesure vectorielle m : A — E a
variation bornée telle que m < u, Alors il existe f € LL(Q, A, u) tel que

m(A) = /Afd,u VA € A.

Théoréme 1.2.2

Soit (Q, A, 1) un espace mesuré et E un espace de Banach, Alors si E' a PRN, on a :

(LL(Q A ) = LS (2, A, ).

\.

OJ

Démonstration. [10, voir Théoréme 1.47 page 14]

Corollaire 1.2.1

Soit E un espace de Banach, alors les affirmation suivantes sont équivalentes
(a) L’espace E' a la propriété de Radon-Nikodym.
(b) Tout sous-espace séparable de E a un dual séparable.

| r

Définition 1.2.15

Soit une fonction ¢ : Q x E — R|J{+o00}.

(a) ¢ est dite intégrande si pour tout w € Q, dom(p(w,.)) ={x € E : p(z) < oo} #
0, (c’est-a-dire p(w,.) est propre) ;

(b) @ est dite intégrande mesurable si ¢(.,.) est B(R) x A mesurable ;

(¢) @ est dite intégrande normale si ¢ est un intégrande mesurable et pour tout w € €0,
o(w,.) est semi-continue inférieurement ;

(d) @ est dite intégrande normale convexe si ¢ est un intégrande normale et pour tout
w € Q, p(w,.) est convere.

0. Soit v une mesure vectoriel, on dit que v est p-absolument continue si p(A4) = 0 implique v(A) = 0, pour
tout A € A.

PFE 13 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Proposition 1.2.2

Sip:Qx E— RJ{+oo} un est intégrande mesurable, alors p* : Q@ x E' — R|J{+o0}
est un intégrande normale convezxe.

Démonstration. [10, voir Théoréme 9.5 page 264] O

Soit ¢ : 2 x E — R|J {400} un intégrande normale. la fonctionnelle intégrale est définie
par la formule suivant :

I(z) = / o (w, 2)dpa(w).

Proposition 1.2.3

Soit ¢ : Q x E — R{J{+00} un intégrande normale conveze, si a(zr) < ¢(w,z) p.p.p
tel que [, a(w)dp(w) > —oo, alors I,(.) est faiblement semi-continue inférieurement sur
Lp(Q, A, ).

Démonstration. [10, voir Théoréme 9.18 page 269|

1.3 Théorie d’intégration multivoque

Dans cette section (€2, A, i) est un espace mesuré¢ de mesure finie et (E, || - ||) est un espace
de Banach séparable sauf mention de contraire. Pour simplifier, la topologie faible sur E (resp.
faible étoile sur E' ) notée par w (resp w* ).

Notation 1.3.1. P(E) ( ou 2F) : est 'ensemble de toutes les parties de E.

Pi(E) : est ’ensemble de les toutes parties non vides et fermés de E.

Pi(E) : est U'ensemble de toutes les parties non vides, fermés et convezes de E.

Pr(E) : est l’ensemble de toutes les parties non vides, compactes de E

Prc(E) = est l’ensemble de toutes les parties non vides, compactes et convexes de E.
Puke(E) : est Uensemble de toutes les parties non vides, w -compactes et convexes de E.
Pp(E) : est 'ensemble de toutes les parties non vides, fermées et bornées de E.

1.3.1 La topologie métrique de Hausdorff, la fonction d’appui

Soient A, B deux éléments de Py(E), on définie leur distance de Hausdorft par :

h(A, B) = max {sup d(a, B), sup d(b, A)} ,

a€A beB

ou d(a, B) = infycp ||a — b|| est appelé la fonction distance.

PFE 14 Master MACS



Chapitrel Quelques notions de base

Définition 1.3.1

Soit C € P(E), la fonction d’appui §*(.,C) de C est une fonction de E vers R définie
par :
0* (x/, C) ‘= sup <xl, a:> .
zeC

Remarque 1.3.1. Directement a partir de la définition ci-dessus, nous pouvons déduire que
5*(.,C) est sous-linéaire, w*- semi-continue inférieurement.

Définition 1.3.2

Soit C' € P(E), le rayon de C est :

IC]I := sup ||| = h(C, {0})
zeC

La fonction d’appui satisfait les propriétés simples suivantes :
0* (x',C) = 0" (:v',EC') CePE),
5 (2/,C+C) =6 (2/,C)+ 6" (2/,C") 2’ € E et C,C" € P(E)\{0}.
Il est sous-linéaire :
o* (a:v’,C’) =as (a:/,C’) a>0,CeP(E),
5 (2 +y,C) <6 (2,C)+ 0" (y,C) 2,y € E et C € P(E).

En particulier, en prenant y = —z, on obtient :
5 (m 0) s (—a;’, 0) >0 CeP(EN\0).
Pour 2’ € E' et C € P(E)\{0}, on a :
()
Remarque 1.3.2. Soient B’ la boule unité fermé de E' et C € P(E)\{0} de E', alors
Icl= sup 5 (+'.C)
en effet, il est évident que sup,s .z 6* (z*,C) < ||C|.

Soit x € C, d’aprés un corollaire de théoréme de Hahn Banach [12, voir page 59], il existe
z' € B avec ||z'|| =1 tel que ||z|| = (2", ). Ainsi :

’
T

et

2] <67 (x/,C) < sup §* (x',C’) .

' eB’

Théoréme 1.3.1

Soit E espace normé et A, B € Py(E), Alors

h(A,B)= sup |6"(2',A) — 6" (2, B)|.

T/ €E||z||<1

Démonstration. [10, voir Théoréme 1.13 page 9| O
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1.3.2 Mesurabilité et Intégrale d’une multifonction

On note par &, la tribu d’Effros, engendrée sur P;(E) par les parties de la forme :
{C e Ps(FE): CNU # 0}, ou U parcourt 'ensemble des ouverts de E.
Soit T': (2, A) — (Ps(E), E) une multifonction :

Définition 1.3.3

(a) T' est dite fortement mesurable si pour tout fermé C de E on a :
I (C)={weQ:T(w)NC #0} € A
(b) I est dite mesurable si pour tout ouvert U de E on a :
I~U)={weQ:T(w)NU #0} € A.
(¢) I' est dite de graphe mesurable si :
Gr(l') ={(w,z) e A x E:x e '(w)} € A

(d) T est dite scalairement mesurable si et seulement si pour tout * € E' on a : la
fonction w — 6*(x',T'(w)) est mesurable.

\. y

Si I'(w) C Puke(E) Alors I' est mesurable si et seulement si ' est scalairement mesurable
(la preuve de cette proposition existe dans |10, page 166].
Si E est un espace métrique séparable et complet et (€2, A, i) est complet, alors (a) < (b) <

(c).

Proposition 1.3.1

Soit ' : (2, A) — P;(E) une multifonction.
o I' est mesurable si et seulement si w — d(x,I'(w)) est mesurable pour tout x € E.
o Si T est fortement mesurable alors T' est mesurable (la réciproque est vraie lorsque
[(w) € Pu(E) )

Démonstration. |6, voir page 142 et 143| O

Définition 1.3.4

Une sélection d’une multifonction I": (2, A) — P(E) est une application f: (2, A) - E

telle que
Vw e Q: f(w) € I'(w).

Proposition 1.3.2: Théoréme de sélection de Kuratowski-Ryll Nardzewski

Soit I' : (2, A) — P(E) une multifonction.
Si I' est mesurable alors I' admet au moins une sélection mesurable.

Démonstration. [10, voir théoréme 2.1 page 154| O
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Théoréme 1.3.2

Soit I': (2, A) = Ps(E), et E est un espace Polonais alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) T' est mesurable.

(b) il existe une suite {o,} des sélections mesurables de T' tel que :

Vt € Q:I'(w) = {on(w)},,.

(Représentation de Castaing de I )

Démonstration. |10, voir proposition I1.3 page 155] H

Remarque 1.3.3. Soit T': (2, A) — P;(E) est mesurable alors pour tout v € E' on a :

5" (avl, F(w)) = sup (%, o, (w)) .

n

Etant donné une multifonction I' : (€2, A) — P;(E) mesurable, nous définissons I’ensemble
o Sr(A) = {fe LYY A ) : f(w) € T(w), u— a.e. } cest-a-dire que Sr est 'ensemble
des sélections mesurables de I'(.) modulo égalité presque partout.
o SHA) = {feLL(Q A u): flw) € T(w),u— a.e. }; cest-a-dire que S} est 'ensemble
des L!-sélections de I'(w) modulo égalité presque partout, avec L}, est espace quotient
de l'espace L1, par le sous-espace vectoriel des fonctions presque nulles.

Corollaire 1.3.1

Soit I : (Q, A) = Ps(E) \ @ une multifonction. Si Sp(A) # &, alors Sp(A) est conveze
si et seulement si I'(w) est convexe, pour tout w € L p.p.

Démonstration. [13, voir corollaire 1.6 page 155] O

Définition 1.3.5

Un ensemble F dans L} (Q, A, 1) est décomposable si pour tout A € A, et tous f, g dans
F,1af + IQ\Ag e F.

Il est évident que si F est décomposable, il en est de méme de sa fermeture F dans LL(Q, A, ).

Soit B une algebre et soit A la o -algébre engendrée par %B. Soit H un ensemble fermé
non vide de LL(A, ). Alors H est décomposable si et seulement si pour tout A € A et
tous f et g dans H, on a fla+ gla € H.

Démonstration. [3, voir lemme 2.4 page 4| O
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Théoréme 1.3.3

Soit F un sous-ensemble fermé non vide de LY. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Il existe T : Q — Py(E) mesurable telle que F = SE.

(it) F est décomposable c —a — d si pour tout A€ A et f,g € F alors 1af + 1g\ag € F.

Démonstration. |6, voir théoréme II1.6 page 65] O
Remarque 1.3.4. Il est clair que pour toute multifonction T, S} est un ensemble décomposable.

Soit ' : (Q,.A) — P;(F) une multifonction avec St # (). Alors ' est intégrable sur 2 et son
intégrale est ’ensemble des intégrales des éléments de Si, autrement dit :

Définition 1.3.6

[rwao ={ [ sau s re st}

De plus, VA € A, ona: [, T(t)du(t) = { [, f(t)du(t) : f € SL}.

Soit I': (€2, A) — Py(E) une multifonction est dite intégralement bornée (ou fortement inté-
grable) s’il existe une fonction g : 2 — R intégrable telle que | I'(Z) |= sup,er || © [|2< g(1),
pour tout ¢t € .

Remarque 1.3.5. Soit I' : (Q, A) — P(E) mesurable.

Par le théoreme de sélection mesurable Kuratowski-Ryll-Nardzewski, I' admet des sélections
mesurables :

- Si T est intégralement bornée, toutes les sélections seront intégrables et dominées par une seule
fonction intégrable.

- Si I est intégrable, au moins une sélection sera intégrable.

Notation 1.3.2. L’ensemble de toutes les multifonction mesurables intégralement bornées de
Q vers Py (E) est noté 571)wkc &)

Théoréme 1.3.4

Siu:QxX — R=RU{Zoo} est mesurable, F : Q — 2X\{0} est de graphe mesurable,
J: fr— [qulw, f(w))du(w), et pour tout f(-) € Sk et il existe au moins un fo € Sy tel
que J (fo) > —o0, alors

sup [J(f) : f € S| = /qup[u(w,x) cx € F(w)]dp(w).

Démonstration. |10, voir Théoréme 3.24 page 183| O
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Proposition 1.3.3

Soit T : (Q, A) — P;(E) une multifonction mesurable avec St # 0. Alors V' € E' :
5 (xl,/I‘(w)d,u(w)> :/5* (ml,l“(w)) dp(w).
Q Q

Démonstration. D’aprés la définition ci-dessus, on a :

o (v, [ Floaute)) =suw [ (o, [ riint) s r e s,

—sw | [ (@ f) dute): 7 € 5.

Et d’apres la théoréme 1.3.2, on a

sup [fo (2%, £(@) d(w) s £ € SE] = fsup[(0*,2) : & € Flu)] dplw),
= [, 0" (¥, F(w)) dp(w).

o (o [ F@nt) = [0 P duo)
]

Théoréme 1.3.5

o Soit ' : (Q,A) = Purc(E) une multifonction de graphe mesurable et intégrable-
ment bornée, alors St est non vide, w-compact et convexe.

e [nversement, si E est séparable, I : (2, A) — Pyrc(E) une multifonction de graphe
mesurable et intégrablement bornée et Si est non vide, w-compact et convexe dans
LY, alors T'(t) € Pure(E).

U

Démonstration. |10, voir Théoréme 3.34 page 187|

Remarque 1.3.6. Pour ' € L},
- il existe f € S} telle que s (z',T'(t)) = (2, f(t)) p.p sur Q.

Proposition 1.3.4

Soit E un espace localement convexe de Suslin, (2, A, 1) un espace mesuré, I' une multi-
fonction de ) vers des sous-ensembles convexes fermés et faiblement localement compacts
de E qui ne contient pas de droite et X2 de ) vers des sous-ensembles convexes fermées
de E. Si pour tout ' € E', 6" (' | ¥'(t)) < 6*(a' |I'(t)), p— presque partout alors
Y (t) C T'(t) p -presque partout.

Démonstration. |6, voir théoréme I11.35 page 83| ]
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1.3.3 La convergence des multifonctions

Définition 1.3.7

Soit {Pn, P}n>1 € £;}>wkc (E)’
noté par I',, — T' dans L, . () St €t seulement si pour tout u(.) € L% (Q,A 1), on a
wKC b

Jo 0" (w(w), Tn(w)) dp(w) — [, 6" (w(w), T'(w)) dp(w).

on dit que I',, est converge faiblement dans £71>ka (B) Vers r,

Théoréme 1.3.6

Si Tpy T Q = Pure(E) sont des multifonctions intégrablement bornées, alors T, =T
si et seulement si, pour tout 2’ € E', §* (2/,T,(+)) = 6* (¢/,T'(-)) dans L*(R).

Démonstration. = Notons d’abord que I',,,I" sont mesurables, donc on peut trouver des
fonctions mesurables {fm} _ et {f™} ., de Q dans E telle que I';(w) = { fﬁ(w)} et
= = >1

m_

MNw) = {fm(w)}m>1 (d’aprés la représentation de Castaing 1.3.2 ). Donc

wr— 0* (2, T (w)) = sup (Z, fM(w)) et w+— 6" (Z,T(w)) =sup (¢, ["(w))

m>1 m>1

sont mesurables et intégrables car I',,, " sont mesurables et intégrablement bornées.
Soit 2'(-) = xa(-)z" avec A € A. On a alors

/w@uummmmz/wu@umwmmw>
A Q

et
/Q 5* (2! (), To(w)() dp(w) — / 5 (2! (w), T(w) () djs(w)
et
/Q 5* (& (w), T(w)() dp(w = / 5 (¢ Tn(w) ) dp(w)
D’ou

/A 5 (¢ T(w)) dp(w) — / 5* (<, T(w)() du(w),

ce qui implique 6* (2/,I',(+)) = 6* (2/,I'(-)) dans L'.
<= Soit 2/(-) € L$ une fonction simple, c’est-a-dire

n

P(w) =) X (),

k=1
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avec 2z, € B/ et A, € A. Alors on a

0" («, 5r,) 0" (2" (w), Pn(w)) dp(w),

=Z/ 5, T(w)) du(w),

: / (2 T'(w)) dp(w),

=/Q (' (w) T(w)) dp(w) = 6" («/, 1) .

I
\

Rappelons que tout z*(+) € L™ (E’) peut étre approximé dans la topologie de Mackey m (LOEOQ, L}jﬂ)
par des fonctions simples.

Notons que St , St € Prextwke (Ly) (d’aprés la théoreme 1.3.5 ) car on a I',, I' € Preatwke,
donc 6% ((+), SE, ) et 6*((-), St) sont m -continus. Donc

pour tout z'(-) € L3,
D’ou
r, —T.

U

1.3.4 Topologie de Mackey

Soit E un espace de Hausdorff localement convexe. Nous savons déja que E’ a une topologie
localement convexe, w*.
Nous voulons d’abord définir la plus grande topologie localement convexe m(E/, E)sur E' qui
produit £ comme dual topologique, cette topologie est appelée la topologie de Mackey.
Cette topologie est telle que : pour toute topologie localement convexe 7 sur £ on a :

w* C 1 Cm(E,E).

Définition 1.3.8

La topologie de Mackey sur E', est la topologie de la convergence uniforme sur tous les
ensembles absolument converes w -compacts de E; c’est-a-dire :

! EE i !
z,, (—>):E <= V(O € Pure(E) : sup‘<xn—x,x>‘—>0.
zeC Z

Théoréme 1.3.7

Soient E un espace de Banach et C C E. Alors les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) C € Pure(E).

(2) La fonction x' — 6*(x',C) est m(E', E)- continue.
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Démonstration. [8, voir le théoréme 2.5 page 271| O

Remarque 1.3.7. Soient E un espace de Banach et C C E. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) co(C) € Pure(E).

(2) La fonction x° — 6*(x',C) est m(E', E)- continue.

Démonstration. |10, voir remarque 2.43 page 168| O

R(E)-tendue

On note R(E) 'ensemble des convexes fermés non vides de £ dont I'intersection avec toute
boule fermé B(x, p) est faiblement compacte.

Définition 1.3.9

Soit H une partie de LY. On dit que H est R(E)-tendue si pour tout € > 0, il existe une
multifonction mesurable, T, a valeurs dans R(E) telle que :

VieH :p({teQ: f(t) ¢ T(t)}) <e

1.3.5 Multimesures

Soit (§2,.A) un espace mesurable et E un espace de Banach. Pour la suite sur P(E), nous
considérons I'addition de Minkowski, notée ” + 7 définie par :

A+ B=A+ B.

Définition 1.3.10

On dit qu’une multifonction M : A — P(E) est additive si :
VA,B € A tels que ANB =0 ona:M(AUB) = M(A)+ M(B).

Quand les valeurs de M sont w-compacts, I'opération de fermeture n’est plus nécessaire.
Cette définition peut étre étendue & une famille disjointe deux-a-deux de membres de A.

Définition 1.3.11

e On dit qu'une multifonction M : A — P(E) ~ {0} est une multimesure forte si
M(0) = {0} et pour toute suite {A,} C A deuz-a-deuz disjoints on a :

M(|JAn) =) M(A,).

e On dit qu’une multifonction M : A — Pep(E) \ {0} est une multimesure faible si
M est additive et pour toute ' € E', la fonction A — S(I’I, M(A)) est une mesure
réel.
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Exemple Soient (2,4, 1) un espace mesuré finie, F est un espace de Banach séparable et
I': Q— P(E)~{0} une multifonction de graphe mesurable avec S} # (), Alors M : A — Py(E)
définie par :

M) = [ Tt

est multimesure.

Soit M : A — P(X)~ {0} une multimesure forte. Pour tout A € A, nous définissons Vj;(A)
par :
Vir(A) :=sup Y [[M(C)| VA€ A
Ta CeTa
avec T4 parcourant ’ensemble de toutes les partitions finies de A en ensembles mesurables.
Si Vas(€2) est fini, la multimesure M est dite a variation bornée.

La multimesure M est dite p-absolument continue si p(A) = 0 implique M (A) = 0, pour tout
Ae A

Définition 1.3.12

Soit une multifonction M : A — P(E). Une application m : A — E est dite une
sélection de M si pour tout A € A,m(A) € M(A).

L’ensemble de toutes les sélections de mesures M est désigné par Sy;.

Corollaire 1.3.2

Si M : A— Pur(E) est une multimesure, Alors Sy # .

Sur Sy, on peut définir la topologie 7 de la convergence faible simple (c’est-a-dire m, — m
si et seulement si, pour tous A € A;mq(A) = m(A)).
Soient S I'espace de toutes les fonctions simples a valeurs dans R et ca(FE) I'espace de toutes les
mesures vectorielles a valeurs dans F. Considérons le produit tensoriel S ® E’. C’est 1'espace
de toutes les fonctions simples A-mesurables a valeurs dans E'. Donc si u € S ® E, u(w) =
S Xa, (w)z), avec {Ag}r_, A partition de Q et z;, € E'. Alors S® X' et ca(X) peuvent étre
mis en dualité via la forme bilinéaire

n

(m,u) = <m,ix,4kx;€> = Z (x;,m(Ak)) ,

k=1

ot {Ag}r_, est une A-partition finie de Q et z), € E',k = 1,2,...,n. Alors il est facile de voir
que la topologie de convergence faible simple sur ca(E) n’est rien d’autre que la topologie faible
w (ca(E), S® E'). Dans ce qui suit, nous désignons cette topologie par @ .

Théoréme 1.3.8

Soit M : A — Pui(E) est une multimesure non vide, alors
(a) Sy est w-compact,
(b) si en plus, M est a valeur dans Pyrc(E), Alors, pour tout A € A,

M(A) = {m(A)/m € Su}.
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Démonstration. |10, voir Théoréme 4.14 page 854| O

Notez que ’ensemble des sélections de mesure Sy, a la propriété de décomposabilité sui-
vante : si my,mg € Syy et A € A, Alors xamq + xacmao € Sy, ici x4mq est la mesure vectorielle
C— m(A+C).

On désigne par ca(FE) l'espace de toutes les mesures vectorielles a valeur dans E sur A.

Définition 1.3.13

Soit K € ca(FE) est dite décomposable si pour tout mi,ms € K et tout A € A, on a
Xami + Xaemg € K.
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2.1 Compacité faible dans L},

Il existe une variété de résultats intéressants sur la compacité faible dans 'espace LL. Le
but de ce chapitre di 8 CHARLES.CASTAING - PAULETTE CLAUZURE. [4].
Dans toute la suite, nous considérons (2,4, 1) est un espace mesuré avec p finie et A p-
compléte, E est espace de Banach séparable.

Proposition 2.1.1

Soit 1+ L% (Q, A, ) — R une application sous-linéaire continue sur L;’;’,(Q,A, W) et
b b
additive au sens suivant : pour tout couple (f1, f2) dans LOEO, (Q, A, ) de supports disjoints,
b

on al(fi+ fa) =1(f1) +1(f2) et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout A fizé dans A, x’ — [ (xaz’) est m (E', E) continue (i.e., continus pour
la topologie de Mackey) ;

(13) Pour toute suite croissante (A,) dans A, de réunion A, pour tout ' fizé
dans E', on a lim, ol (xa,2") = l(xaz’). Alors la multimesure M de A a
valeurs convezes faiblement compactes non vides de E, définie par la formule
0 (', M(A)) = [ (xaz’), pour tout (A,2') € A x E', est & wvariation bornée
, et de fagon précise M(A) C v(A)B pour tout A € A, ot B est la boule unité de
E et v une mesure positive finie sur A absolument continue par rapport a .

Démonstration. Pour tout A € A, désignons par .4 I'ensemble de toutes les A -partitions
dénombrables de A et notons B’ la boule unité de E’ et posons

U(A) = Sup {Zl (XAzx;) : (Ai)ieN C yAa (x;)z’EN - B/} .
=0

Montrons que v est une mesure positive finie sur A :

En raison de sa définition v est une fonction d’ensembles positive. Reste a vérifier la o -additivité
de v.

Soit A € A et (A;);.y une A-partition de .A. Montrons d’abord I'inégalité suivante :

> w(4;) <w(A).

Jj=0
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Soit € > 0. En raison de la définition de v, il existe pour chaque entier j, une suite (A4;;) € %4
et une suite (mgz) C B’ telles que

De 1a on déduit

iv s+Z<ZZz XA, T ﬂ>.

Jj=0

Or la suite (l (X Ajs ﬂ))(j Hen? est absolument sommable car pour toute suite finie disjointe
(Dk) ey dans A et toute suite finie (27,),., dans B’, on a, en raison des propriétés de [,

Z |l (XDkx;CN < ZZ(XDkakx;c> ou ay = j:l,

keN keN

ce qui implique Y, -y |l (xp,7},)| < «. En effet :
Comme [ est une forme sous-linéaire additive continue sur L%‘Z(Q,A, ), alors il existe une

constante o € R, telle que |I(f)| < a|| ||, pour tout f € L. Ainsi on a :

)|

WHZM ) car |z = 1,

|Zl X4, 75)

Y

< (),
par suite
Yim 30 Gxae) < Jimn W),
ainsi )
sup lim "1 (xaef) < T [1]a(9),
(Ad)jen CFas(w}), . CB' neo = n—s00

ce qui implique v(A) < a, pour tout A € A.
Puisque (A1) ; yenz € L4, on a YooV (Aj) <e+wv(A). Comme € > 0 est arbitraire, on a

ZU(AJ.) < v(A).

L’inégalité inverse se démontre de la méme fagon
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Soit € > 0. En raison de la définition de v, il existe (Ck),cy € Sa et (2},) C B’ telles que

A)<e+) (xaat)-
k=0

Compte tenu de (77) et de I'additivité de [, on a, pour tout k € N

L (xcpzy) = lim | <XU’.’:O(CkﬁA-)$;c) :

o0

E CkﬂA xk

=0

D’ou
A) < € + Z Zl (XAJﬂCk'CE;g) )
k=0 j=0
=€ + Z Zl (Xckﬂij;;) )
=0 k=0
ainsi

A)<5+/ZV A
j=0

Comme ¢ est arbitraire, on a v(A4) < Y77 v (4;), ce qui établit la o -additivité de v.
En raison de la définition de v, on a

167 (2, M(A))[ = [l (xaz")| < v(A) [|l2"[],

pour tout (A,z') € Ax E’. Donc M est a variation bornée et 'on a M(A) C v(A)B, pour tout
A € A, avec v absolument continue par rapport a . O

PFE 27 Master MACS



Chapitre2 Les méthodes de Compacité faible

Proposition 2.1.2

Soit | une forme sous-linéaire, additive continue sur LOE?J (Q, A, 1) et vérifiant la condition
sutvante :

(%) Pour toute suite croissante (A,) dans A de réunion A et pour tout u € L%‘Z(Q, A, ),
on a :

lim [ (xa,u) =1 (xau),
n—oQ

Soit ¢ : Q x B} — R un intégrande A ® B (E}) -mesurable tel que :
(i) Pour tout w fizé dans 2, p(w,.) est sous-linéaire continue sur Ej ;
(¢3) Il existe k € L1 (Q, A, p) telle que

| (w, ") — @ (w, )| < k() [l2" = /1],

pour tout (w,x’,y’) € Q x E} x Ej.
Supposons que 'on ait pour tout (A,z') € A x Ej,

i) = / o 7o)l

alors, on a, pour tout u € LoEz(Q, A, ),

Démonstration. Soit u € Ly (Q, A, ). 11 existe une suite (u,) de fonctions A-étagées de 2 a

valeurs dans Ej qui convergent simplement vers u. En vertu du théoréme d’Egorov 1.1.3, pour
tout € > 0, il existe A. € A tel que pu(Q\A.) < € et tel que (xa.u,) converge uniformément
Vers X4, U.

D’ou

lirf [ (xa.un) =1 (xa.u) carl est continue.
n—-+0oo

En vertu de I’hypothése, on a, pour tout entier n,

! (xat) = / (@, xa (@)1t () pe( ).

Il résulte de (ii), qu'on a

i [ @) ) = [ (w0, (@)u(w)) 1(d).
Q Q

! (xau) = / o (@, xa (@)u(w)) pu(dw).

Par récurrence, il existe une suite croissante (A,,) dans A telle que

Vn, w(Q\A4,) <27,
Vn, 1(xa,u) = [, oW uw))p(dw),
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Compte tenu de la condition (x), on a

lim l(XAnU) =1 (XUZOZO(An)u> .

n—oo

Comme p (Q2\ U, (4,)) =0, on en déduit que

1) = (g a,) = Jim [l u)la) = [ ol uw)utd).

n—oo A
n

]

Théoréme 2.1.1

Soit E un espace de Banach, soit ¢ : Q x E — [0,400] un intégrande A @ B(E)—
mesurable tel que pour tout (w,z) € Q X E, on ait p(w,z) = ||z | —a(w) ot a est une
fonction positive pu -intégrable sur €.
Soit H une partie non vide de Ly (Q, A, p) satisfaisant auz conditions suivantes :

i) {p(,u(-)) :u e H} est uniformément intégrable dans Lk (Q, A, ),

ii) Pour tout A € A, Uensemble Hy = { [, udp : uw € H} est relativement o (E, E'),

iii) Toute mesure vectorielle m : A — FE, a wvariation bornée pour laquelle on a

m(A) € co(Hp,), pour tout A € A, admet une densité Bochner p -intégrable.

Alors

(a) H est uniformément intégrable dans L% (Q, A, 1).

(b) Tout élément | appartenant a Uadhérence de H dans le bidual faible de LE(Q, A, u)

noté H— admet pour représentation intégrale,

I (xaz’) = / (@, F(w)) pdw),

ou f € LL(Q, A, 1), pour tout (A,z') € Ax E'.
(c) Si l'on suppose de plus que LL(Q, A, p) = L%‘Z (Q, A, ), alors H est relativement

o (L}E, L?ECZ) compact.

Démonstration. e Montrons (a) :
on a

[u() < p(w, uw)) + a(w),

pour tout w € 2 et tout u € H. Alors pour tout A € Aon a :

/ Ju(w)llldw) < / (0, u(w)) + a(w)p(dw),
A A

ainsi

hm sup/Hu MNp(dw) < hm sup/@(w,u(w))—ka(w)u(dw),
A

A)—=0 yeH (A)—=0yeH

compte tenu de la condition (7), le point (a) est vérifie.
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e Montrons (b) :

Soit [ € Fw*, ot I est Padhérence de H dans le bidual faible de LL(9, A, p). Comme

H est borné pour la norme de LL(Q, A, 1), alors par théoréme D’aloglue 1.1.5 H" est
compact.
De plus, pour tout A € A et tout 2’ € E’, on a

[(xaz') < 0" (¢, Ha).

Donc d’aprés la remarque 1.3.7, 'application 2’ +— [ (xaz’) est continue sur E pour
la topologie de Mackey m (E’, E'), pour tout A fixé dans A, car H, est relativement
faiblement compact d’apres la condition (ii).

Compte tenu de I’hypothése faite sur ¢, pour tout u € H et tout 2’ € E' de norme < 1,
on a

(u(w),2) < p(w,u(w)) + a(w),
pour tout w € . Par suite, pour tout A € A, tout 2’ € E" avec ||2'|]] < 1 et tout u € H,

(. xaa') = / (u(w), ) pldw) < / p(w, u(w)) + ow)]ldw).
Ainsi
sup (1, az') = sup / (u(w), ) n(d) < sup / p(w, u(w)) + ow)]dw).
D’ou

Locar') < sup [ oo, ul)ntdo) + [ alwldo).
ueH J A A

Posons (m(A),x") =1 (xax’) pour tout (A,2') € A x FE'.

En vertu de ce qui précéde et de la proposition 2.1.1, la mesure vectorielle m : A +— E

ainsi définie est a variation bornée et absolument continue par rapport a la mesure pu.

Comme m(A) € € @ (H4) pour tout A € A, la condition (iii) implique que m admet

une densité Bochner p -intégrable f. Soit

L (xaz') = (m(A), ') = / (), ') (o),

A

pour tout (A,2') € A x E’, ce qui établit le point b) de 1’énoncé.
e Montrons (c) :
Pour démontrer le point ¢ , il suffit de vérifier que, pour tout v € LOEQé (Q,A, 1), on a

I(v) = / (), 0(w))pldw),

0. Rappelons qu'un sous-ensemble H de L; est uniformément intégrable si lim,,( A)—0SUD gy Jallflldp =0,
avec A € A

0. Un sous ensemble A d’un espace vectoriel topologique X muni de la topologie faible, est relativement
faiblement compact, si pour tout suite de A il existe une sous suite converge faiblement vers un élément de X.
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vu ’hypothése portant sur I'intégrande ¢, on a, pour tout v € L%‘z,) (Q,A, p), tout u € H
et tout A € A

(v < ollsup | [ e uton(aa) + [ a@ntas)].

ueH
Soit (A,,) une suite croissante dans A de réunion A, on a, pour tout entier n, |l (xav) — (xa,v)| =
’l (XA\AH’UM . D’ou

1) = a0l < ol s [ (et + | 5 an(ds)]

Donc lim,, o0 I (x4,v) = [ (xav) car lim,,_, p(A\A,) = 0. Il résulte de la proposition
2.1.2, qu’on a

I(0) = / (), v(w)) (o).

pour tout v € L%‘Z (A, 1).

Lemme 2.1.1: Grothendieck

Soit A un bornée d’un espace de Banach E qui posséde les propriété suivant :
il existe € = 0 et un sous ensemble H de E faiblement compact tel que A C H +eB (
avec B une boule unité fermé de E), alors A est est relativement faiblement compact.

Démonstration. Soit A I'adhérence de A dans le bidual de E. Comme A est bornée pour la
norme de E, alors d’aprés le théoréme 1.1.5 A est compact dans ce bidual faible. Soit B” la
boule unité du bidual de E, ainsi H +eB” est o(E”, E') fermé car, on a, B” et H sont o(E", E")
compact. En vertu de ’hypothése A C H + B, alors A C H + ¢B”, par suite A C E + ¢B".
Posons € un nombre arbitraire positive, et E est fermé dans E” au sens de la topologie forte,
donc A C E. O]

Théoréme 2.1.2

Soient (S, A, p) un espace mesuré avec p o-finie, A p-complet, et (un),, une suite
bornée dans LL(A) qui vérifie la condition d’approzimation suivante. Pour tout € > 0, il
existe une multifonction A-mesurable et intégralement bornée L. de 2 dans Py.(E) avec
0 € L.(w),Yw € Q et une suite (27),, dans A telle que

Vn21 VYweQ, Ilgar(w)un(w) € Ly(w)
Vn > 1, f ‘un — lggun} du < e

Alors (uy),s, est relativement faiblement compacte dans LL(A), et il existe une sous
suite (U, )y, de (Un),s, et tso dans L(A), telle que

{ Up, — Usy  POUT O (L};(A), Ly (.A))
Uso(w) € TOLs {u,(w)} p.s.

0t Ls {un(w)} = Neey {um(w) tm > k}a et o désigne ’'adhérence pour la topologie faible
o(E,E).
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Démonstration. Soit L. et QF qui satisfont aux conditions de ’énoncé. Pour tout n > 1, on a
Un = lonu, + Io\anty,
De sorte que la suite (1qun)n>1 demeure dans ’ensemble Sis des sélections intégrables de L.,
qui est o (LL(A), L3 (A)) compact (d’aprés le théoréme 1.3.5). Comme on a
‘un — 1ggun‘ <e

Donc
1
{un/n>1} C S; +eBp.

Alors d’aprés le théoréme 2.1.1 on conclut que (u,),-, est relativement faiblement compacte
dans L (A). O

Corollaire 2.1.1

Soit (2, A, 1) un espace mesuré avec j o-finie et E un espace de Banach séparable,
(Un),s1 une suite uniformément intégrable dans L (A), h une fonction strictement posi-
tive p -intégrable sur Q. On suppose que la suite (u,),~, admette la propriété d’approxi-
mation sutvante. Pour tout ¢ > 0, il existe une multifonction A-mesurable L. de €2 a
valeurs dans R(E) avec 0 € L.(w),YVw € Q et une suite (27),, dans A telles que

Vn > 1, fﬂ\m hdu <
Vn>21l Ywe, Ilon(w)up(w)€ L(w)

Alors la suite (uy),~, est relativement o (Li(A), L% (A)) compacte.

Démonstration. Soit h une fonction strictement positive et u-intégrable sur Q2. Comme (uy,), -,
est uniformément intégrable dans L1 (A, i), pour tout & > 0, il existe § > 0 et n > 0 tels que

{ Jihdp < = Supn>1fA|2in|d/L <5
Supn>1 \/‘[|Un|>’flh] |un| d/“j“ < 2

En vertu de 'hypothése, il existe une multifonction A -mesurable L. & valeurs dans R(E) avec
0€ L. (w), Vw € Q, et (1), dans A tel que fQ\Qn hdp < 0,¥n > 1 et tel que u,(w) € Lo(w)
pour tout w € Q7. Pour tout n > 1, on a

Un = Lopafun <o Un + L@z)enljunl<nh)Un + Lju, >0k Un

de sorte que la suite
(1Q?ﬂ(|un\<nh]“n)n>1

demeure dans I’ensemble S(},E des sections intégrables de la multifonction A-mesurable intégra-
blement bornée ®. de €2 a valeurs dans Piextwke(E) définie par

¢ (w) = Lo(w) Nnh(w)B, Yw € )
ot B est la boule unité de E. Vu le choix de ¢ et 1, on a, pour tout n > 1
‘un - 1920[Iun|<nh]un|L1 <€

de sorte que (uy),, est relativement o (Lj;(A), L3 (A)) compacte. O
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Lemme 2.1.2

Soient (2, A, P) un espace probabilisé, et (I';),-, une suite bornée dans E%;wkc(E) (A).
Alors il existe une suite extraite (I'n,),~, de ()5, une suite (By),s, dans A telles
que :

2. (1g,T'n; )45, est uniformément intégrable.

3. (lBank)k>1 converge wvers 0 en mesure, c’est-a-dire, pour tout £ > 0,
limy o0 P {15¢ [Tn,| >} =0.

U

Démonstration. |4, voir le lemme 2.4 page 4]

Voici un corollaire de ce lemme

Corollaire 2.1.2

Sous les hypothéses et notations du Lemme 2.1.2, il existe une suite croissante (Ay,),,,
dans A et une sous suite (T, ) de (T, ), telle que

1. P(Am) =
2. La suite (1Amekm)m>1 soit uniformément intégrable.

m>=1

3. Pour tout entier p > 1, la restriction de (Fnkm> a A, est uniformément inté-

grable.

m=1

Démonstration. e Montrons (1) et (2) :
En vertu du lemme 2.1.2 il existe une suite extraite (I';, ), de (I'y),,-, une suite (By),-,
dans A telles que : limy_,o, P (By) = 1. Alors puisqu’on a limg_,o, P (By) = 1, il existe
une sous suite (By,) >, de (Bg),s, telle que

P(By)>1-27 YgeN'
Pour tout entier m > 1, posons

Ao
q=m

Alors (Ap),,, est croissante avec A,, C By, pour tout m > 1. On a
o0 . oo . [ee) 1
r(Um )y r(m)<y s

g=m q=m q=m

D’ot, limy, o0 P (Ay) = 1. En vertu du Lemme 2.1.2, la suite (I'y,, ),,,-, répond a I'énoncé

car la suite (1p, Fnkm)m;1 est uniformément intégrable, donc (14,,I',,),,5; I'est aussi.
e Montrons (3) :

Soit p un entier > 1 fixé. Soit t > 0. On a

sup/ ITok,,| < sup / }Pnkm| +Sup/ |Fnkm‘
m21J A O[Tk, [>1] Ism<p=1J ApN[|Trkyy, [>1] p<m J Ay ([T, [>1]
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comme le premier terme tend vers 0 lorsque t — 400, le second terme est majoré

par sup;<,, [, [P, [>1] ‘I’nk | qui tend vers 0 lorsque t — oo car (lAank )m>1 est
m N m m S

uniformément intégrable.

]

Pour terminer ce paragraphe, on a le résultat suivant qui illustre les techniques de compacité
dans le Théoréme 2.1.2 et dans son Corollaire 2.1.1

Théoréme 2.1.3

Soit (2, A, 1) un espace mesuré avec ju est finie et A p-compléte, E un espace de Banach
séparable, v : Q x E — [0,+00] un intégrande, A @ B(E)—mesurable tel que p(w,0) =
0,Vw € Q et tel que pour tout w € Q, pour tout r € RT, l’ensemble

{z e E:pwzx)<r}
appartient a  R(E). Soit (uyn),., wune suite bornée dans Lp telle que
sup,>; [ @ (W, un(w)) p(dw) < Hoo. Alors il existe une suite (By),., dans A et
une sous suite (un,),-; telle que (lp,un,),, est relativement J(L}E(.A), OE‘Z(A))

compacte et telle que (1B,§Unk) converge vers 0 p-p.p.

k>1

Démonstration. Soit h une fonction strictement positive et p -intégrable. Soit v = hu. Il est
clair que la suite ((1/h)[un]),~, est bornée dans Lg(A,v). En vertu du lemme 2.1.2, il existe
une suite (By), > 1 dans A avec lim v (By,) = v(£2) et une sous suite (uy,), telle que

(Lp.h™" [ty | est uniformément intégrable dans L (A, v). On peut supposer que (1p, |ty \)@1
converges vers Oy -p.p. Mainenant on va montrer que (1p,uy, )., est relativement o (L', L>)
compacte dans L% (A, u).

Posons vy = 1, Un,, Yk > 1. Alors (h™" |v]),-, est uniformément intégrable dans Lg (A, v)
ce qui équivaut a Puniforme intégrabilité de (|vg|) dans L (A, i). Soit & > 0

il existe n et A > 0 tels que

v([p(ox) > nh]) <35, Vk=>1,
v([loel > AR]) <5, VEZ=1
car (h™'¢ (vk))ysy et (R [vgl),s, sont bornées dans L (A, v). Pour tout & > 1 on a Soit B la
boule unité dans E. Considérons la multifonction
(w) = {z € M(w)B : p(w,z) < nh(w)}

pour w € . En vertu de 'hypothése, ®(w) est convexe o (E, E’') compact et la multifonction
® est A -mesurable intégrablement bornée avec 0 € ®(w), Vw € Q. Par construction, on a pour
tout k£ > 1, pour tout w € 2

QF = [Jue] < AR N e () < nh).
Alors
Lop(w)vp(w) € (w),VE > 1,Vw € Q

et
v (O\QF) <v{lp(v) >nh)} +v{lu| > A} <S+E=e Vk>1.
O]
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2.2 Compacité faible dans 1’espace des multifonction inté-
gralement bornées

Dans ce paragraphe E est un espace de Banach séparable ayant la propriété de Radon-
Nikodym et tel que son dual fort Ej soit séparable. Soit Piextwkc(E) 'ensemble des convexes
faiblement compactes non vides de F, muni de la distance de Hausdorff, H, cette distance
induit sur ’espace E%)ch( E)(Q, A, i) des multifonctions A-mesurable et intégralement bornées
de Q a valeurs dans Prextwkc(E), la distance H est définie par :

H(T.A) = / H(D(w), Aw))u(dw).

ou I' et A dans L3, (A, o).

Proposition 2.2.1

Soit E un espace de Banach séparable. On suppose que E' est séparable et que E ait
la propriété de Radon Nikodym. Soit v : A — [0, 4+00[ une mesure positive absolument
continue par rapport a u et soit M : A — E une multimesure a valeurs convezes fai-
blement compactes non vides de E telle que M(A) C v(A)B, pour tout A € A. Alors il
existe une multifonction mesurable I' a valeurs convexes faiblement compactes non vides
de E, intégralement bornée telle que

M(A):/Ar(w)u(dw), VA€ A, (2.1)

I' est unique p -p.p.

Démonstration. e Montrons l'existence de I' qui vérifier 2.1 :

Soit Sy 'ensemble des mesures vectorielles m définies sur A a valeurs dans F telles que
m(A) € M(A),VA € A, Sy est non vide et puisque on a M est une multimesure a
valeur convexe faiblement compact non vide, Alors d’aprés théoréme 1.3.8 on a

VA€ A, M(A) = {m(A):m e Sy}

Soit m € Sy et |m| sa variation.

Comme la multimesure M vérifie la condition : M(A) C v(A)B, pour tout A € A, on a
|m|(A) < v(A) pour tout A € A. Donc m est a variation bornée et absolument continue
par rapport a p puisque v est absolument continue par rapport a p.

Comme FE a la propriété de Radon-Nikodym, m admet une densité f,, Bochner inté-
grable par rapport a p, c’est-a-dire m(A4) = [, fndp < v(A),YA € A, ainsi |m|(A) =
Sl fmldp < v(A),VA € A. De facon évidente, ensemble

H=A{fn:me Sy}

est une partie uniformément intégrable dans LL(9, A, 1) car

lim sup /]fm]dug lim wv(A).
A p

1(A)=0 meSy, (A)—=0
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Il est clair que { i) g Smdp:m e S M} = H 4 est convexe faiblement compact dans F pour

tout A € A.

Par ailleurs H est décomposable au sens : pour tout (A, B) € A x A, avec ANB =) et

tout (hi,he) € H x H, la fonction xahy + xghe € H si0e€ M(A), VA € A.

En effet :

Supposons d’abord 0 € M(A),VA € A. Alors chacune des mesures A — 6* (', M(A)) (' € E')
est positive, ce qui implique que M est monotone c’est-a-dire M(A) C M(B) si A C B.
Alors

Soient (A,B) € Ax Aet AN B =0, (my,my) € Syr x Sy Pour tout C' € A, on a

/Q(XAfm1 + XBfm,) dpp = mi(ANC) +my(BNC),
mi(ANC)+me(BNC)e M(ANC)+M(BNC)=M(CN(AUB)). C M(C)

Par suite xafm, + XBfm, € H.

De plus, on a H est relativement faiblement compact dans LL(Q, A, ) car on a E
et E' ont PRN, et H est uniformément intégrable et bornée, et H, est relativement
faiblement compact dans E, pour tout A € A (d’aprés la théoréme [9, voir Théoréme
1 page 101]) . Nous allons maintenant montrer que H est w -fermée dans L (€2, A, i1).
Alors soit f,, — f dans LL(Q, A, 1) et puisque, on a M est une multimesure & valeurs
faiblement compactes et convexes d’apres la théoréme 1.3.8, nous pouvons supposer que
Me — m € Sy. Alors pour tout [A,2'] € Ax E' on a :

/£<XA<w>mcf;m<w>>du<w>—»(/Z<XA<a0x*,f<w>>du<w>

et
(2, ma(A)) = (2, m(A)),

avec (2/,mq(A)) = [ (xa(W)2', fin, (w)) dp(w). Alors

(%mmnzﬁuww»wwx
donc
Amwmmmmwzémww»wwy

Soit {a7,} -, faiblement* dense dans E’, puisque E’ est séparable, alors un tel ensemble
dénombrable existe. Alors on a

(@), fm(w)) = (2, f(w)), pour tout we Q\N, u(N)=0 ettout n > 1.

n?
Alors par la densité w* de z/, dans E’, on obtient que
(2, fm(w)) = (', f(w)), pour tout w € Q\N et tout 2’ € F',

on déduit

fm(w) = f(w)p — p.p.
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Donc H est faiblement fermée. D’ou H est faiblement compacte et H est décomposable,
alors d’apreés le théoréme 1.3.3 il existe I qui vérifie H = Sr avec

Sp={ueLp(Q A p:uw) el (wp—pp}
. D’ou
M(A) = /AF(w),u(dw) &of {/Au(w),u(dw) tu € Sp}.

e Montrons I'unicité de I'" : Supposons qu’il existe I'y et I'y telle que

M) = [ Tin(do) et M(A) = [ Tawn(a)
Alors

AFl(w)u(dw) = / [y (w)p(dw)pour tout A € A

A

Ainsi
5" (x',/ Fl(w)u(dw)> =0 (x',/ Fg(w),u(dw)> pour tout 2’ € E'et tout A € A,
A A

par suite d’aprés la proposition 1.3.3, on a

/ 6 (2, T (w)) p(dw) = / 6" (2/,Ty(w)) p(dw) pour tout 2’ € F'et tout A € A,
A A

donc
6" (2!, T1(w)) = 0" (2/,T2(w)) pour tout 2’ € E' et tout w e Q\ N avec u(N) =0,
alors d’apres la proposition 1.3.4, on a

I'y(w) =Te(w) pour tout w € Q\ N avec u(N) = 0.

D’ou 'unicité.
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Théoréme 2.2.1

Soit 7 un ensemble dans E}Dwkc(E)(Q,A, W) qui vérifie les conditions suivantes :

(i) L’ensemble {|U'|: T € S} est uniformément intégrable dans LL(Q, A, ).
(i1) Pour tout A € A, l’ensemble

= U { ey

Les”

est relativement faiblement compact dans E.
Alors, pour toute suite généralisée (I'y) o, dans €, il existe une sous suite généralisée
(Ti)icr et A€ L (5)(Q2, A, ) telle que, pour tout u € LE’(Q,A, W), on ait

im | 8 (o), Ti(w) ) = [ 8 (ue). A 22)
Par suite, pour tout X € E%’wkc(E)(Q’ A, i), on a

T / B (Ts(w), X (@) p(dw) > / A W), X (w))p(d). (2.3)

v 0 0

Démonstration. e Montrons 2.2 :
Observons d’abord que, pour tout I' € L%)wkc( E)(Q, A, 1) application.

Ip:ur /95*(u(w),I’(w)),u(dw)

de LOEZ(Q, A, 1) dans R est sous-linéaire, continue pour la norme || - ||, additive et I'on
a trivialement

/Q 5% (u(w), T(w))pu(dw)| < oo / Tl (w)a(dw).

Comme l'ensemble {|I'| : I' € S} est uniformément intégrable, on en déduit que 1’en-
semble {lp : T" € S} est relativement compact dans Iespace des applications continues
de L?ECZ,)(Q,A, ) dans R muni de la convergence simple. Par suite, si (I'y), o, est une

suite généralisée dans 7, il existe une sous suite généralisée (I';),.; et un élément
l: L%‘Z(Q, A, 1) — R tels que

limIp, (u) = l(u) pour tout u fixé dans L (2, A, ).

Il est clair que [ est sous-linéaire, additive et vérifie
L) < fullsup [ 1] @)ulds),
ieN J A

pour tout A € A et tout u € L%Z(Q, A, ). De la condition (i), on déduit que, pour tout
u fixé dans LOEZ(Q, A, i) et pour toute suite croissante (A,) dans A, de réunion A, on a

lim [ (xa,u) =1 (xau).

n—oo
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On a, pour tout A € A et tout 2’ € E,
[(xaz") < 0% (2, %) .

Donc lapplication ' — [ (xax’) est continue sur E’ pour la topologie de Mackey m —
(E', E), pour tout A fixé dans A, car %, est relativement faiblement compact (d’apres
la remarque 1.3.7). Donc [ vérifie les conditions d’application de la proposition 2.1.1.
Alors la multimesure M de A a valeurs convexes faiblement compactes non vides de F,
définie par la formule 6* (', M (A)) = [ (xaz’), pour tout (A, z’) € Ax E’ est a variation
bornée et de fagon précise M(A) C v(A)B, pour tout A € A, ou B est la boule unité
de E et v est une mesure positive sur A absolument continue par rapport & p. Ainsi
les conditions de la proposition 2.2.1 sont vérifies, Alors il existe A € E%’ch( E)(Q, A, )
unique g -p.p. Donc

M(4) = / Aw)p(dw)

par suite
[ (xaz") =6 (', M(A)) = / 6" (', A(w)) p(dw), pour tout (A,z') € Ax E'.
A

Posons ¢ (w,2’) = 0* (2/, A(w)), pour (w,2’) € Q x Ej. 1l est clair que ¢ vérifie les
conditions d’application de la proposition 2.1.2. Par suite, on a

W= [ 5(ue), Aw)(d),

pour tout u € L%‘Z (Q, A, 1), ce qui achéve la démonstration du premiére point de I’énoncé,

Vu L, limlp,(u) = lim / 5 (u(w), Ts(w)) j(dw) / 5* (u(w), A(w))p(dw).
A A Q

e Montrons 2.3 :
En vertu de ce qui précede, pour tout v € L, (Q A, 1), la suite généralisée (6* (u(-), I'i(+)));en

converge faiblement vers (0* (u(-), A(*)));en dans L r(8, A, p) car pour tout A € A, tout
u € L (Q A, 1), on a d’apres le théoréme 1.3.6 yau € Ly (Q, A, i) et par suite

lim / 5 (u(w), Ts(w)) j(dw) = /A 5 (u(w), A(w))(dw).

D’ou,
lim inf; f\5* (W), Ti(w)) = 6" (u(w), X (w))] p(dw)
> o 0% (u(w), Aw)) — 6" (w(w), X (w))| p(dw),

car Papplication f — [, |f|du de Ly(2, A, 1) dans R est faiblement semi-continue infé-
rieurement. Or, pour tout u € L% (Q A, p), avec ||ul|o < 1, 0n a

vieN, / B (D(w), X (@) pldw) > / 16 (u(w), To(w)) — 8 (u(w), X (w))] p(dw).

D’ou
limiinfh ([, X) > /Q 0% (u(w), A(w)) — 0" (u(w), X (w))| p(dw),
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pour tout u € L;’%(Q,A, p) avec ||ullo < 1. D’ou
liminf h (T;, X) > h(A, X).
[

En utilisant le Corollaire 2.1.2, le Théoréme 2.2.1 ;| on a I’énoncé suivant.

Théoréme 2.2.2

On suppose E; séparable et E ayant la propriété de Ra don-Nykodym. Soit (I’n)n}1 une
suite bornée dans £71’wkc(E) (A) telle que ;" [, T soit relativement o (E, E') compacte.
Alors il existe une suite croissante (Ap),,~, telle que limy, o P(Ay) = 1, une suite
(I‘a(m))@l extraite de (l“n)n;1 telle que (1Am1—‘a(m))m>1 soit uniformément intégrable,
une suite (Fga(n)) . extraite de (Fa( ))n>1 ,I's appartenant a E%,wkc(E)(.A) telles que,
pour tout p > 1 ﬁxe tout Ae A,NA, tout ' € E', on ait

lim [ &* (x',Fﬂa(n)) = / 6 (2, Ts)
A

n—oo A

Démonstration. |4, voir le théoréme 2.6 page 2.5] O

Voici d’abord une application du théoréme 2.2.2 qui intervient dans ’étude de la convergence
des martingales a la limite.

Théoréme 2.2.3

On suppose E; séparable et E ayant la propriété de Radon-Nikodym. Soit (Pn)n>1 une
suite bornée dans C%’wkc(E) (A) telle que

1. Pour tout w € Q,sup,,5; |I'n(w)| < +00.

2. Pour tout A € A,\Us", [, T est relativement o (E, E') compacte.

3. Pourtoutx’ € D', ou D' est une suite dans E’, dense pour la topologie de la norme

de Ey, la suite (6" (v',1'y)),,5, converge p.p. vers une fonction intégrable ..
Alors il existe T's, € E%)wkc(E)(A) et un négligeable N € A tel que pour tout (w,z’) €
O\N x E', on ait
lim 6 (2/, T (w)) = 6" (2, T (w))

n—o0

Démonstration. En vertu du théoreme 2.2.2 , il existe une suite croissante (A,,),,-, dans A
avec lim,, o P (A4,,) = 1, et une suite (F7(n))n>l extraite de (I',),-, telle que (IAF ("))n>1 st
uniformément intégrable, et T'os € Ly (5 (A) telle que

lim [ 6 (2, Tym)(w)) P(dw) /5* 7' Too(w)) P(dw)

n—oo A

pour tout p > 1, tout A € A, N A et tout 2’ € £'.
Comme lim,, o, 0% (2, T (w )) ¢ (w) p.p et comme la restriction de (), ., & chacun des

n>1
A,(p = 1) est uniformément intégrable, on en déduit que

/ 5 (2, T () P(dw) = lim [ 6% (', T, () Pldw) = /A o () P(d)

n—o0 A
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pour tout p > 1, tout A € A,N A, tout 2’ € D'. Par suite, pour tout p > 1, tout 2’ fixé dans
D,
6" (', Too(w)) = ¢ (w) = lim §* (2, T, (w))

n—oo

excepté sur un négligeable N, ,» dans A, N A. Soit
N, = |J Npw
z'eD’

Alors N, est un négligeable dans A, N A et on a

lim §* (2, T, (w)) = 0% (2, Too (w))

n—o0

pour (w,x’) € (A,\NN,) x D'. En vertu de la condition 1, on obtient,

lim §* (2, T, (w)) = 0% (2/, T (w))

n—o0

pour (w,z’) € (A4,\N,) X E' car on a, pour tout 2’ € E’ et tout ¢’ € D', tout w € Q, tout n > 1,
|07 (2", Tn(w)) — 6" (¢/, Too(w))] <

< lla” = €llsup [Fafw)] + 107 (¢, Ta(w)) = 8% (¢, Peo(@))] + [l2" = €[] [Toc ()]

Comme 'égalité lim,,_,o, 6* (2/,'y(w)) = 0% (2', ') est vraie p.p. sur chaque A,(p > 1), on
obtient finalement
lim & (2/, T, (w)) = 6 (2, T (w))

n—oo

pour (w,x’) € (Q\ Upes Np> X F'. O
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Applications

3.0.1 Application de théoréme 2.1.1

Ce paragraphe est consacré a l'existence d’un minimum pour des fonctionnelles intégrales
convexes et a I'existence des éléments de meilleure approximation dans Lk,. Soit B une sous tribu
p compléte de A et C' un ensemble d’applications de I'espace (€2, B) dans un espace mesurable
(S,S), C est décomposable si pour tout B € B, tout (u,v) € C' x C, 'application qui coincide
avec u sur B et avec v sur Q\ B appartient a C.

Voici un lemme facile qui est crucial dans 'existence d’'un minimum pour les fonctionnelles
intégrales que nous avons en vue.

Lemme 3.0.1

Avec les notations précédentes, soit C' un ensemble décomposable d’applications (B,S)-
mesurables de ) dans S, ¢ : Q x S — [0,+00] un intégrande qui vérifie les conditions
suivantes :
(i) Yu € C,o(-,u(-)) est A-mesurable.
(i) Il existe une suite (uy),-, dans C telle que J (u,) soit fini pour tout n € N*, et
telle que lim,_, o J (u,) = infyec J(u), J étant application de C' dans [0, +o0]
définie par

J(u) = /Qcp(w, u(w))pu(dw),  pour tout u € C.

Alors pour toute suite (B,,), dans B telle que lim,_, 1o 1 (B,) =0, on a :

lim @ (w, up(w)) p(dw) = 0.

n—-+o00 B,

En conséquence la suite (¢(-, un(+)))ns0 est uniformément intégrable dans Ly (), B, p).

Démonstration. Raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe une suite (B5,),., dans B
telle que lim,, oo pt (By) = 0 et telle que

lim ¢ (W, up(w)) p(dw) # 0.

n—-+o00 B
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Alors il existe ¢ > 0 et une suite strictement croissante d’entiers (ny,) tels que [ ¢ (w, U, (w)) p(dw) >
"k
g, pour tout k.

Considérant la suite (2, ),y & partir de la suite (uy, ),y et d'un élément quelconque v de
dom(J). En posant :

T, (W) = Up, (W)  siw e Q\B,,,
(W) = v(w) siw € B,,.

Puisque C' est une partie décomposable de I'ensemble des applications (B, S) mesurables de
2 dans S, alors z,, appartient a C' quel que soit k et par suite

ing J(u) < J(zp,), pour tout k& N.
ue

D’ou

inf J(u) < lim inf [/Q\Bnk w(w,unk(w))udw> +/B sﬁ(w,v(w))u(dw)] .

Comme v € dom J et limg o0 pt (By, ) =0, on a

"k

lim p(w, v(w))p(dw) = 0,

par suite

inf J(u) < lim inf /Q o (0, () pe(do).

ueC

En raison de la définition de la suite (u,, ), on a, pour tout k € N,

W, Up, (W dw), = W, Up, (W dw) — W, Up, (W dw
/Q\Bnk“”( () pldw) /Qw () pldw) / 0 (@, tny (@) pa(dw)

Bn,

< / 0 (@, 4 (@) p ) — .

Dans ces conditions

ueC

inf J(u) < limkinf/ @ (w, Up, () p(dw) — &,
Q

c’est-a-dire inf,cc J(u) < inf,eo J(u) —e, ce qui est absurde et achéve la démonstration. [

La proposition suivante est conséquence facile du lemme 3.0.1 ct du théoreme 2.1.1.

0. Une suite bornée (v,), > dans Lk(, B, 1) est uniformément intégrable si et seulement si pour toute
suite (B),,s, dans B, avec limu (By,) = 0, on a limps 00 [ |vn|p = 0.

PFE 43 Master MACS



Chapitre3 Applications

Proposition 3.0.1

Soit E un espace de Banach tel que Ej ait la propriété de Radon Nikodym.

Soit ¢ : Q@ x E — [0,+00] un intégrande A ® B(E) -mesurable, convexe semi continu
inférieurement sur E, pour tout w € Q et tel que p(w,x) = ||z|| — a(w), pour tout
(w,z) € Q x E avec a p -intégrable positive. Soit C' une partie non vide, décomposable

dans Ly (2, B, 1) et o (L}E(A), %Z(A)) fermée.

On suppose qu il existe une suite (u,) dans C qui vérifie les conditions suivantes :

(1) Yn,J (un) = [ (W, un(w)) p(dw) est fini et

lim J (u,) = inf J(u).

n—»00 ueC

(it) L'ensemble Hg = { [, undp:n > 1} est relativement faiblement compact dans
E, pour tout B € B.
(i7i) Toute mesure vectorielle m : B — E,a wvariation bornée qui vérifie m(B) €
co(Hg),VB € B, admet une densité Bochner j -intégrable et B— mesurable.
Alors Uintégrale fonctionnelle

atteint son minimum sur C.

Démonstration. Résulte facilement du lemme 3.0.1 et du théoréme 2.1.1. En effet, le lemme
3.0.1 et les conditions (i) (i7) et (iii) permettent d’affirmer que la suite (u,) est relativement
faiblement compacte dans LL(Q, B, 1), par application du théoréme 2.1.1. En vertu du théoréme
d’Eberlein-Smulian 1.1.1, on peut supposer que la suite (u,),.,; converge faiblement vers @
dans Lj(Q, B, ). Alors il est évident que (uy),, converge faiblement vers @ dans L (€, A, j1).
Comme C est faiblement fermé dans LL(€2, A, 1), on a @ € C. D’aprés la proposition 1.2.3 on a
J est semi-continu inférieurement sur L1 (2, A, 1) pour la topologie faible de cet espace. D’ou
le résultat annoncé, car on a trivialement,

inf J(u) < J(a@) < liminf J (u,) = lim J (u,).

ueC n n—00

Application

On se donne une sous tribu p compléte B de A et on suppose que Ej et E sont séparables
avec F admettant la propriété de Radon-Nikodym et E est réflexif. Le probléme posé est le
suivant. Soit C' une partie non vide décomposable de LL(Q, B, ;1) et faiblement compact dans
Li(Q, A, p).

e Etant donnée un élément X € LL(Q, A, 1), on cherche Y € LL(2, B, i1) plus précisément
Y € Sk(B) telle que

1) = Pl =t { [ 1x) - vt ¥ € st |
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Soit (u,) une suite minimisante d’élément de S3-(B),

lim J(u,) = inf J(u).

n—+00 uesk (B)
On applique la proposition 3.0.1 en prenant p(w,x) = || X(w) — z|, (w,z) € Q X E et
C = Sk(B).
Comme S} (B) est décomposable dans L} (€, B, i), convexe fermé dans L} (Q, A, i), alors
d’aprés le lemme 3.0.1 et le théoréme 2.1.1 la suite (u,,) est uniformément intégrable dans
LL(2, B, 1) et puisque E est réflexif alors d’apres le théoréme de Dunford-Pettis (u,,)

est relativement faiblement compacte dans L (€2, B, ut). Donc (u,) vérifie les conditions
d’application de la proposition 3.0.1. D’ou 'existence de Y.

Etant donné X € L2(Q, A, 1) et un convexe fermé K non vide de E, on pose
SeB) ={Y € LY(0,B, ) : Y(w) € Kp-pp }.

On cherche Y € L%(Q, B, i), précisément Y € SE(B) tel que

[ #1X@) = T@)hnta) = int { [ #1x@) -Y@huta) v e S}%(B)} .

Soit (u,) une suite minimisante d’é¢lément de S§(B),

lim J(u,) = inf J(u).

n—sc0 ueSE (B)
Avec J(u) = [, O(| X (w) — Y(w)|)p(dw). i
On apphque la proposmon 3.0.1 en prenant p(w, z) = (|| X (w)—Y (w)]]) (w,x) € QX E
et C = S%(B).

Comme C' est décomposable dans Li(Q, B, i) et d’apres le lemme 3.0.1 et la théoréme
2.1.1 on a la suite (u,) est uniformément intégrable dans L% (Q, 8, 1) et puisque E est
réflexif alors par théoréme de Dunford-Pettis (u,,) est relativement faiblement compact
dans LL(Q, B, p).

Ceci étant, on peut supposer que (u,) converge faiblement vers @ dans LL(Q, B, u),
donc (u,) converge aussi faiblement vers @ dans L% (€, A, ). Tout revient a prouver que
@ € Sy (B), car, on aura alors

liminf J (u,) > J(a) > inf J(u),

ueC

par semi-continuité faible de J sur LL(Q, A, u). Tout d’abord, & € Sk(B) = {u €
€ LL(Q, B, 1) : u(w) € Kp.p.}. Reste a vérifier que

/Q & (|[(w)|1A) ju(dew) < +oo,

pour un certain A > 0 . En effet, en prenant A = %, on a

N /Qq) (IIU(;)H) (),
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est semi-continue inférieurement dans L% (Q, A, 1) pour la topologie faible, donc on a

/ch (M) p(dw) gh;znmf/gq) (H“”é )”) pu(dw),
gsﬂp/gq) <|Iun(w)||) ().

Or, pour tout n € N et pour tout w € §2, on a

o (1) < S 16 = ) + gaix @,

par convexité de ®. Or

sup [ @ (1X() ~ ua@)]) ude) < +20,

par suite

[0 (BN ) < 4
Q 2
D'ou @ € Sy (B).

Donc (u,) vérifie les conditions d’application de la proposition 3.0.1. D’oti I'existence de
Y.

3.0.2 Application de théoréme 2.2.1

On se donne une sous tribu p compléte B de A et on suppose que Ej et E sont séparables
avec ' admettant la propriété de Radon-Nikodym. Le probléme posé. Soit C' une partie non
vide décomposable de E%Dwkc(E)(Q,.A, p) c’est-a-dire pour tout B € B, tout (I''A) € C' x C
la multifonction ygI' + xpcA appartient & C'. Etant donné un élément X € E%)wkc( E)(Q, A, ),

trouver Y e C tel que
/Q h(X (), ¥ (w))a(dw) = inf{ /Q h(X (@), Y (w))p(dw) : Y € 0}.

Soient B une sous tribu p compléte de A, h la distance de Hausdorff des fermés
non vides de E, C wune partie non vide décomposable dans E%;wkc(E)(Q,B, ) et X €

Sz (Yo )zt est une suite dans C' telle que

lim [ h(X(w),Y,(w))p(dw) = inf /Qh(X(w),Y(w)),u(dw).

n—oo [ YeC

Alors la suite (|Yy|),, est uniformément intégrable dans Lip(S2, B, ).
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Démonstration. Posons ¢(w, F) = h(X(w), F) pour tout F fermé dans E. Il est clair que
pour tout Y € C%)ch(E)(Q,A, w), (-, Y(+)) est A -mesurable et finie. Le lemme 3.0.1. permet

d’affirmer que pour toute suite (Bn)@1 dans B avec lim,,_,, 1 (B,) =0, on a

lim h(X(w),Y,(w)) u(dw) =0,

n—oo B
n

or, on a, pour tout w € ) et tout n > 1,

Ya(w)] = h (Ya(w),{0}) < A({0}, X (w)) + h (X (w), Yy (w)) ,
d’ou

lim 1Y, | (w)p(dw) hm/ | X |(w)p(dw) + lim h(X(w), Y, (w)(p(dw)

n—oo Bn n—oo Bn

ce qui termine la démonstration.

]

La proposition suivante permet d’obtenir ’existence des éléments de meilleure approxima-
tion dans L, ) (2, B, ).

Proposition 3.0.2

Soient B une sous tribu pu compléte de A et X € ,Cl () (A ), Soit C' une partie
décomposable dans L3, E)(Q B, 1), faiblement fermee dans L E)(Q A, ).
Soit (V) n>1 UNE suite dcms C' qui vérifie les conditions suwantes

(6) Ettysoe iy b (X (), Yo (@) ja(d) = infyec [ A(X (w), Y (@) ((d).
(i) Pour tout B € B, |J,>, {fB Ynd,u} est Telativement faiblement compact dans E.

Alors il eziste Y € C' tel que

YeC

/Q B(X (w), ¥ (w))u(dw) = inf / B(X(w), Y (w))u{dw).

Démonstration. Comme C' est décomposable, la condition (i) implique que la suite (|Y,|), -,
est uniformément intégrable dans LL(Q, A, 1) (d’aprés lemme 3.0.2).

Puisque (Y,,),,., vérifie la condition (i), il résulte de la premiére point 2.2 du théoréme 2.2.1
. qu’il existe une suite généralisée (Yy),., dans C' qui converge faiblement vers Y € C dans
I'espace £71> () (82, B, 1) car on a supposé que C' est faiblement fermée dans Ly ) (2, B, ).
Et d’apres la deux1eme point 2.3 du théoréme 2.2.1 on a

lim inf /Q B (X (@), Ya(w)) pldw) > / B(X (@), ¥ (w))a(dw),

deD Q
ainsi
liminf [ B (X, Yalw)) (@) > [ B(XG). T (w)a(do)
€ Q Q
> infrec [ HX(), 7 (@)puld)
Q
D’ou on conclure que Y est un élément de meilleure approximation. O
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Soit X € £7ljwkC(E)(Q, A, 1), on cherche Y € C telle que

[ ) Tenuas) =int { [ nx() v @ua) v e},

On prend C = L, () (&, B, 1) est décomposable et faiblement fermée dans Ly ) (A, ).
Soit Y;, une suite qul minimise 1’éléments de C' = El (Q B, 1) telle que

lim [ h(X(w),Yn(w))p(dw) = inf [ h(X(w),Y (w))(p(dw).

n—oo [ YeC

Comme Ly (B, 1) est décomposable et faiblement fermée dans L}, (9, A, p),alors
d’apres le lemme 3.0.2, la suite Y, est uniformément intégrable dans L7, Pure() (§1 B, 1) . Donce
Y, est uniformément intégrable dans £ () (2, B, 1), alors

wg/mwmu<m

Ainsi il existe k£ > 0 telle que
sup [ i dp <

par suite
U {/ Yndu} c B(0,k),
n=1 A

alors
U {/ Yndu} c B(0.R).
n=1 A

Puisque E est réflexif, alors B (0, k) est faiblement compact et convexe. Alors |-, { [, Yadu}
est faiblement compact, c¢’est-a-dire que Un>1 { 1) 1 Yndu} est relativement faiblement compact.
En vertu de proposition 3.0.2 Alors il existe Y € L, (E)(Q, B, 1) tel que

LMX@LWmmwmz inf /uxwmwmmuw.

YGL%’wkc(E) (,B,p)

3.0.3 Application de théorémes 2.1.3 et 2.2.3 a les martingales a la
limite
Rappel sur ’espérance conditionnelle

Définition 3.0.1

Soient (2, A, ) un espace mesuré avec p finie et F wune sous tribu de A, et f €
Ly(Q, A, u). L'espérance conditionnelle E(f | F) de f par rapport a F est définie comme
une fonction E(f | F) € LE(Q, F, pn) telle que

[ B¢\ Pru= [ fin, Acs
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Lorsque F est un espace de Banach général, il est connu que l'espérance conditionnelle
E(f | F) existe et elle est unique p.s, pour tout f € LL(Q, A, 1) et tout sous tribu de .7, et la
fonction f —— E(f | %) est une projection de norme 1 de LL(2, A, 1) dans LL(Q, F, u).

Nous considérant (£2,.A, P) un espace probabilisé et (A,),., une suite croissante de sous-tribus
de A telle que A =0 (|~ A,), et E est un espace de Banach séparable.

Soit I' € L%Dwkc(E) (A), lorsque Ej est séparable, alors 'espérance conditionnelle de I" est un

élement de Ly, | 5 (A) telle que

Shanmy = {EA"f: f € SL(A)}

ou S, An(r) €St 'ensemble des sélection A,- mesurables et intégrables de E4»(T).
SE(A) est 'ensemble des sélection A— mesurables et intégrables de I'. Pour tout 2’ € E’, on a

5 (2, EA(I')) = B4 (6% (2, 1)) p.s.

Une suite (I',),, > 1 de multifonctions de Q a valeurs dans P.;(E) sera dite adaptée a (Ay), 5,
si pour tout n > 1,T",, est A, -mesurable.

Définition 3.0.2

On suppose que Ej est séparable, une suite adaptée (I',) dans £71>wkc(E) (A) est un mil si
pour chaque € > 0, il existe p tel que pour tout n > p on a

p ( sup h ([g, B/ (L)) > €> <e

p<g<n

Il est claire que si (I'),) est un mil dans E%,wkc( ) (A), alors pour tout " dans la boule unité
B’ de E', la suite (6* (2/,T,)) est un mil dans L} (A) puisque on a

h (T, B4 (T,)) = sup

z'eB’

Théoréme 3.0.1

Un mil (I'y,) de valeur réelle tel que liminf E'|I",| < oo converge presque sirement.

§* (2!, T,) — B4 (6% (2, T)))|

U

Démonstration. [15, voir le théoréme 4 page 1193]

Théoréme 3.0.2

Soit T, un mil a valeur dans E tel que liminf E (||T,|]) < oo. Si 2’ oT',, — 0, pour tout
x' € E', alors
[T [} — 0.

Démonstration. [15, voir le théoréme 6 page 1193] O
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Chapitre3 Applications

Théoréme 3.0.3

Soit ¢ : Q@ x E — [0,400] un intégrande, A ® B(E)—mesurable tel que que p(w,0) =
0, Yw e et tel que, pour p e RY, r e R weQ, lensemble {x € pB : p(w,x) <1}
soit conveze faiblement compact. Soit (T'y),~, un mil borné dans Ly(A) tel que

sup /Q 0 (0, T (w)) Pldw) < oo

n>1

Alors il existe T, dans Ly (A) tel que (Fn — EA”FOO) converge vers 0 p.p.

n=1

.

Démonstration. Comme pour tout 2’ € E', ((2/,T)),,~, est un mil borné dans Lg (A), ((z',T')),, =
1 converge p.p. vers une fonction intégrable ¢, d’aprés le théoréme 3.0.1. En vertu du Théo-
réme 2.1.3, il existe une suite (I',,) extraite de (I';),., et (By),s, dans A tel que (15,T,)
converge pour o (Ly, L) vers oo € Li(A) et (1p:Ty, ) converge vers 0 p.s. Par suite, (I'y),-;
converge vers I's, scalairement p.s. Soit E“» (T's) lespérance conditionnelle de I'y,. Alors
(T, — EAr (Foo))n>1 est un mil borné dans L} (A) qui converge scalairement p.s vers 0. Donc

(Fn — EAn (Foo))w1 converge vers 0 p.s, pour la norme de F d’aprés 3.0.2. O

Théoréme 3.0.4

Supposons Ej séparable et E ayant la propriété de Radon-Nikodym. Soit (I'),) est un mil
bornée dans ﬁ;)wkc(E)(A) tel que (I',) est converge scalairement vers une multifonction

(Tw) € ‘C,})wkc(E) (A), i.e. pour tout 2’ € F,

lim 6 (2/, Ty (w)) = 6" (2, T (w))

n—oo
Alors
limh (T, E4" (D)) = Op.p.
Démonstration. |7, voir Appendix 21| ]

Théoréme 3.0.5

Supposons Ej séparable et E ayant la propriété de Radon-Nikodym. Soit (Fn)n>1 un mal
borné dans ‘C%Dwkc(E) (A) tel que {[,TndP :n>1} soit relativement o (E,E') compact.
Alors il existe I's dans E%)wkc(E) (A) tel que lim, h (Fn, EAn (I‘OO)) =0 p.p.

Démonstration. Pour tout 2’ € B', (6* (2/,T,)),,., est un mil borné dans Lj(A). D’aprés théo-
réme 3.0.1 (0* (2',T,)),,5, converge p.p. vers une fonction intégrable ¢,,. En vertu du théoréme
2.2.3 et sa remarque, il existe I'y, € L} (A) tel que T, — T'y, scalairement p.p, c’est

. Pwkc(E)
a-dire
lim & (2/, T (w)) = 6" (2, T (w)) (3.1)
n—o0
excepté sur un négligeable N,/ (' € B’). En vertu du théoréme 3.0.5 et 3.1 on déduire que
limy, i (T, EA* (Ps)) = 0 p.p. O
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les méthodes de compacité faible dans ’espace des fonc-
tions mesurables et Bochner intégrables, et dans l'espace des multifonctions mesurables et
intégralement bornées a valeurs dans ’ensembles des parties convexes et faiblement compactes
d’un espace de Banach E. Notre étude a été réalisée sous différentes hypothéses.

A la fin de ce mémoire nous avons appliqué les résultats obtenus a lexistence d’un mi-
nimum pour des fonctionnelles intégrales convexes et a l’existence des éléments de meilleurs
approximation dans LL(Q, A, ), et LE(Q, A, 1) oit ® est une fonction de Young. La troi-
siéme application a été consacré a I'existence d’'un minimum pour des fonctionnelles intégrales
convexes dans le cas multivoque ainsi qu’a 'existence des éléments de meilleurs approximation
dans £}, ( E)(Q, A, 1t). Ensuite nous avons présenté une nouvelle application des méthodes de

compacité a savoir; la convergence des martingales a la limite dans le cas univoque et multi-
voque.
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