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Chapitre 1

Graphe nil clean d’un anneau

1.1 Introduction

Les propriétés théoriques des graphes associés aux anneaux ont été étudiées par
des nombreux chercheurs. Dans ce chapitre, nous étudions un graphe simple non
orienté. Pour un graphe G, soit V(G) lensemble des sommets et E(G) I ensemble
des arrétes. En 1988, Beck a étudié une coloration du graphe d’un anneau commutatif
fini R, ou les sommets sont des éléments de R et xy est une aréte si et seulement si
xy = 0. Pour un entier naturel n, soit Z, ’anneau d’entiers modulo n, Grimaldi a
étudié diverses propriétés du graphe unitaire G (Z, ) avec 1’ensemble des sommets
Z,, et deux sommets distincts = et y étant adjacents si x + y est une unité. Plus
loin, les auteurs généralisent G(Z,,) au graphe unitaire G(R), oi R est un anneau
associatif arbitraire unitaire, et ils ont étudié des propriétés comme le diamétre,
la circonférence, I'indice chromatique, etc. Dans ce chapitre, nous introduisons le
graphe nil clean Gy (R) associé a un anneau commutatif R. Des propriétés telles que
la circonférence, le diamétre, les ensembles dominants, etc, de Gy (R) sont étudiés.
Dans la suite, un anneau R est toujours un anneau commutatif fini avec une identité
non nulle. Un élément r de R est dit nil clean s’il existe n,e € R tels que r =n+e
avec eest un idempotent et n est un nilpotent. Un anneau R est dit nil clean si chaque
élément de R est nil clean. L’ensemble des éléments nil clean de R est noté NC(R).
Les ensembles des idempotents et des nilpotents de R sont notés respectivement
par Idem(R) et Nil(R). Un anneau R est dit weak nil clean si pour chaque r € R,
r=n+eour=n—epour certains n € Nil(R) et e € Idem(R).

1.2 Propriétés basiques du graphe nil clean :

Définition 1.2.1 Soient R un anneau et a un élément de R. On dit que a est
élément nilpotent de R s’il existe n € N* tel que a™ = 0. On note par Nil(R)
l'ensemble des éléments nilpotents de R.

Définition 1.2.2 Soient R un anneau et a un élément de R. On dit que a est
élément idempotent de R si a®> = a. On note par Idem(R) ’ensemble des éléments
idempotents de R.



Définition 1.2.3 Soient R un anneau et a un élément de R. On dit que a est
élément nil clean de R s’il existe (e, f) € Idem(R) x Nil(R) tel que a = e+ f. On
note par NC(R) l’ensemble des éléments nil clean de R. Si R = NC(R) ; on dit que

R est un anneau nil clean.

Définition 1.2.4 Soient R un anneau et a un élément de R. On dit que a est
élément weak nil clean de R s’il existe (e, f) € Idem(R) x Nil(R) tel que a = e+ f
ou a=e— f. On note par WNC(R) l’ensemble des éléments weak nil clean de R.
Si R=WNC(R) on dit que R est un anneau weak nil clean.

Définition 1.2.5 Le graphe nil clean d’un anneau R, noté par Gy (R) est un graphe
stmple ayant pour ensemble des sommets R et deux sommets distincts x et y sont
adjacents si et seulement si v +y € NC(R).

Exemple 1.2.1 Par exemple le graphe nil clean de GF(25) (i.e Corps fini avec 25
éléments) :
Ona:GF(25) X Zs[z]) <z +x+1>={arx+b+ <2’ +x+1>:a,b€Zs}
Onpose:a=z+<z’+x+1>
Alors : GF(25) = {0,1,2,3,4, o, 2, 3av, 4o, 1 + o, 1 + 20, 1 + 3a, 1 + 4o, 2 + a,

24+ 20,2+ 30,24+ 40,3+ a,3+ 20,3+ 3,3 + 4o, 4 + «,

44 20,4+ 3a,4 + 4o}
Observez que NC(GF(25)) = {0,1}, alors le graphe nil clean représentatif de
Gn(GF(25)) est donnée par la figure 1 ci-dessous.

0 1 4 2 3

a 4o+ 1 a+4 da+ 2 a—+3
4o a+1 4o+ 4 a+2 4o+ 3
20 Satl  9n44 3042 2043

3« 20+ 1 3a+ 4 200 + 2 3a+3

Figure 1.Graphe nil clean de G (GF(25))

Définition 1.2.6 Un graphe simple est dit complet si tout paire des sommets dis-
tincts de ce graphe sont adjacents.



Définition 1.2.7 Soient G; = (V(Gh), E(G1)) et Go = (V(Gs), E(G2)) deuz graphes
simples. On dit que G, et Gy sont isomorphes et on note Gu = Go s’il existe une
application bijective ¢ de V(G1) dans V(Gs) tel que :

Vr,y € V(G1) 1 vy € E(G1) & ¢(2)9(y) € E(G2)

Lemme 1.2.1 Soient R et S deur anneauz tel que :R = S alors Gn(R) = Gn(S).
Preuve ona:R2S = 3¢ c SF : ¢ est unisomorphisme d’anneaux.Alors dans un
premier temps ¢ est une application bijective de I'ensemble des sommets de Gy (R)
(i.e R) dans ensemble des sommets de Gn(S) (i.e S). (1)
D’autre part soient x,y € R

= On suppose que zy € E(Gy(R))

zy € E(Gn(R)) = 3(n,e) € Nil(R) X Idem(R) :x+y =mn+e.
On a:
o(@)+oy) = dlz+y) = ¢x)+o(y) = o(n+e)

= o(x) + o(y) = ¢(n) + é(e)

ne€ Nil(R) & dImeN':n
= dm e N*: (¢(n))

D’autre part :

0
"= o(n") = 0

Ans e € Idem(R) & e*=e
= (0)? = 80
= ¢(e) € Idem(S5)
Donc : o(x) + o(y) € NC(S).
c’est-a-dire : o(x)p(y) € E(Gn(S5))
<O= On suppose que ¢(z)p(y) € E(Gn(S))
oM € BGA(S) = 3o € Ni(S) < Ldem(S) o) +0(s) = b
sy =0 B +y) = oy = 07 (0) + 6()
o = z+y=¢'(a+b)=9¢""(a)+ ¢ ()

ae Nil(S) & FIreN:a" =0
= IreN:(¢'a) =¢a")=0
= ¢ (a) € Nil(R)
be ldem(S) & b*=0
De plus : = (o71(b)? =0 '(0*) =o' (D)
= ¢ 1(b) € Idem(R)
Donc : r+y e NC(R)
c’est a dire : zy € E(Gn(R))
Alors :Vx,y € R:zy € E(GN(R)) & ¢(2)o(y) € E(Gn(S)) (2)
De (1) et (2) on obtient Gn(R) = Gn(9) O

Théoréme 1.2.1 Soit R un anneau.Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) Gn(R) est un graphe complet.

ii) R est un anneau nil clean.



Preuve i) = ii) On suppose que Gy (R) est un graphe complet

Cas1:17#0
On a Gn(R) est complet, ainsi 7,0 € R donc r et 0 sont adjacents dans
Gn(R), par conséquence r + 0 € NC(R), c’est-a-dire r € NC(R).

Cas2:r=0
0 e NC(R)
Alors des deux cas on obtient : Vre R:re NC(R)
c’est-a-dire R est un anneau nil clean.

i1) = 1) On suppose que R est un anneau nil clean

Casl: |R|=1
Gn(R) est un graphe complet (Par définition d’un graphe complet)
Cas2: |R|>2

Soient x,y € R tel que : x # y

On ax,y € R ,dou z+y € R (car (R,+) est un groupe),alors z + y €
NC(R)(car z +y € R et R est un anneau nil clean). Clest-a-dire zy €
E(Gn(R)).

Donc Vz,y € R:x #y = xy € E(Gn(R)). Cest-a-dire Gy (R) est complet.

O

Lemme 1.2.2 Soient R un anneau qui posséde la propriété suivante :

Ve € R:x—x* € Nil(R) = 3f € Idem(R) : x — f € Nil(R)
On suppose qu’ils existent x,y € R tel que : (x+Nil(R))(y+Nil(R)) € E(Gy(R/Nil(R))).
Alors Y(a,b) € (x + Nil(R)) x (y + Nil(R)) : ab € E(Gn(R)).

Preuve Soit (a,b) € (x + Nil(R)) x (y + Nil(R))

Etape 1 : Montrons que (z +y) — (z + y)? € Nil(R)
On a x 4+ Nil(R) et y+ Nil(R) sont adjacents dans G (R/Nil(R))
pone n+ Nil(R) € Nil(R/Nil(R))
dn,e€ R: < e+ Nil(R) € Idem(R/Nil(R))
) =
rc

(x + Nil(R)) + (y + Nil(R (n+ Nil(R)) + (e + Nil(R))

Pour simplifier I’écriture on pose z := z + Nil(R) pour chaque 2 € R.
(x+y) —(z+y)? = v+y— (x+y)z
= r+y—(z+y)
= T+y - (@+p)
= n+e—(n+e)?
= ﬁ+é—ﬁ2 — 2ne — &
= n—n"—2ne( car e € Idem(R/Nil(R))
= n(l —n—2¢) € Nil(R/Nil(R))

Donc

m —_ —_

ImeN:(z+y)—(x+y)? =0 & ImeN:((z+y)—(r+y)?)"=0
& (r+y) —(z+y)?* e Nil(R)

Etape 2 : Montrons que zy € E(Gy(R))
Puisque on a déja monter dans la 1¢" étape que (z +y) — (z + y)? € Nil(R)
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et on a déja dit que R posséde la propriété suivante :
Vze R:z—2%¢€ Nil(R) = 3f € Idem(R) : z — f € Nil(R)
D’ou
af € Idem(R) : (x+y) — f € Nil(R) = 3k e Nil(R),3f € Idem(R) :x+y=k+ f
= z+y e NC(R)
= zy € E(Gy(R))

Etape 3 : Montrons que ab € E(Gy(R))
Onaa €z, dou 3s € Nil(R) : a =x + s, ainsi b € y,d’on Ig € Nil(R) :
b=y+g.Donca+b=x+s+y+g. Dapresla 2°"“tape v +y = k+ f. alors

a+b=(k+s+g)+ f € NC(R), c'est-a-dire a et b sont adjacents
ENil(R) eldem(R)

dans Gy (R). Alors V(a,b) € (x + Nil(R)) x (y + Nil(R)) : ab € E(Gn(R)).
0

Définition 1.2.8 Soient G = (V(G), E(G)) un graphe simple non vide et soit x €
V(G), on appel degré de x dans G , on le note par dg(z) (ou degs(x)) est le nombre

des sommets de G qui sont adjacents a x. On note par Ng(z) :={y € V(G) : xy €
E(GQ)}, ainsi Ng[z] :={y € V(G) : zy € E(G)} U{z}.

Lemme 1.2.3 Soit R un anneau et x € R.Alors on a les assertions suivantes :
i)20 € NC(R) = dayr)(z) = |[NC(R)| -1

i#)20 ¢ NC(R) = deym(2) = NC(R)

Preuve Soit x € R . Observez que  + R = R , donc pour tout y € NC(R), il
existe un élément unique z, € R tel que x + z, = y . Donc, nous avons deg(x) <
INC(R)| . Si 2z € NC(R), définissez f : NC(R) — N¢(r)[2] par f(y) = x,. L est
facile de voir que f est une bijection, et donc deg(x) = |Ngyr)(2)] = |Naym)lz]| —
1 =|NC(R)| — 1.8i 2z ¢ NC(R), définissez f : NC(R) — Ngy(r) () par f(y) =
&, . Alors f est une bijection,et donc deg(x) = |[Nay(r)(x)| = [NC(R)|. O

Définition 1.2.9 Soit G un graphe simple.On dit qu’un chemin dans G est hamil-
tonien s’il passe une fois et une seul sur chaque sommet de G.

Théoréme 1.2.2 Pour un anneau R, on a les assertions suivantes :
(i) Gn(R) n'est pas nécessairement conneze.
(ii) Soit R =17, . Pour a € Z, il y a un chemin de a vers 0 .
(ii1) Gn(Zy,) est conneze.

(iv) Soit R = Z, . Pour A € M,(Z,) il y a un chemin de Z, a0 , ot 0 est la
matrice nulle de M,,(Z,,) .

(v) Mn(Z,) est conneze.

Preuve i) Est clair par le graphe Gn(GF(25)) (voir figure 1). Pour (ii) et
(iii), si n est impair, en remplacant p par n dans la figure 5, on obtient un chemin
hamiltonien dans Gn(Z,) ; si n est pair, le chemin présenté dans la figure 2 est un
chemin hamiltonien dans G (Zy,).
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Figure 2.Chemin hamiltonien dans Gx(Z,) lorsque n est un entier naturel pair

Pour la démonstration de (iv), soit A = [a;j] € M,,(Z,). On définit A; = [al;;], ou
al,j = —a;; pour ¢ > j, sinon al;; = 0. Observez que A; + A est nilpotent,donc
nil clean. Ainsi, il existe une aréte entre A et A; . Aussi définissons Ay = [a2;],
oll a2;; = a;; pour © = j et sinon a2;; = 0. Alors clairement nous avons une aréte
entre Ay et Ay dans Gn(M,(Z,)). Pour chaque élément a; de Ay , par(ii) nous
avons un chemin {a;, bi1, bi2, bi3, ..., bir, = 0} de longueur k; € N a 0. Maintenant
soit K = maxz{k; : 1 < i} . Nous construisons un chemin de longueur K de A, a
0 comme suit : Définissez B; = [blj], ot bl,; = bj; si bl;; apparait dans un chemin
ci-dessus,et sinon bl,; = 0,1 <7 < K . Ainsi, {A, Ay, Ay, By, Bs, ..., Bxk = 0} est un
chemin de A &4 0 dans Gn(M,,(Z,)). Enfin, (v) découle de (iv). O

Le résultat suivant qui est lié aux corps finis peut étre considéré comme un
corollaire au théoréme de Wedderburn (voir [1]). Ici, nous affirmons et prouvons
cela en utilisant les outils basique de la structure algébrique.

Définition 1.2.10 Un anneau R est réduit si : Vo € R: (In € N*: z") = (x = 0).

Lemme 1.2.4 R est un anneau réduit sans idempotents non triviaus si et seulement
st R est un corps fini.
Preuve

(=) Soit 0 # x € R . Observez que A = {x : k € N} est un ensemble fini. Par

conséquent,il existe m > [ tel que 2! = 2™ . Notez que z! = 2™ = g™ H =
am—lpl = pm=lyem — g 2meltl=l 2 2(m=D)+ . — pk(m=D)H , ol Lk est un
entier naturel.Maintenant nous avons :

[ml(m—l)]2 —  plm=l ‘Il(m—l)

(
g aj'(
(
(

= T X t
— gl mfl)+l.xl(mfl)fl
_ oyl im0

— ml(mfl)

c’est-a-dire que /™ est un idempotent. Donc, 2/™~) = 1, ce qui donne
que z est inversible.Par conséquent, R est un corps fini.

(«=) Evident.

1.3 Les invariants du graphe nil clean

Dans cette section, nous prouvons quelques résultats liés aux invariants de la
théorie des graphes.



Définition 1.3.1 La circonférence d’un graphe simple G, noté Gr(QG) est la lon-
gqueur du plus petit cycle dans G.

Théoréme 1.3.1 Les assertions suivantes sont vraies pour le graphe nil clean Gy (R)

de R :

(i) Si R n’est pas un corps, alors Gr(Gn(R)) = 3.

(it) Si R est un corps, alors

(a) La circonférence de Gr(Gy(R)) = 2p si R = GF(p*) ( le corps d’ordre p*)
ol p est un nombre premier impair et k > 1 ;

(b) Sinon, Gr(Gn(R)) = oo et donc, Gy(R) est un chemin.

Preuve (i) Supposons que R a au moins un idempotent non trivial ou un
nilpotent non trivial . Si e € R est un idempotent non trivial, alors nous avons un
cycle de longueur 3 dans G y(R) pour e comme le montre la figure 3 .

1—e

Figure 3.Cycle de longueur 3 dans G (R) pour un idempotent non trivial e

Par conséquent, la circonférence de Gy (R) est 3. Encore une fois, si R contient un
nilpotent non trivial n € R ,alors nous avons un cycle de longueur 3 dans Gy (R)
pour n comme le montre la figure 4.

—_

Figure 4.Cycle de longueur 3 dans Gy (R) pour un nilpotent non trivial n

Ainsi, la circonférence est 3. D’aprés le lemme 1.2.4, les anneaux sans idempotents
non triviaux et des nilpotents non triviaux sont des corps. Cela prouve (i).
(17)Comme { 0, 1 } 'ensemble d’éléments nil clean d’un corps fini, donc le graphe
nil clean de I, , ou p est un nombre premier, est comme ci-dessous :

- —_— = —s 5 3 p—1 pt+1
0 1 p-1 2 p—2 3 5 5= =
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Figure 5.Le graphe nil clean de Z,

D’apres le graphe, il est clair que Gr(Gy(Z,)) = oo , ce qui prouve (b).Il est facile
d’observer a partir de la caractérisation des corps finis que le graphe nil clean de
GF(p") avec p > 2 est un graphe non connexe constitué d’un chemin de longueur
p et (pk;_l) 2p— cycles. Pour la démonstration, on a GF(p*) = Z,[X]/ < f(z) >
, ott f(z) est un polynoéme irréductible de degré k sur Z, . Soit A C GF(pF)
tout combinaisons linéaire de z, 22, ...,2F"! avec des coefficients de Zy, tels que si
g(x)+ < f(z) > A, alors —g(z)+ < f(z) >¢ A . Clairement, A = {gi(z)+ <
flx) >:1<i< pk;l_l}. On pose g;(x) = gi(x)+ < f(x) > pour 1 < i < pk;_l.
Par conséquent, (a) découle du graphe nil clean présenté par la figure 6.

T 5 —1 1
0 1 p—1 2 B =
G—
g1 () —q@)+1 g@)+p-1 —gi(z)+2 —g1(z) + 25 gi(x) + 2
(Pr—l
>
—g1(x) (@) +1 —gi@)+p—1 gi(z)+2 g1() + 255+ —gi(x) + 2L
g2() —g2(x)+1  ga(@)+p—1 —ga(z)+2 —g2(z) + 25 ga(x) + 2HE
Pr—l
Pr—l
—g2() g2(x)+1  —go(z)+p—1 go(z)+2 g2(@) + B3 —ga(z) + 2E*
_gpkle_l(m) _.91916*21_1(35)"'I gpkle_l(m)"’p_l _gpk*21_1($)+§ =G p,k—1_1 ($)+% gpk—1_1 (l’)+pT+1
2 2
(Pr—
Pr—l
_gpk’;*l (z) gpkf;fl (z)+1 _gp"'*;fl () +p—1 gpk*;fl(x)'i_i gpkfl—l(x)+% TYpk-1a (x)Jr%
2 2

Figure 6.CGtaphe nil clean de GF(p®)




Définition 1.3.2 Soit G = (V(G), E(G)) un graphe simple.On dit que S C V(G)
est une partie indépendante de G si : Vx,y € V(G) :x £y = {z,y} ¢ E(G)

Définition 1.3.3 On dit qu’un graphe simple G = (V(G), E(Q)) est biparti s’il
existe une partition en deuzr ensembles indépendantes de G (noté (S1,53)) de V(G).

Théoréme 1.3.2 Gn(R) est biparti si et seulement si R est un corps.

Preuve Supposons que G (R) est un graphe biparti. Alors la circonférence de
Gn(R) n’est pas un nombre impair,et donc par le théoréme 1.3.1 R doit étre un
corps. Inversement, si R est un corps, il est clair a partir du graphe nil clean de R
que G (R) est biparti. O

Définition 1.3.4 Soit G = (V(G), E(G)) un graphe simple. On dit que S C V(G)
est un ensemble dominant de G si : Vxr € V(G) : (x € S) ou (Jy € S : {x,y} €
E(G)).

Théoréme 1.3.3 Soit R un anneau weak nil clean tel que R n’a pas d’idempotents
non trivieuz. Alors {1,2} est un ensemble dominant pour Gy (R).

Preuve Soit a € R ,alors a = n,n+ 1 ou n — 1 pour un certains n € Nil(R). Si
a =mn, alors n + 1 € NC(R) implique que a est adjacent a 1. Si a = n — 1, alors
n—1+4+1=n € NC(R) implique que a est adjacent a 1. Si a = n+1 et 2 = n; pour un
nilpotent n; € R ,alors a est adjacent & 2. Sia = n+1et 2 = n;—1 pour un nilpotent
ny € R, alors a est adjacent a 2. Sia =n+1et 2 = n; +1 pour un nilpotent n; € R,
on observe que a+2 = (n+1)+(n;+1) = (n4+ny)+2 = n+ny+(n1+1) = (n+2n;)+1
est nil clean. Par conséquent, a est adjacent & 2. O

Théoréme 1.3.4 Soit R = A x B tel que A est nil clean et B est weak nil clean
sans idempotents non triviauz. Alors {(14,15),(24,28)} est un ensemble dominant
pour Gn(R).

Preuve Soit (a,b) € R,oua € Aetbe B.Pourn; € Nil(A),ny € Nil(B) et 0 #
e € Idem(A), (a,b) a l'une des formes suivantes : (a,b) = (n1,n2)+ (e, 15), (n1,n9) +
(€,0), (n1,n9) — (e,15) ou (ny,ny)+(0,0) . Si (a,b) = (n1,n2) + (e,15), on a (a,b) +
(24,28) = (ny +e+24,n5 + 15 +25). Puisque A est nil clean,n; +e+24 =n) + f
pour certains n;, € Nil(A) et f € Idem(A). Puisque B est weak nil clean,25 = n,
ou ny — 15 pour quelque n, € Nil(B). Si 25 =ny , on a (a,b) + (24, 25) = (n), ny +
ny) + (f,15), qui est une expression nil clean, et donc (a, b) est adjacent a (24, 25).
Si25 =mn,—1p,o0na (a,b)+(24,25) = (ny, ny+ny)+(f,0) donc (a,b) est adjacent
a (24,2p). Dans les trois autres cas, il est facile de voir que (a,b) + (14, 15) est nil
clean, et donc (a,b) est adjacent & (14, 1p). Par conséquent,{(14,15), (24,25)} est
un ensemble dominant pour R. 0

Théoréme 1.3.5 Soit R un anneau weak nil clean. Alors {1,2} est un ensemble
dominant pour Gn(R).
Preuve Si R n’a pas d’idempotents non triviaux, alors par le théoréme 1.3.7 nous
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avons terminé. Si R a un idempotent non trivial e , alors par la décomposition de
Peirce R = eR@® (1 —e)R or, d’aprés le théoréme 2.3 du [2] , 'un de eR et (1 —e)R
doit étre un anneau nil clean. Sans perte de généralité, supposons que eR est un
anneau nil clean et (1 —e)R donc est un anneau weak nil clean. Si (1 —e)R n’a pas
d’idempotents non triviaux, alors nous avons le résultat par le théoréme 1.3.8. Si
f € Idem((1 —e)R), en répétant comme ci-dessus on obtient une somme directe de
R ol chaque élément de la sommation est weak nil clean. Puisque R est un anneau
fini, aprés avoir répété ce qui précéde a la sommation directe de R , nous aurons une
décomposition en somme directe de R , ou les idempotents de la sommation direct
de R sont triviaux. Puis nous appliquons le théoréme 1.3.8 pour obtenir le résultat
désiré. O

Définition 1.3.5 Une coloration d’arétes d’un graphe G est une application C' :
E(G) — S, ou S est un ensemble des couleurs telles que pour tout e, f € E(G),
si e et f sont adjacents alors C(e) # C(f). Uindice chromatique d’un graphe G |
notée X'(G), est défini comme le nombre minimum de couleurs nécessaires pour une
coloration correcte de G . Soit le degré de sommet mazimum de G . Alors le théoréme
de Vizing (voir [8]) nous donne que A < X' (G) < A+ 1. Le théoréeme de Vizings
divise les graphes en deux classes selon lindice chromatique : graphes satisfaisant
X (G) = A sont appelés graphes de classe 1, et ceux avec ¥ (G) = A + 1 sont les
graphes de la classe 2.

Lemme 1.3.1 Soit R un anneau. Le graphe nil clean de R est de classe 1.

Lemme 1.3.2 Un anneau R est un anneau nil clean si et seulement si
diam(Gy(R)) = 1.

Théoréme 1.3.6 Soit R un anneau weak nil clean sans idempotents non triviaur, mais
n’est pas nil clean. Alors diam(Gy(R)) = 2

Preuve Soient a,b€ R.Alorsonaa=n1+1,ni—loun;etb=ny+1ny—1
ou ny pour certains nq,ny € Nil(R).

Sia=mni+1etb=mny—1o0uny, alors clairement a + b est nil clean, et
donc ab est une aréte dans G (R). Par conséquent, d(a,b) = 1. Sia=n; +1
et b = ny + 1, alors nous avons le chemin a — (—1) — b dans Gy (R). Donc
d(a,b) < 2.

Sia=mn;—1et b=mny—1o0uny, comme ci-dessus, nous avons un chemin de
longueur 2 de a a b en passant par 1. Par conséquent, dans ce cas, d(a,b) < 2.
Enfin si a = ny et b = ny , alors d(a,b) = 1. Ainsi, d’aprés ce qui précéde
nous concluons que diam(Gy(R)) < 2.

Puisque R est un anneau weak nil clean mais non nil clean, il y a au moins
unx € Rtel que x =n—1et x # n+1, c’est-a-dire que x n’est pas nil clean.
Alors nous avons d(0,z) = 2.Donc diam(Gy(R)) > 2. O

Théoréme 1.3.7 Soit R = A x B tel que A est un anneau nil clean et B est un

anneau weak nil clean n’ayant pas d’idempotents non triviauz. Alors diam(Gy(R)) =
2.
Preuve
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Idem(R) = {(e,0p),(e,1p) : e € Idem(A)} . Soient (ai,by), (az,b2) € R .
Dans le cas ot (ay,b1) + (ag,by) est nil clean, d((a,by), (ag,by)) = 1 dans
Gn(R).

Si (a1,b1) + (az, be) n’est pas nil clean, alors by + by n’est pas nil clean. Nous
avons donc les cas suivants :

Cas I: Sib; =nj+1 et by = ny+1, nous obtenons le chemin (ay, by)—(0, —1)—(ag, bs)
dans Gy(R). Ainsi, d((a1,b1), (az,b)) < 2.

CasIl: Sib; =ny—1et by =ny—1, nous avons le chemin (ay, b;) — (0,1) — (ag, bs)
dans GN(R) AiHSi, d((al, bl), (ag,bg)) S 2.

Cas 111 : Sib; =ny;—1et by =ny, on ale chemin (aq,b) —(0,1)(az, be) dans Gy (R).
Ainsi, d((a1,b1), (a2, b)) < 2.

Cas IV : Si by = ny et by = ny — 1, alors par le cas III et la symétrie nous avons
d((ala bl)a (a2a b2)) S 2.
Par conséquent, diam(Gy(R)) < 2. Notez que R n’est pas nil clean, ce qui
implique diam(Gy(R)) > 2,et donc diam(Gy(R)) = 2. O

Théoréme 1.3.8 Soit R un anneau weak nil clean mais pas nil clean.

Alors diam(Gn(R)) = 2.

Preuve Si R n’a pas d’idempotents non triviaux, alors par le théoréme 1.3.7, nous
avons terminé.Si R a un idempotent non trivial, noté e , alors par la décomposition
de Peirce, nous avons R = eR® (1 —e)R donc, d’apreés le théoréme 2.3 du [2], 'un de
eR et (1—e)R doit étre un anneau nil clean. Sans perte de généralité, supposons que
eR soit un anneau nil clean ,alors (1 —e)R est un anneau weak nil clean. Si (1 —e)R
n’a pas d’idempotents non triviaux, alors nous avons le résultat du théoréme 1.3.8.
Si f € Idem((1 — e)R), en répétant comme ci-dessus on obtient une décomposition
en somme directe de R , ol une seule sommation est weak nil clean.Comme R est
un anneau fini,alors aprés avoir répété ce qui précéde a la sommation weak nil clean
de R nous avons une décomposition en somme directe de R , ou les idempotents de
la sommation weak nil clean de R sont triviaux. Puis & nouveau par le théoréme
1.3.8, nous obtenons le résultat désiré. O

Théoréme 1.3.9 Soit n un entier positif. Alors on a les assertions suivantes :
(i) Sin = 2% pour un entier k > 1, alors diam(Gy(Z,)) =1 .
(i4) Sin = 2*3" pour un certains entiers k > 0 etl > 1, alors diam(Gy(Z,)) = 2.
(iii) Pour un nombre premier p, diam(Gn(Z,)) =p — 1.

Preuve (i) et (ii) découlent respectivement du lemme 1.3.12 et du théoréme
1.3.8. (ii7) découle de Gn(Z,) sur la figure 5. O
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Chapitre 2

Graphe nil clean de division d’un
anneau

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, les anneaux sont commutatifs finis avec une identité non
nulle. Diesl en 2013, introduit le concept d’anneau nil clean en tant que sous-classe
d’anneaux cleans. Il a défini qu’'un élément x d’un anneau R est un élément nil
clean s’il peut étre écrit comme une somme d’un élément idempotent et un élément
nilpotent de R. R est appelé un anneau nil clean si chaque élément de R est nil
clean. Toujours en 2015, Kosan et Zhou, ont développé le concept d’anneau weak
nil clean comme une généralisation de ’anneau nil clean. Un élément  d’'un anneau
R est dit weak nil clean si x = n+e ou x =n — e, ot n est un élément nilpotent et
e est un élément idempotent de R. L’ensemble des éléments nilpotents, 1’ensemble
des éléments unitaires, les éléments nil clean et weak nil clean d’un anneau R sont
notés respectivement Nil(R), U(R), NC(R) et WNC(R). Dans les graphes, on
considére un graphe simple non orienté. Pour un graphe G, I’ensemble des arétes
et ’ensemble des sommets sont notés respectivement E(G) et V(G). Le concept
du graphe zéro diviseur d’'un anneau commutatif a été introduit par Beck pour
discuter de la coloration d’anneaux. En 1999, Anderson et Livingston ont introduit
le graphe zéro diviseur I'(R) d’un anneau commutatif R. Ils ont défini, I'ensemble
des sommets de I'(R) comme étant I'ensemble de tous les zéros diviseurs non nuls de
R et deux sommets x et y sont adjacents si xy = 0. Li et al, ont développé une sorte
de structure du graphe d’un anneau R, appelé graphe des nilpotents de division
de R, dont ensemble des sommets est {x € R : xz # 0,3y(# 0) € Rtel que zy €
Nil(R)} et deux sommets x et y sont adjacents si zy € Nil(R). En 2018, Kimball et
Lagrange, ont généralisé le concept du graphe zéro diviseur en graphe d’idempotents
de division. Pour tout idempotent e € R, ils ont défini le graphe d’idempotents de
division I'¢(R) associé a e, ot V(I'.(R)) = {a € R : il existe b € R avec ab= e} et
deux sommets a et b sont adjacents si ab = e. Dans ce chapitre, nous introduisons le
graphe nil clean de division G (R) associé & un anneau commutatif fini R. On définit
le graphe nil clean de division G (R) d’un anneau R par la donné de V(Gn(R)) =
{r € R:z # 0,3y(# 0,# x) € Rtelquexry € NC(R)} comme ensemble des
sommets et deux sommets x et y sont adjacents si et seulement si zy est un élément
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nil clean de R. Il est clair que le graphe nil clean de division est une généralisation
du graphe d’idempotents de division et le graphe des nilpotents de division. Les
propriétés comme la circonférence, le nombre cliques, le diameétre et le nombre de
domination etc. de Gy (R) ont été étudiés. Pour commencer, rappelons quelques
préliminaires sur la théorie des graphes. Pour un graphe G, le degré d’un sommet
v € V(G) est le nombre d’arétes incidentes & v, noté deg(v). Les voisins d’un sommet
v € G est I'ensemble de tous les sommets incidents & v, noté A,. Un graphe G est
dit connexe, si pour deux sommets distincts de G, il existe un chemin dans G qui
les joignent. Le nombre d’arétes sur le chemin le plus court entre les sommets x et y
est appelé la distance entre x et y et est noté d(z,y). S’il n’y a pas de chemin entre
x et y, alors on dit d(z,y) = co. Le diamétre d'un graphe G, noté diam(G), est le
maximum des distances de chaque paire des sommets distincts dans . Si G n’est
pas connexe, alors on dit que diam(G) = oo. La circonférence de G est également
la longueur du plus court cycle dans G, notée par Gr(G) et s’il n’y a pas de cycle
dans G, alors nous disons que Gr(G) = oco. Un graphe complet est un graphe simple
non orienté dans lequel chaque paire des sommets distincts est reliée par une arréte.
Une clique est un sous-ensemble des sommets d'un graphe tel que son sous-graphe
induit soit complet. Une clique ayant n sommets est appelée n—clique. Une clique
maximale d'un graphe est une clique telle qu’il n’y a pas de clique avec une taille
plus grande. Le nombre clique d’un graphe G est notée w(G) et défini comme étant
le nombre des sommets dans une clique maximale de G.

2.2 Graphe nil clean de division

Définition 2.2.1 Pour un anneau R, le graphe nil clean de division, noté Gy (R)
est défini comme un graphe simple avec ensemble des sommets {x € R : x # 0, Jy(#
0,# x) € R tel que vy € NC(R)} et deur sommets x et y sont adjacents si et
seulement si vy € NC(R).

A partir de la définition ci-dessus, nous observons que le graphe nil clean de
division est une généralisation du graphe nilpotent de division, qui est a nouveau
une généralisation du graphe zéro diviseur . Pour tout idempotent e € R , le graphe
nil clean de division d’un anneau R est aussi une généralisation de I'.(R). Par
exemple,le graphe Gn(Zg) est illustré ci-dessous :

4 2

¥

AN

1 5

Figure 1. Le graphe Nil clean de division de Zg
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Théoréme 2.2.1 Le graphe nil clean de division d’un anneau R, Gn(R) est com-
plet si et seulement si R est un anneau nil clean.

Preuve On suppose que Gx(R) est complet et x € R . Si x = 0, alors z est nil
clean, si x # 0 alors x.1 = z est nil clean si 1 € V(GN(R)). Inversement elle est
clair d’aprés la définition du graphe nil clean de division. O

Si F est un corps fini d’ordre n , alors clairement NC(F) = {0,1} . Donc
pour tout x(# 0) € F,x est adjacent seulement ¢ ' , a condition que v # x~' .
Par conséquent, le graphe nil clean de division de F est comme suit :

x1 Z2 x3 1 Y2 Y3
oty it ol !
Figure 2. Le graphe Nil clean de division de F

Notez que x; # ;" et y; # y; * , d’autre part nous pouvons également obtenir
des points isolés dans le graphe G n(IF).

Corollaire 2.2.1 Pour un corps F d’ordre n, oun>2 . SiA={ae€F:a=a'}
alors on a les assertions suivantes :

1) diam(Gn(F)) = oo .

2) Gr(Gy(F)) = 00 et w(Gy(F)) = 2.

3) |[E(Gn(F))| =n—[A] - 1.
Théoréme 2.2.2 Si R a un élément idempotent non trivial ou un élément nilpotent
non trivial, alors Gr(Gy(R)) = 3.
Preuve Si R a un idempotent e non trivial , alors {0,1,¢e,1 —e} C NC(R) et on
obtient le cycle 1 —e — (1 —e) — 1 dans Gy (R). Aussi si R a un nilpotent non trivial

n, alors {0,1,n,n+ 1} C NC(R). Dans ce cas 1 —n — (n+1) — 1 est un cycle dans
Gn(R). O

Théoréme 2.2.3 Si R n’a que des idempotents triviaux et des nilpotents triviaur,
alors Gr(Gy(R)) = oc.

Preuve Puisque R n’a que des idempotents triviaux et des nilpotents triviaux,
donc par le lemme 2.6 [3], R est un corps. O

Théoréme 2.2.4 Soit R un anneau. Alors on a les assertions suivantes :
1) Soit R est un corps, soit Gn(R) est conneze.
2) diam(Gn(R)) = o0 ou diam(Gn(R)) < 3.
3) Gr(Gn(R)) = o ou Gr(GN(R)) = 3.

Preuve Supposons que R est un anneau réduit.
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Cas (I) - Si R n’a pas d’idempotent non trivial, alors R est un corps

Cas (IT) : Si R a un idempotent non trivial, disons e € Idem(R), alors pour tout
z,y € V(Gn(R)), il existe z1,y1 € V(GN(R)), tel que zzy,yy; € NC(R) =
Idem(R) .Donc, nous avons un chemin z —zje —y;(1 —e) —ydez ay Si R
n’est pas un anneau réduit, alors il existe n € Nil(R), tel que z —n — y est
un chemin de = a y , pour tout z, y € V(Gn(R)). Par conséquent (1) et (2)
découlent des observations ci-dessus et la figure 2.

3) Si R est réduit, alors soit R est un corps, soit il existe un idempotent non trivial e €
R tel que 1—e—(1—e)—1 est un cycle. Donc, Gr(Gn(R)) = oo ou Gr(GN(R)) = 3.
Si R n’est pas un anneau réduit, alors comme le graphe nilpotent est un sous-graphe
du graphe nil clean de division, donc du théoréme 2.1[4], Gr(Gn(R)) = 3. O

Corollaire 2.2.2 Si R n’est pas un anneau réduit, alors diam(Gy(R)) <2 .

Corollaire 2.2.3 Un anneau R est un corps si et seulement si le graphe nil clean
de division de R est biparti.
Preuve

= 'Trivial.

< Si le graphe nil clean de division de R est biparti alors Gr(Gx(R)) # 3.
Donc, d’apreés le théoréme 2.2.5, Gr(Gn(R)) = oo et donc R est un corps.

Théoréme 2.2.5 w(Gy(R)) > max{|Nil(R)| — 1, |Idem(R)| — 1} .

Preuve A partir de la définition du graphe nil clean de division, nous obser-
vons que Nil(R) et Idem(R) induisent respectivement des sous-graphes complet
de Gy(R). O

Ensuite, nous étudions le graphe nil clean de division d’un anneau propre weak
nil clean.

Théoréme 2.2.6 Soit R un anneau weak nil clean qui n’est pas nil clean. Alors on
a les assertions suivanles :

1) w(Gn(R)) > ['2&] , ou [x] est la partie entiére de x.

2) Si |R|(> 3) est pair alors diam(R) = 2.

Preuve Comme z € WNC(R) implique —x € NC(R), donc si |R| est pair,
alors [INC(R)| > @ et si |R| est impair, alors [NC(R)| > |R|T+1. Puisque R est
commutatif, donc le produit de deux éléments nil clean est aussi nil clean . D’ou

w(Gn(R)) > [@] .D’autre part si |R| > 3, donc R n’est pas un corps et donc Gy (R)

est connexe. Comme |R \ {0}| est impaire, donc il existe un élément a € R tel que
r € NC(R) N WNC(R). Donc pour tout z,y € R ,x —a — y est un chemin dans
Gn(R) et diam(GN(R)) = 2 car R n’est pas un anneau nil clean. O
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2.3

Le Graphe nil clean de Z,, et Z3, , pour tout
nombre premier impair p

Dans cette section, nous étudions les structures de Gn(Zap,) et GN(Zs, ), pour
tout mombre premier impair p.

Lemme 2.3.1 Sia € V(Gn(Zsp)) , 00 p est un nombre premier impair, alors on a
les assertions sutvantes :

1)
2)
3)

Sia =p, alors deg(a) =2p —2 .
Sia € {1,p—1,p+ 1,2p — 1},alors deg(a) =2 .
Sinon deg(a) = 3.

Preuve Clairement NC(Zy,) = {0,1,p,p+ 1} .

1)

Cas (II) :

Sia = p, alors pour tout y € V(Gn(Zy,)), on a yp = p ou yp = 0. D’ou
chaque élément de V(G y(Zsp)) est adjacent a p .

Il est facile d’observer que, A; = {p,p+1}, 4,1 ={p,2p—1} , A,11 = {1,p}
et A2p—1 = {p - 17p} .

Soit a € Z9,{0,1,p — 1,p,p+1,2p — 1} .

Soit @ un nombre pair. Si ax = 0 dans Zy, , alors il a deux solutions 0 et p .
Si ax =1 dans Z,, , alors il n’a pas de solution, puisque pged(2p,a) = 2| 1.
Si ax = p dans Zy, , alors il n’a pas de solution, puisque pged(2p,a) =21 p
. Si ax = p+ 1 dans Zy, , alors il a deux solutions distinctes x; et xo dans
Zs, , puisque pgcd(2p,a) = 2|p + 1. Par conséquent, nous concluons que

Aa = {p7x17$2} .

Soit @ un nombre impair. Si ax = 0 dans Zs, , alors il a une solution unique
x = 0.5i az = 1 dans Zy, , alors il a une solution impaire unique z = y; dans
Zs, , puisque pged(2p, a) = 1]1.

Siax = p dans Zy, , alors il a une solution unique z = p, puisque pged(2p, a) =
lp .

Siax = p+ 1 dans Zsy, , alors il a une solution paire unique x = y, dans Zy,
, puisque pged(2p,a) = 1|p + 1.D’ou A, = {p,y1,y2} Des cas ci-dessus, on
obtient deg(a) = 3.

O

Remarque 2.3.2Dans la démonstration du lemme 2.3.1 (3), cas (1), puisque axy =
axy dans Zs, , donc v1 —x9 =0 ou p , mais 1 —x2 # 0 car x; et x5 sont distincts.
Donc si x1 est impair, alors xo est pair et si x1 est pair, alors xo est impair.
D’apres le lemme 2.5.1 el la remarque Précédente, pour tout nombre premier p > 2,
le graphe nil clean de division de Zs, est le suivant :
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Figure 3.Graphe nil clean de division de Zs,
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Dans la figure 3, a; et b; sont des nombres pairs de Z,\{0,1,p—1,p,p+1,2p—1}

tels que a;b; = p+ 1, pour 1 <1 < ’%3, Aussi ¢; = a; +p et d; = b; + p , pour

. -3 3 . . . . .
1 <i < B> A partir des observations ci-dessus, nous concluons ce qui suit :

Théoréme 2.3.1 Le graphe nil clean de division Gn(Zs,) vérifie les assertions sui-
vantes, pour tout nombre premier impair p.

1) w(Gn(Zsp)) =3 .
2) diam(Gn(Zsp)) = 2.
3) GT‘(GN(ZQP)) =3.

4) {p} est le plus petit ensemble dominant qui se caractérise par son unicité pour
GnN(Zgp) , c¢’est-a-dire le nombre de domination du graphe Gn(Zsp) est 1.

Ensuite, nous discutons du graphe nil clean du dwision de Zs,.

Lemme 2.3.2 Dans Gy(Zsp) ; ot p = 2(mod 3) , Alors on a les assertions sui-
vantes :

1) deg(3k) =5 si3k¢{p+1,2p—1}, pour 1 <k<p-—1.

2) deg(p+1) = deg(2p — 1) = 4.

Preuve Nous avons NC(Zs,) = {0,1,p + 1,2p} . Observez que 3k.x =
1(mod 3p) et 3k.x = 2p(mod 3p) n’a pas de solution, car pged(3k,3p) = 3 ne di-
vise pas 1 et 2p . La congruence 3k.x = 0(mod 3p) a trois solutions {0, p,2p} dans

Zs, . Aussi 3k.x = p + 1(mod 3p) a trois solutions distinctes dans Zs, , comme
pgcd(3k, 3p) = 3 divise p + 1.

1) Comme z9 = p + 1(mod 3p), a deux solutions p + 1 et 2p — 1, donc si 3k ¢
{p+1,2p — 1} ,alors deg(3k) =6 — 1 =15, comme 0 ¢ V(Gn(Z3,)).

2) Si3k € {p+1,2p—1} , alors deg(3k) = 6 — 2, comme 0 ¢ V(Gn(Z3,)) et
nous considérons n’importe quelle cycle. ([l
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Lemme 2.3.3 Dans Gn(Zs,) , ot p = 2(mod 3) Alors on a les assertions sui-
vantes :

1) deg(p) = deg(2p) = 2p—2 .

2) Pour x € {1,p—1,3p—1,2p+ 1}, deg(z) =2 .

3) Pour x € Zsy \ L, deg(z) =3 , 00 L={3k:1<k<p—-1}U{l,p—1,2p+
1,3p—1,p,2p}.

Preuve Ona NC(Zs,) ={0,1,p+1,2p} .

1) Clairement, px = 1(mod 3p) et pr = p + 1(mod 3p) n’ont pas de solution
comme pgcd(3p, p) ne divise pas 1 et p+1. Aussi pr = 0(mod 3p) a p solutions
incongrues {3k : 0 < k < p— 1} et pxr = 2p(mod 3p) a p solutions incongrues
{3k +2:0 <k <p—1} . Puisque 0 ¢ V(Gn(Zs,)) et p est de la forme
3i + 2, pour certains 0 < ¢ < p — 1, d’ou deg(p) = 2p — 2. Maintenant
2p.x = 0(mod 3p) a p solutions {3k : 0 < k < p — 1} et 2p.xz = 2p(mod 3p) a
p solutions incongrues {3k +1:0 < k <p—1} . Mais 2p.z = 1(mod 3p) et
2p.x = p+ 1(mod 3p) n’ont pas des solutions. D’ou deg(2p) = 2p — 2, puisque
2p est de la forme 3¢ + 1, pour certains 1 <i <p—1.

2) Puisque x = a(mod 3p), n’a qu'une seule solution a , d’on deg(1) = 2. Aussi
(3p—1).x = c¢(mod 3p) n’a qu'une seule solution (3p—1)a , donc deg(3p—1) =
2, comme 0 & V(G y(Zs,)) et 3p—1 € U(Zs,). Equation (p—1).z = 1(mod 3p)
et (2p + 1).2 = ¢(mod 3p) ont des solutions uniques, ou ¢ € {0,1,2p,p+ 1} .
Puisque p — 1,2p + 1 € U(Zs,), donc deg(p — 1) = deg(2p + 1) = 2.

3) Soit a € Zs, \ L . Comme pged(a,3p) = 1, donc ax = 0(mod 3p) a une
solution unique z = 0. Aussi az = ¢(mod 3p), ot ¢ € {1,2p,p + 1} a une
solution unique. D’ou deg(a) = 3. O

D’apres le lemme 2.3.4 et le lemme 2.3.5, pour tout nombre premier p > 3 avec

p = 2(mod 3), le graphe nil clean de division de Zs, est le suivant :
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Figure4.Graphe nil clean de division de Zj,,0t p = 2(mod 3)

Dans la figure 3, {l;,k;} C {3k : 1 < k < p—1},a;¢; = 1(mod 3p),bid; =
1(mod 3p) et a;k; = c;l; = bjk; = dil; = p + 1(mod 3p), pour 1 < i < ’%3. Aussi
a; = ¢; = 1(mod 3) et b; = d; = 2(mod 3), pour 1 <i < 22
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Théoréme 2.3.2 Pour tout nombre premier p, ot p = 2(mod 3) , Alors on a les
assertion suivantes :

1)
2)
3)
4)

Gr(Gn(Zs,)) = 3.
CUGN(ng) = 3.
diam(G y(Zs,) = 3.

{p,2p} est le plus petit et 'unique ensemble dominant pour Gn(Zs,) , ¢’est-
a-dire le nombre dominant du graphe est 2.

Preuve Clairement NC(Z3,) ={0,1,p+ 1,2p} .

1)
2)

3)

4)

Puisque p—(p+1)—(2p+1)—p est un cycle de Gy(Zs,), donc Gr(Gy(Zsy,)) =
3.

Si possible, soit w((Gn(Zsp)) = 4. Alors il existe A = {z; : 1 < i < 4} C
V(GN(ZZsyp)) tel que A forme un sous-graphe complet de Gy (ZZs,). Six €
ZZsp \ {p,2p,3k : 1 < k < p—1} , alors deg(xz) < 3, sinon x est adjacent
apoualp,xr—1et 3, pour un certain 1 <7 < p— 1. Mais z — 1 est
également adjacent & 37 , pour certains 1 < j < p —1 tel que 7 # j . Donc
AC{p,2p,3k : 1 <k <p—1} . Supposons que z; = 3k , pour un certains
1 < k < p-—1 Daprés la figure 3, A,, C {p,2p,3i + 1,35 + 2,3s} , ol
1 < 4,7, < p—1légalement 3s ¢ As;ii1,35 ¢ Azji0,3i +1 ¢ Asjro,p ¢
Aoy, 2p ¢ Asjro et p & Naiyq Donc z; ¢ {3k : 1 <k <p—1} ,contradiction.
D’ott w((Gn(Zsp)) = 3, comme {p, 2p;, 3p— 1} forme un sous-graphe complet
de GN(ng).

D’apreés la figure 3; 1 et 2 sont reliés par le chemin 1 — (p+ 1) —p — 2, donc
par le théoréme 2.2.6, diam(Gn(Zsp)) = 3.

Puisque chaque élément de Gy (Zsy) \ {p, 2p} est adjacent & p ou a 2p . D’on
la preuve découle de la figure 3. U

Lemme 2.3.4 Dans Gn(Zsy,) , ot p = 1(mod 3) , Alors on a les assertions sui-
vantes :

1)
2)

deg (8k) =553k ¢ {p—1,2p+1}, pour 1 <k<p—1.
deg(p— 1) = deg(2p+ 1) = 4.

Lemme 2.3.5 Dans Zs,, ot p = 1(mod 3), alors on a les assertions suivantes :

1)
2)
3)

deg(p) = deg(2p) = 2p — 2.
Pour x € {1,p+1,3p—1,2p — 1}, deg(x) = 2.

Pour x € Zs, \ L, deg(z) =3, oo L ={3k : 1 <k <p—-1}U{l,p,2p,p+
1,2p—1,3p+ 1}

D’apres le lemme 2.3.4 et le lemme 2.3.5, le graphe nil clean de division de Zs,
ot p = 1(mod 3) est le suivant :
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Figure 5.Graphe nil clean de division de Zs,,ou p = 1(mod 3)

Dans la figure 3, {l;,k;} C {3k : 1 < k =< p—1},a;¢; = 1(mod 3p),b;d; =
L(mod 3p) et a;k; = c;l; = bik; = d;l; = 2p + 1(mod 3p), pour 1 < i < ’%3. Aussi

a; = ¢; = 2(mod 3) et b; = d; = 1(mod 3), pour 1 < i <

obtenons le théoreme suivant :

p—3
2

. Par conséquent, nous

Théoréme 2.3.3 Sip = 1(mod 3) alors on a les assertions suivantes :
1) Gr(Gn(Zsp) = 3.
2) w(Gn(Zsp,) = 3.
3) diam(Gy(Zs,) = 3.

4) {p,2p} est le plus petit et 'unique ensemble dominant pour Gn(Zs,) , c’est-
a-dire le nombre domination du graphe Gy (Zs,) est 2.

Preuve Puisque la figure 3 et la figure 5 sont similaires, la preuve est donc
similaire a la preuve de théoréme 2.3.6.
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Chapitre 3

Graphe d’idempotents d’un anneau

3.1 Introduction

L’étude des graphes associés aux structures algébriques est trés importante.
De nombreux articles fondamentaux consacrés aux graphes affectés a un anneau ont
apparu récemment. Cvetko-Vah et Dolzan ont attribué un graphe G(R), pour les
éléments idempotents d’un anneau. Les sommets de G(R) sont des éléments idempo-
tents non triviaux(# 0, 1) et deux idempotents e et f sont adjacents si et seulement
si:(ef = fe=0)et (eRf # 0ou fRe # 0). Ils ont étudié¢ 'indécomposition des
anneaux sur la base de la connexité de ce graphe. Ils ont également déterminé le
diamétre de G(R), oit R est un anneau artinien simple. Si les idempotents de R
sont centraux, alors la seconde condition dans la définition implique que G(R) n’a
pas d’arétes. Akbari et al. introduit le graphe d’idempotents I(R) pour un anneau
R. Les sommets de I(R) sont des éléments idempotents non triviaux (# 0,1) et
deux idempotents e et f sont adjacents si et seulement si e et f sont orthogonaux.
Dans ce chapitre, nous supposons que V(I(R)) est un ensemble non vide. En uti-
lisant ce graphe, nous étudions le réle des éléments idempotents dans la structure
des anneaux. Il présente également plusieurs résultats sur certains paramétres de
la théorie des graphes de ce graphe tels que la connexité, le diamétre, le nombre
clique et le nombre chromatique. Remarquez que si e et f sont deux idempotents
orthogonaux, alors e 4+ f est un idempotent de R. Par conséquent, la condition in-
troduite pour 'adjacence est une propriété précieuse en théorie des anneaux. Cette
définition montre que le graphe d’idempotents d’un anneau est un sous-graphe du
graphe zéro diviseur et du graphe de commutation d’un anneau. Aussi G(R) est un
sous-graphe de I(R). Les auteurs ont prouvé que le diamétre de G(M,,(F)) est égal
a b, ol F' est un corps pour n > 3. Aussi on montre que le graphe d’idempotents
de chaque anneau réduit est connexe et si n > 3 et D est un anneau division, alors
I(M,(D)) est connexe et de plus le diamétre de (M, (D)) est au plus 5. Dans ce
chapitre, nous définissons le graphe de sommation directe d’'un R-module et 'utiliser
pour présenter une preuve plus courte de la connexité du I (M, (D)) et de détermi-
ner précisément le diamétre du I(M,,(D)). Nous montrons que pour un anneau de
division D, le diamétre de [(M3(D)) est égal a 5 et celui de I(M,(D)) est égal a
4, pour n > 4. Notez que les deux graphes G(M, (D)) et I(M,(D)) coincident. De
plus, dans ce chapitre, la régularité, le nombre clique et le nombre chromatique du
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graphe d’idempotents ont été étudiés. Nous montrons que les idempotents primitifs
sont dans un 1 — 1 correspondance avec les sommets de degré un. Tout d’abord,
nous voudrions rappeler quelques notion et notations liés a ce chapitre. Tout le long
de ce chapitre, R désigne un anneau associatif avec unité. Si €2 = e € R, on dit
que e est un idempotent. Une paire d’idempotents e et f sont dit orthogonaux si
ef = fe=0. Un idempotent e est primitif si et seulement si ce n’est pas la somme
de deux idempotents orthogonaux non triviaux. Si un idempotent commute avec
chaque élément de R, on dit que e est un idempotent centré. Notons que si e € R
est un idempotent centré, on a R = Re x R(1 — e). Nous notons l'ensemble de
tous les idempotents de R par E(R). Un anneau R est dit local, si R a un unique
idéal maximal a gauche. Un anneau sans éléments nilpotents non nul est appelé un
anneau réduit. M, (R) désigne 1’ensemble des matrices n x n; et J(R) désigne le
radical de Jacobson du R. Pour un espace vectoriel V', on note dimension de V' par
dim(V'). Soit G un graphe, on note ’ensemble des sommets et ensemble d’arétes
de G respectivement par V(G) et E(G). Le degré de v € V(G) est noté d(v). Pour
deux sommets = et y de G, soit d(x,y) la longueur du plus court chemin de x a y
et s'il n’y a pas un tel chemin, nous définissons d(x,y) = co. Le diamétre de G est
diam(G) = sup{d(z,y)|x et y sont deux sommets de G}. Le nombre clique de G,
noté w(G), est sup{|V(H)||H est un sous-graphe complet de G'}. Une k—coloration
de G est une affectation de k£ couleurs 1, ...... ,k , aux sommets de G. La coloration
est dite propre si deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur. Le graphe
G est k—colorable si G a une k— coloration propre. Le nombre chromatique de G,
X(G), est le minimum des entiers k pour lesquels G est k— coloriable.

3.2 Connexité et le diameétre du graphe d’idempo-
tents

Définition 3.2.1 Un anneau (D,+,.) est dit anneau de division si (D*,.) est un
groupe.

Définition 3.2.2 Le graphe d’idempotents d’un anneau R , noté I(R), est un graphe
dont les sommets sont tous les idempotents non triviauzr de R et deur sommets x et
y sont adjacents si et seulement si vy = yxr = 0.

Définition 3.2.3 Soit M un R—module. Nous définissons le graphe de sommation
directe de M ,noté DS(M) comme suit :Les sommets de DS(M) sont les paires
ordonnées (M, My) telles que My et My sont des sous-modules non triviauz de M
et My @® My = M.Deux sommets (M, My) et (N1, No) sont adjacents si et seulement
St NQ g M1 et M2 g Nl.

Remarque 3.2.1 On considére Uapplication suivante :

¢: V(I(Endg(M))) — V(DS(M))
[ o(Ker(f), Img(f))

1) DI(Endg(M)) 2 DS(M)
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2) 2)Si V' est un D—espace vectoriel ou D est un anneau de division.Alors
Endp(V) = M, (D) et par conséquence 1(M,(D)) = DS(V)

Théoréme 3.2.1 Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un anneau de
division D,vy = (My, My) et vo = (N1, No) sont deur sommets distincts de DS(V') .
Alors,nous avons les assertions suivantes :

1) d(v1,v2) =1 si et seulement si No C My et My C Nj.

2) Si NynN My & My + No , alors d(vy,va) < 2.

3) Si d(vi,v2) =2, alors NyN My & My + Ny .

4) Si dim(My) =1, alors le seul sommet adjacent & vy est (My, My).

5) Soit dim(V) =3 et {x,y,z} une base de V. Fizer My =<z +y,z >
My =<z>N, =<z+y,z—x> et Ny =<y >. Alors, d(vy,v3) >3 .

6) Si dim(V) =3 et dim(M,;) = dim(Ny) =2, alors d(vy,v9) < 3.
7) Si dim(Ny) =1 et NoNM; =0, alors d(vy,ve) >4 .
8) Si dim(My) = dim(Ny) =1 et dim(V') >4, alors d(vy,v9) > 2 .
(
(

9) Si dim(V) =3, alors diam(DS(V)) =5 .
10) Si dim(V') > 4 , alors diam(DS(V)) =4 .
Preuve

1) Trivial.

2) Soit a € NyN My \ My+ Ny, Ly =< a > et L; un supplémentaire de Ly tels
que My + Ny C Ly . Alors, v = (L1, L) est adjacent aux deux sommets v,
et vo.

3) Soit v3 = (L1, Ly) un sommet adjacent aux deux sommets vy, vy . Puis, Ly C
My, My € Ly, Ny € Ly,Ly € Ny . Donc Ly € Ny My et My+ Ny C Ly .
Parceque Ly N Ly = 0, cela implique que Ny N My € My + N .

4) 11 est clair que M; et M, sont respectivement des sous-espaces minimaux et
maximaux de V. Supposons que (Lj, Ls) est adjacent & (M;, Ms). Puis
My C Ly et Ly € M; . Par minimalité et maximalité de M; et M5 ,on a
MQ = L1 et M1 = LQ.

5) Tl est facile de voir que d(vy,v9) = 1. Dans ce cas, NyNM; C My + N, , donc
d(v1,v2) = 2 ce qui implique que d(vy,v3) > 3.

6) Supposons que d(vy,vy) > 3. Alors, Ny N My C My + Ny et ainsi, dim(Ny N
M) =1 et dim(My + No) = 2 . Soit {z,y} une base de M; et {z,z} une
base de Nj . De plus, soit My =< ax +by +cz > et No =< dz+by+cz>
. Puisque My "My = 0et NyN Ny =0,onac=0cetb =0. Aussi,
x € My+ Ny =< ax + by + cz,d'x + 'y + 'z > ce qui implique b = 0 et
¢ = 0 . Supposons que L; =< z,by +cz >, Ly =< ax + by >, K1 =<
ar + by, d'x +Vy+ dz >, K2 =< x > . Ensuite, vy, v3, 04, V9 est un chemin
de longueur trois, ot v3 = (Lq, Ls) , v4 = (K3, K5).

7) 11 est clair que dim(M;) = 1. Ainsi, le seul sommet adjacent a vy est v3 =
(My, My) et de v est vy = (Ng, N7), par (4). On peut voir que d(vs, vy) > 2.
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(1)
(2)

(3)
(4)

8) Dans ce cas, nous montrons que Ny N M, Q M+ Ny . Si NyNM; € My+ Ny
,alors 2 < dim(M; N Ny) < dim(Ms+ No) < 2 ce qui implique que dim(V) <
4. Donc, dim(V) = 4 et My C My + Ny = Ny N M; C M; , contradiction.
AiIlSi,Nl N M1 g_ M2 + Ngetd(’l}h Ug) S 2.

9) Soit S] =< x+y,z > 5% =<x>T =<z+yz—x>cl,=<y>
ou {z,y,z} est une base de V . Ainsi, le seul adjacent de ug = (S2,57) est
uy = (Sl, SQ) et de Uy = (Tg,Tl) est Ug = (T17T2)7 par (4) ‘AUSSi7 (5) et (6)7
d(uy,ug) = 3. Ainsi, d(us,us) = 5. Soit (Ly, Lo) un sommet de DS(V) et
Ky =< a > ,ou 0 # a € L1 .Clairement, il existe un supplémentaire K,
de K5 qui contient L, . Ainsi, chaque sommet de DS(V) est adjacent a un
sommet dont la deuxiéme composante est de dimension 1 et ainsi, par (6),
on obtient le résultat désiré.

10) Soit S; et T; deux supplémentaires distincts de Sy = T, =< x >, ol = est un
¢lément non nul de V' . Alors, d((Ss, S1), (T%,71)) = 4, par (4) , (7)et (8). par
le méme argument de la partie (9), chaque sommet de DS(V') est adjacent a
un sommet dont la deuxiéme composante est de dimension 1 et ainsi,par (8)
nous avons le résultat désiré. ([l

Corollaire 3.2.1 Soit D un anneau de division. Alors, diam(I(Ms(D))) = 5 et
diam(1(M,(D))) =4 , pourn >4

Remarque 3.2.2 1) Dans le théoréme suivant, nous fournissons des conditions
suffisantes sur un anneau R sous lequel 1(R) est connexe. Dans [5], les au-
teurs montrent que le graphe d’idempotents d’un anneau avec un idempotent
centrée non trivial est conneze.

2) Si e est un idempotent, alors Anni(e) = R(1 —e) et Ann,(e) = (1 — e)R.
Une inclusion est claire. Inversement, si x € Anny(e), alors © = x — xe =
z(l—e) € R(1—e).

Lemme 3.2.1 Soit e un idempotent dans un anneau R. Alors, les assertions sui-
vantes sont équivalents :

1) Anny(e) = Ann,(e).
2) R(1—e¢)=(1-¢)R.
3) e est un idempotent centrée.
4) Re =eR.
Preuve
= (2) Trivial.
= (3) Soit x € R. Alors, il y ay,z € Rtel que (1 —¢e) = (1 —e)y et (1 —e)z =
2(1—e). Donc ex —exe = ex(l—e) =e(l—e)y =0 et ze—exe = (1 —e)ze =
z(1 —e)e = 0 ce qui implique que xe = ex = exe.
= (4) Trivial.
= (1) Puisque Re = eR , pour tout x € R il existe y € R tel que xe = ey et donc
re = exe. De méme, exe = ex et e est un idempotent. O
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3.3 Quelques propriétés du graphe d’idempotent d’un
anneau

Théoréme 3.3.1 Soit R un anneau. St R satisfait ['une des conditions suivantes,alors
chaque idempotent de R est centrée et donc I(R) est conneze.

1) R est un anneau duo ( c’est-a-dire Ra = aR pour chaque élément a € R ) .
2) R est réversible ( c¢’est-a-dire que xy = 0 implique que yxr =0) .

3) R est un anneau réduit.

Preuve

1) Dans ce cas, Re = eR . Donc par le lemme 3.2.8, nous avons conclut.

2) Puisque Anny(e) = Ann,(e), la démonstration est compléte par le lemme

3.2.8.
3) Si R est réduit, alors zy = 0 implique que (yz)? = yryxr = 0. Par conséquent,yz =
0 et par (2) le résultat désiré. O

Apres, les graphes d’idempotents avec un sommet de degré un sont étudier. La
proposition sutvante montre que pour un idempotent primitif e, Re est un élément
minimal de l’ensemble {Ra : a* = a}.

Proposition 3.3.1 [[6], Proposition 1.1.21]. Un idempotent e d’un anneau R, est
primitive si et seulement s’il n’y a pas d’idempotent e; # 0 tel que Re; C Re.
D’autre part, st Re; C Re, alors il existe un idempotent ell tel que Rey = Re’l et
eile—e1) = (e—ep)e; =0.

Théoréme 3.3.2 1) Soit R un anneau. Si Re est un élément mazimal de ’en-
semble {Ra : a € R,a®> = a # 1}, alors le degré de e est un. ( Argument
similaire est vrai pour eR ) .

2) Le degré de e est un si et seulement si 1 — e est un idempotent primitif.
Preuve

1) Soit f un idempotent tel que ef = fe = 0. Alors, e € Anny(f) = R(1—f). Par
conséquent, Re C R(1— f). Par maximalité de Re , nous avons Re = R(1—f).
Donc 1 — f = te ce qui implique que e = e— fe = (1— fle=te* =te=1—f
CAinsi, f=1—e.

2) Supposons que le degré de e est égal & un. Si 1 — e n’est pas primitif alors
1 —e=e;+ ey ,0u e, e sont deux idempotents orthogonaux. Donc ee; =
(1 —e; —eg)e; = 0. De méme, eje = ee; = ese = 0 ce qui montre que le
degré de e est plus grand que un,contradiction. Inversement, supposons que
1 —e est primitif.Si f = 1 — e est un idempotent non nul tel que ef = fe =0,
alors 1 —e=1—(e+ f)+ f. De plus, 1 — (e + f) et f sont deux idempotents
non triviaux orthogonaux, contradiction. Ainsi, le degré de e est un. 0

Définition 3.3.1 Un idéal I d’un anneau R est principal si dJa € R : [ =< a >.

Corollaire 3.3.1 Soit R un anneau satisfaisant 'une des conditions suivantes.
Alors,I(R) a un sommet de degré un.
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1) ACC sur les idéauzx principaux & gauche ( droite );
2) ACC sur les annulateurs & gauche ( droite ) ;
3) DCC sur les idéaux principauz 6 gauche ( droite ) ;
4) DCC sur les annulateurs de gauche ( droite ).

Corollaire 3.3.2 Pour un anneau R, I(R) est 1—régulier si et seulement si tout
idempotent de R est primaitif.

3.4 Reégularité des graphiques idempotents

L’Akbari et al. dans [5] montrent que chaque graphe d’idempotents régulier est un
graphe 1—régulier. Dans cette section, nous introduisons une condition nécessaire
et suffisante sur certaines classes d’anneaux sous lesquelles les graphes d’idempo-
tents sont 1—réguliers. Avant d’énoncer le théoréme principal, nous avons besoin de
quelques lemmes.

Lemme 3.4.1 Soit R un anneau. Si E(R) \ {1} € G; UGy ot Gy , Gy sont des
sous-groupes additifs de R et G1 U Gy ne contient pas 1 , alors I(R) est 1—régqulier.
Preuve Soient e, f deux sommets adjacents. Alors, ef = fe =0 et donc e+ f €
E(R) . Supposons que e + f = 1. Ainsi, deux des e, f,e + f sont contenus dans G;
ce qui implique que le troisiéme élément est contenu dans G;, pour 1 < < 2. Par
conséquent,l —e, 1 —f,1—e—fetl=1—e+1—f—(1—e— f) appartiennent a
G, , j # i, contradiction. Donc e + f = 1. d

Lemme 3.4.2 Pour un anneau R, I(R) est un graphe 1—régulier si et seulement
st I(R) ne contient aucun triangle.

Preuve Soit e, f deux sommets adjacents et ¢ = 1 —e — f . Il est clair que
eg = ge = fg = gf =0 .Doncsig#0,alors < e, f,g >r) est un triangle,
contradiction. Donc, g =0et f =1 —e. U

Définition 3.4.1 Soient R un anneau et M un R—module.
1) M est dit simple si M # 0 et si ne contient pas des sous modules propres.
2) M est dit semi-simple si M est produit fini des modules simples.

3) Un anneau R est dit semi-simple s’il est un module semi-simple.

Définition 3.4.2 1) Un idéal A d’un anneau R est un idempotent a gauche si
et seulement si A C J(R) et tout idempotent de R/A a la forme x + A , ot
x est un idempotent de R.

2) Un anneau R est semi-local si et seulement si R/J(R) est artinien semi-
simple.

3) Un anneau semi-local R est semi-parfait si et seulement si J(R) est un idem-
potent a gauche.
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Proposition 3.4.1 [[6], proposition 1.1.25]. Soit T un anneau, AT un idempotent
@ gauche et R =T /A. Ensuite, nous avons les assertions suivantes :

1) Six €T est un idempotent et e € R idempotent orthogonal 4 x; + A,alors e
peut étre élevé a un idempotent de I’ orthogonal a x; .

2) Chaque ensemble dénombrable ( des paires ) d’ idempotents orthogonauz de
R peut étre élevé a un ensemble didempotents orthogonaux de T'.

3) Chaque ensemble de n X n unités matricielles de R peut étre élevé en un
ensemble de n x n unités matricielles de T'.

Proposition 3.4.2 [[6] , proposition 2.7.21]. Si R est semi-parfait et R/J(R) =
M, (D) , alors on a R = M,(T) pour un anneau local T tel que T/J(T) = D.(Les

anneauz ayant cette propriété sont parfois appelés quasi-locauz )

Lemme 3.4.3 Soit R un anneau et A<R est un idéal idempotent & gauche. Puis,I(R)
est 1—régulier si et seulement si I(R/A) est 1—régulier.

Preuve On montre que /(R) contient un triangle si et seulement si I(R/A) contient
un triangle. Si I(R/A) contient un triangle,par (2) de la proposition 3.4.5 peut étre
élevé en un triangle en I(R). Inversement, si e, f, g forment un triangle dans I(R),
alors €, f, g forment un triangle dans I(R/A) . O

Théoréme 3.4.1 Soit R un anneau semi-parfait. Alors, I(R) est 1—régulier si et
seulement si R = My(T) ou R/J(R) = Dy X Dy, o T est un anneau local, Dy et
Dy sont des anneauzr de division.

Preuve Tout d’abord, nous supposons que I(R) est 1—régulier. Notez que J(R)
est un idempotent a gauche et donc I(R) est 1—régulier si et seulement si I(R/J(R))
est 1-régulier, par lemme 3.4.7. Ainsi R/J(R) est un anneau semi-simple, par Wed-
derburn — Artin Théoréme [[7] , théoréme 3.5|,R/J(R) = M,,,(D1) X .... x M,,, (Dy),
ol D1, ..., Dy, sont des anneaux de division. Nous affirmons que k < 2. Parce que si-
non, I(R/J(R)) contient un triangle,contradiction. Maintenant, soit k£ = 1. Dans ce
cas, sing1 > 3alors I(R/J(R)) contient un triangle et donc R/J(R) = D ou My(D).
Puisque R a un idempotent non trivial, on a R = M(T') pour un anneau local T
, par la proposition 3.4.6.51 k = 2 et ny > 2 ou ny > 2, alors M, (D) x M,,(Ds)
contient un triangle. Donc R/J(R) = Dy X Dy out Dy et Dy sont des anneaux de
division. Inversement,supposons que R = M2(T) ou R/J(R) = D; x Dy , ou T
est un anneau local, Dy et D, sont des anneaux de division. Si R = My(T), alors
R/J(R) = My(T/J(T)) = My(D),ot D est un anneau de division. Puisque tout
idempotent de My (D) est primitif, My (D) est 1—régulier (tout idempotent de My (D)

. 1 . - .
est conjugué a 0 8 ou 8 (1] et ces idempotents sont primitifs). Maintenant,
soit R/J(R) = Dy x Dy ,dont le graphe d’idempotents est une aréte et donc I(R)
est 1—régulier . 0
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3.5 Clique maximal et nombre chromatique du graphe
d’idempotent

Dans cette section, nous voulons déterminer le cardinal de la clique maximale
et le nombre chromatique du graphe d’idempotents. Tout d’abord, nous commengons
par la remarque suivante.

Remarque 3.5.1 Soit e; et ey deux idempotents orthogonaux et e = e; + e
.Clairement, e est un idempotent et Ann;(e;) N Anny(ez) € Anny(e). Maintenant,
supposons que 7 € Anny(e), alors re; = rese; + re? = ree; = 0 et de méme
res = 0. Done, Anny(ey) N Anny(e2) = Anny(e). par argument similaire, nous avons
Ann,(e1) N Ann,(e3) = Annr(e).

Théoréme 3.5.1 Si I[(R) ne contient pas de sommet de degré un, alors w(I(R)) =
00.

Preuve Puisque I(R) n’a pas de sommet de degré un,R n’a pas d’idempotents
primitives, par le théoréme 3.3.3. Donc, par la remarque 3.5.1, chaque idempotent
de R est somme d’un nombre arbitraire supérieure ou égal au nombre des paires
d’idempotents orthogonaux. O

Théoréme 3.5.2 Soit R un anneau et w(I(R)) = n. Alors, il existe n idempotents
primitifs deux & deuz orthogonauz,eq, ..., e, , tels que Y e; = 1.
i=1

Preuve Il existe n idempotents deux a deux orthogonaux ey, ..., e, .montrons que
n n

> e; = 1. On procéde un raisonnement par I’absurde,supposons que)_ e; =t # 1.
i=1 =1

Alors, 1 — t est un idempotent qui appartient a Ann(e;) et Ann,(e;), pour 1 <
i < n . Puisque e;t = e; # 0, 1 —t est idempotent non trivial. Par conséquence,
< €1, ...,6,,1 —t > est une clique de I(R), contradiction et donc, ¢ = 1. Nous prou-
vons maintenant que chacun des e; est primitive. En effet, supposons au contraire
qu’il exist un idempotent non primitif, e; , pour un certain j , 1 < j < n . Alors,
e; = e, + ej, .Par application de la remarque remarque 3.5.1, on peut voir que
< €1, .y €521, €41, €jyy €1, ..., € > €st une clique de I(R), contradiction. O

Corollaire 3.5.1 Soit R un anneau et w(I(R)) = n. Alors, I(R) contient au moins
un sommets de degré un.

Corollaire 3.5.2 Soit R un anneau tel que w(I(R)) < oo. Si tous les idempotents
de R sont centrauz, alors x(I(R)) = w(I(R)).

n
Preuve Supposons que w(I(R)) = n . Par le théoréme 3.5.3, on a > e; = 1,0u
€1, ..., e, sont des idempotents centraux primitifs. Donc, R = Rey X ... X ;%eln. Puisque
chaque e; est primitif, Re; n’a pas d’idempotent non trivial. Donc, chaque idempotent
de R correspond a un (0, 1)—vecteur de longueur n et inversement.Maintenant, pour
chaque idempotent non trivial e , colorions e par j , ol j est le plus petit entier
naturel tel que ee; = 0. Il n’est pas difficile de voir que cette coloration est une
k—coloration propre de I(R). Par conséquent, x(I(R)) = n. O
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Chapitre 4

Quelque graphe des idéaux premiers
d’un anneau commutative

4.1 Introduction

Récemment, 1'étude des graphes associés aux structures algébriques est un do-
maine de recherche. En 1988, Istvan Beck a proposé I’étude des anneaux commutatifs
en les représentent sous forme des graphes. Il a défini le graphe zéro diviseur d'un
anneau ayant pour ensemble des sommets les élément de ’anneau, et une aréte entre
deux sommets v et w si vw est égal a zéro. Ces graphes de zéro diviseur ont marqué
le début d’'une démarche d’é¢tude des anneaux commutatifs avec des graphes. Le
graphe zéro diviseur est largement é¢tudié par de nombreux auteurs. De nombreuses
autres classes des graphes associés a des structures algébriques sont également étudié
par des nombreux chercheurs. Beaucoup des propriétés algébriques sont étudiées en
termes d’idéaux des anneaux, il est intéressant d’associer la structure du graphe a
I’ensemble des idéaux et d’étudier les propriétés associées a la théorie des graphes.
Sharma et Bhatwadekar ont proposé une nouvelle approche qui a construit un autre
graphe pour I'anneau commutatif R connu sous le nom du graphe comaximal :
les sommets sont toujours les éléments de 'anneau, et il y a une aréte entre deux
sommets x et y si xR + yR = R. Ye et Wu définis les graphes comaximaux sur
I’ensemble des idéaux qui ne sont pas contenus dans le radical de Jacobson de 1’an-
neau, deux idéaux sont adjacents si et seulement si ils sont comaximaux. Dans ce
chapitre, nous définissons le graphe de somme S—propre sur ’ensemble des idéaux
premiers d’un anneau commutatif. Soit R un anneau commutatif avec identité. On
note respectivement par Spec(R) et Max(R), I'ensemble de tous les idéaux premiers
et 'ensemble de tous les idéaux maximaux de R. Soit S un sous-ensemble non vide
de Max(R). On définit le graphe de somme S—propre sur 'ensemble des idéaux
premiers de R, noté I's(Spec(R), S), comme le graphe dont 1’ensemble des sommets
est 'ensemble de tous les idéaux premiers de R et pour deux sommets distincts P
et (), il existe une arréte de P a (), noté P « (), chaque fois que P + () C M, pour
un idéal maximal M dans S. Dans le cas ou S = Maxz(R), on note le graphe de
somme S—propre ['s(Spec(R), S) par I'(Spec(R), S) et nous 'appelons simplement
le graphe de somme propre. Dans la section deux, nous étudions quelques propriétés
de base du graphe I'g(Spec(R), S) telles que la connexité, circonférence et le nombre
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clique. Dans la section trois, nous étudions le graphe de somme propre du produits
d’anneaux et nous étudions la relation entre le graphe complémentaire du graphe de
somme propre et le produit d’anneaux. Tout le long de ce chapitre, tous les anneaux
sont supposées commutatifs avec une identité non nulle. De plus, V(1) est ’ensemble
de tous les idéaux premiers de R contenant 'idéal I. Rappelons maintenant quelques
définitions et notations sur les graphes. Soit G = (V, E) un graphe, ot V est l'en-
semble des sommets et E est I'ensemble des arétes. Le graphe H = (14, Ey) est un
sous-graphe de G si Vy C V et Ey C E. La distance entre deux sommets distincts
vy et vy dans G, noté d(vq,v9), est la longueur du plus court chemin reliant v; et
vg, si un tel chemin existe ; sinon, on pose d(vy,vs) := 0o. Le diamétre d’un graphe
G noté diam(G) est diam(G) = Sup{d(vy,v2) : v et vy deux sommets distincts de
G}. La circonférence de G est la longueur du plus court cycle dans G, noté Gr(G)
(Gr(G) := o0 si G n’a pas des cycles). Aussi, pour deux sommets distincts vy et vq
dans G, la notation v; v vy signifie que v; et v, sont adjacents. Un graphe G est
dit connexe s’il existe un chemin entre n’importe qu’ils deux sommets distincts, et
il est complet s’il est connexe avec un diamétre qui égal un. Pour un sommet v dans
G, le degré de v est le nombre des sommets adjacents a v et il est noté deg(v). Un
sommet v est un sommet isolé si deg(v) = 0. Une clique d'un graphe est un sous-
graphe complet et le nombre clique est le nombre des sommets dans la plus grande
clique de G est noté w(G). Un ensemble indépendant de G est un sous-ensemble
des sommets de G tel qu’il n’y a pas deux sommets dans le sous-ensemble qui sont
adjacents dans G. Le nombre d’indépendance de G, noté o(G), est le cardinal de la
plus grande ensemble indépendante de G. Un sous-ensemble S non vide des som-
mets de G est un ensemble dominant si chaque sommet de V\ S est adjacent a un
sommet de S. Le nombre de domination noté (G) est défini comme étant le nombre
des sommets dans le plus petit ensemble dominant dans G. Un plus petit ensemble
dominant est appelé y—ensemble. Pour un entier positif r, un graphe r—parti est
celui dont I'’ensemble des sommets peut étre partitionné en r sous-ensembles deux
a deux disjointes, de sorte qu’aucune aréte n’ait les deux extrémités dans la méme
sous-ensemble.

4.2 Propriétés basic du graphe de somme propre

Définition 4.2.1 Un ensemble S est dit minimal par rapport a l'intersection et on
le note par m.r.i, si pour tous my,my € S, lUintersection my N my ne contiennent
pas un idéal premier non trivial.

Exemple 4.2.1 Soit R = 7Z, alors Spec(R) = {(0),(p), ot p est premier}. Soit
S = Max(R) .Alors clairement S est minimal par rapport a l'intersection.

Exemple 4.2.2 Soit R un domaine ,principal qui n’est pas un corps et soit S =
Max(R). Alors S est minimal par rapport & lintersection.

Remarque 4.2.1 Si R est un anneau commutatif d’identité non nulle, alors Max(R) #
@ .De plus, pour tout idéal propre I non nul, il existe un idéal maximal M tel que

ICM.
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Proposition 4.2.1 Si le graphe de somme S—propre I's(Spec(R),S) est connexe
et S est m.r.i, alors R est un domaine ou un anneau local.

Preuve Si(0) est un idéal premier alors clairement R est un domaine d’intégration.
Si (0) n’est pas un idéal premier, on montre que R est un anneau local. Soit My, My
deux idéaux maximaux quelconques de R, on montre que M; = M, . Puisque le
graphe ['s(Spec(R), S) est connexe,nous avons un chemin joignant M; et M, , disons
My~ P v P, «~ M. Noter que tous les idéaux premiers P; sont non triviaux,
pour 1 < i < n. Puisque M; est adjacent a P, ,et P; est adjacent a P, , il existe un
idéal M € S tel que P, + P, C M.Clairement, M; N M contient 'idéal premier P; .
Puisque S est minimal par rapport a Uintersection, on a P, = (0) ou M; = M. Par
les mémes arguments, on a M; = M, . Donc R est un anneau local. ]

Proposition 4.2.2 Si R est un domaine d’intégration ou un anneau local, alors le
graphe de somme propre I'(Spec(R), S) est conneze.

Preuve Si R est un domaine, alors (0) est un idéal premier. Donc pour tout deux
idéaux non triviaux premiers P et (), nous avons un chemin joignant P a () est
donné par P « (0) v~ Q.Si R est un anneau local avec un idéal maximal M, alors
pour deux idéaux premiers P et @, P+ Q C M. Donc P « @Q. Donc le graphe de
somme propre I'(Spec(R), S) est connexe. O

Corollaire 4.2.1 5S¢ R est un domaine d’intégration ou un anneau local, alors
diam(I'(Spec(R), S)) < 2.

Théoréme 4.2.1 Le graphe de somme propre I'(Spec(R), S) est complet si et seule-
ment si R est un anneau local.

Preuve Supposons que R ne soit pas un anneau local. Soient M; et M, deux
idéaux maximaux distincts quelconques de R. Puisque I'(Spec(R), S) est complet,
on a My «~ M, . Contradiction, car My + Ms = R, donc notre hypothése est fausse,
donc R est un anneau local. Inversement, puisque R est un anneau local d’idéal
maximal M, pour touts deux idéaux premiers P et ), P+ () C M. Donc P « (@,
donc le graphe est complet. 0]

Théoréme 4.2.2 Si R est un domaine principal, alors I'(Spec(R), S) est un graphe
étoilé. L inverse est vrai si R est un domaine de factorisation unique.

Preuve Puisque R est un domaine, (0) est un idéal premier. Comme R est un
domaine d’idéal principal,tous les idéaux premiers non triviaux sont maximaux. On
a donc (0) «~ P pour tout idéal premier non trivial P. De plus, deux idéaux premiers
non triviaux sont comaximaux,ils ne sont pas adjacents. Donc I'(Spec(R), S) est un
graphe étoilé. Supposons maintenant que I'(Spec(R), S) est un graphe étoilé et R est
un domaine de factorisation unique. Depuis I'(Spec(R), S) qu’est un graphe étoilé,
tous les idéaux premiers non triviaux sont maximaux.Il suffit de montrer que tout
idéal premier non nul est engendré par un élément.Supposons qu'un idéal premier
P soit généré au minimum par deux éléments, disons x et y. Puisque R est UF D,
on peut supposer que x et y sont des éléments irréductibles. Clairement (x) est un
idéal premier non nul de R et donc il existe une chaine (0) v~ (z) « (z,y) « (0)
dans I'(Spec(R), S) . Contradiction car I'(Spec(R), S) est un graphe étoilé et donc
chaque idéal premier non nul est généré par un seul élément. [l
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Théoréme 4.2.3 Soit R un anneau non local. Si le graphe de somme propre I's(Spec(R), S)
est un graphe étoilé, avec S est m.r.i, alors R est un domaine d’intégration de di-
mension < 1.

Preuve Soit P un sommet tel que P « @) pour tout () € Spec(R).Premiérement,

nous montrons que (0) est un idéal premier. Soient M; , M, deux idéaux maximaux

tels que P «~ My et P «~ My . Comme P + M; = M; et P+ My = M, , nous

avons P C M; N M, . Puisque S est minimal par rapport a l'intersection, P = (0).

Par conséquent (0) est un idéal premier et donc R est un domaine. Supposons que

dimR > 2. 1l existe une chaine d’idéaux premiers de longueur au moins deux comme

suit :

PSPRSP

.Clairement, Py = (0). Puisque I's(Spec(R), S) est un graphe étoilé, By «~ P , c’est-
a-dire qu’il est un idéal maximal M tel que Py+ P, C M. Si P, # M, alors on a un
cycle Py« Py~ M ... « Py, ce qui est une contradiction car I's(Spec(R), S) est
un graphe étoilé. Supposons que P, = M. Puisque M est un idéal maximal, P, ; I
n’est pas possible. Il n’existe donc pas de chaine d’idéaux premiers de longueur deux
ou plus. Donc dimR < 1. 0

Proposition 4.2.3 Si le graphe de somme propre I's(Spec(R),S) est un graphe
étoilé, alors S = Max(R).

Preuve Soit P un sommet fixé tel que P «~ @ pour tout sommet (). Soit M
n’importe quel idéal maximal de R. Puisque P -~ M, on a M € S. O

Proposition 4.2.4 Si R est un anneau de dimension > 2, alors Gr(I'(Spec(R), S) =
3.
Preuve Puisque dimR > 2, il existe une chaine d’idéaux premiers tels que F, ;

Py ; P, . Puisque R est un anneau commutatif avec identité, il existe un idéal
maximal M tel que P, C M. On a donc le cycle Py «~ P, v~ M « F,. L]

Proposition 4.2.5 Si dimR =1 et le graphe de somme propre I'(Spec(R), S) a un
cycle, alors R n’est pas un domaine d’intégration.

Preuve Nous montrons que (0) n’est pas un idéal premier. Par contradiction,
supposons que (0) est un idéal premier. Soit Py «~ P, v~ P, «~~ Py un cycle dans
['(Spec(R),S). 1l existe un idéal maximal M € S tel que Py + P, € M. Soit By
ou P; est un idéal premier, disons que Py n’est pas trivial. Puisque (0) est un idéal
premier et dimR = 1, P; est un idéal maximal. Comme P, et P; sont adjacents,
Py+ PL C M et donc P, = M. Puisque dimR = 1 et P, est un idéal premier non
trivial, P, est aussi un idéal maximal. Par conséquent P; et P, sont comaximaux, ce
qui n’est pas possible car P, «~ P, . Donc (0) n’est pas un idéal premier et R n’est
pas un domaine d’intégration. O

Proposition 4.2.6 Soit R un anneau tel que |Min(R)| < oo. Alors on a les asser-
tions suivantes :
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a) Spec(R) est conneze si et seulement si I'(Spec(R),S) est connexe et
diam(I'(Spec(R), S)) < 2|Min(R)|.

b) v(I'(Spec(R),S)) < [Min(R)| .
Preuve

(a) Par contradiction, supposons que Spec(R) n’est pas connexe. Il existe deux
ensembles non vides V() et V(J) tels que V() UV (J) = Spec(R) et V(I)N
V(J) = @ pour certains idéaux I et J. Soient P € V(I) et Q € V(J). Puisque
I'(Spec(R), S) est connexe, il existe un chemin comme suit :

PPl PPy Q

Puisque P «~ P, , il existe un idéal maximal M tel que P+ P, C M. Puisque
P e V(I), M € V(I) et donc P, € V(I). En appliquant les mémes ar-
guments, nous pouvons montrer que P, € V(I). Puisque P, «~ @ il existe
un idéal maximal N tel que P, + Q@ C N. Puisque P, € N, N € V(I)
aussi comme @@ C N, N € V(J), contradiction car V(I) NV (J) = &
Soit Min(R) = {P, P,,....., P.}. Supposons d’abord r = 2. Soient P et
() deux idéaux premiers quelconques de R. Nous montrons qu’il existe un
chemin de longueur au plus quatre joignant P a Q. Il existe des idéaux pre-
miers minimaux P; et @ tels que P, C P et Q1 C Q. Puisque Spec(R)
est connexe, nous avons V(P1) N V(Q1l) # @. Il existe un idéal premier
Py, € V(P)V(Q1). Puisque R est un anneau commutatif avec identité,nous
avons un chemin P« P; v~ Py v~ (1 « Q. Maintenant, supposons que 7 > 2.
Soit 1 < i < I; tel que P € V(P), pour Iy < i < Iy tel que Q € V(B)
et Iy <1 < rtel que P,QQ ¢ V(P;). Puisque Spec(R) est connexe, il existe
1 <4 < .. < ip < rtel que V(F,) NV(F,,) #@pour 1 <1 < ket
(Uﬁ-lzl) NV(P,) # @,(Uﬁillﬂ) NV(P;, ) # @. Par conséquent, il est facile de
voir qu’il existe un chemin entre P et () de longueur au plus 2|Min(R)|.

(b) Soit S = {Py, P, ...., P,} un ensemble dominant dans I'(Spec(R),S). Par
conséquent,pour tout ) € Spec(R)\ S il existe un P; € S tel que @ «~ P, pour
un certain 1 < ¢ < n.Soient @1, Qo, ....., Q, les idéaux premiers minimaux
distincts de R tels que chaque idéal premier F; contient au moins un (); pour
1 < j <r.Donc r <n. Nous montrons que T = {Q1, Qs, ..., @, } est aussi un
ensemble dominant. Soit P’ un idéal premier quelconque qui n’est pas dans
T. Supposons que P ¢ S. Puisque S est un ensemble dominant, il existe un
idéal premier P; € S tel que P« P; . 1l existe un idéal maximal M tel que
P + P; € M.Par construction de 'ensemble T, il existe un Q); € T tel que
(; € P; pour un certains 1 < j < r. Donc P + Q; € M, et donc P Q; .
Donc T est un ensemble dominant. Supposons maintenant P € S. Il existe
Q; €T tel que Q; C P’ Puisque R est un anneau commutatif avec unité, il
existe un idéal maximal M; tel que P° C M; . Donc P’ Q; , donc T est un
ensemble dominant. 0
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4.3 Graphe de la somme propre du produit direct
des anneaux

Dans cette section, nous étudions le graphe de somme propre du produit
d’anneaux R; pour 1 < ¢ < n. Nous relions le nombre clique, le nombre d’indépen-
dance et le nombre de domination de T'(Spec(R), S) et celle de I'(Spec(R;), S;) pour
1<t <n.

Théoréme 4.3.1 Soient Ry, Rs, ...., R, des anneaux commutatifs avec des identités
et R = Ry X Ry X ... X R, . Alors I'(Spec(R),S) = []—, [(Spec(R;), S;), o
S; = Maz(R;) pour 1 <i<mn, ot [] désigne l'union disjointe d’ensembles.

Preuve Tout idéal premier P de R est de la forme R; X Ry X .... X R;_1 X P; X
R, 1 X ....x R, ,ou P, est un idéal premier dans R; et tout idéal maximal de R est
de la forme Ry X Ry X ... X R 1 X M; X R q X ...... X R, pour un idéal maximal M; de
R; . Par conséquence, nous pouvons associer chaque idéal premier P; de R; a 'idéal
premier Ry X Ry X ..... X R; 1 X PyX Rjyq X ..... x R, de R. Clairement, si P; et (); sont
adjacents dans I'(Spec(R;), S;), alors on a Ry X Ry X ...... XRi 1 XPyXRiy1X...... xR,
et Ry x Ry X ... X Ri1 X Qi X Riyq X ... x R, sont adjacents dans I'(Spec(R), S)
et vice versa. 0

Corollaire 4.3.1 St R est un anneau artinien, alors le graphe de somme propre
[(Spec(R), S) est non conneze ou c¢’est un sommet isolé.

Corollaire 4.3.2 Si R est un anneau artinien non local, alors le graphe complé-
mentaire du graphe de somme propre I'(Spec(R), S) est un graphe complet.

Corollaire 4.3.3 Soient Ry, Rs, ....., R, des anneaux commutatifs unitaires et R =
Ri x Ry x ... X R, . Alors on a les assertions suivantes :

(b) a(T'(Spec(R),S)) = |Max(Ry)| + ..... + |Max(R,)|.
(¢c) w(T'(Spec(R),S)) = Max{w(T(Spec(Ry),S1)),...,w(T'(Spec(R,), Sn))}

Théoréme 4.3.2 Soit R un anneau noethérien réduit. Le graphe complémentaire
du graphe de somme propre I'(Spec(R), S) est multi-parti complet si et seulement si
R est un produit direct des anneauz locaut.

Preuve Supposons que le graphe complémentaire de I'(Spec(R), S) est multi-parti
complet avec les ensembles des sommets Vi, V5, ....., V,, . Clairement, 'ensemble des
sommets de V; forme un sous-graphe de I'(Spec(R),S) pour 1 < i < n. Puisque le
sous-graphe sur V; est complet, V; a un idéal maximal. De plus, il est facile de voir que
V; a un unique idéal maximal, disons M. Considérons maintenant un ensemble A,
constitué de tous les idéaux premiers de R contenus dans M.Montrons maintenant
que A = V; . Soit P tout idéal premier de R tel que P C M. Clairement,P «~ M.
Par conséquent, dans le graphe complémentaire, P et M ne sont pas adjacents.
Supposons que P € V; pour certains ¢ # j. Puisque le graphe complémentaire
de T'(Spec(R), S) est complet multi-parti, P «~~ M dans le graphe complémentaire.
Puisque P «~ M dans I'(Spec(R),S), contradiction. Donc A = V; . Puisque R
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est un anneau noethérien, R a un nombre fini d’idéaux premiers minimaux. Soient
Py, Ps,......, P, les idéaux premiers minimaux de R. Clairement,pour chaque i, il
existe au moins un j tel que P; € V; . Soient F; ,....., P des idéaux minimaux
premiers tels que P, ..., P, € V; . Puisque V (B, UV (P;,)U....UV(P,.) = V(P, P,,N
....N P, ), on peut montrer que V(P;, NP, N...NP;) =V; . Soit P un idéal premier
de R tel que P €V, c’est-a-dire P C M. Si P est un idéal premier minimal de R,
alors clairement P € V(P;, N P, N ...... N P;.). Supposons que P n’est pas un idéal
minimal premier de R. Puisque P n’est pas un idéal premier minimal, il existe un
idéal premier de R, soit @ tel que Q@ € P. Si Q € {P,, ..., P, }, alors clairement
PeV(P,NP,...NPE,). Supposons Q ¢ {P,,..., P, }. Comme QQ C M et Q est
minimale, donc ) = P, pour quelque 1 < k < r ce qui est une contradiction.
Donc P € V(P, N P,....N P; ). Soit P un idéal premier quelconque contenant
;. bour certains 1 < k < r. On montre que P C M i.e P «~~ M dans le graphe
['(Spec(R), S). Supposons que P n’est pas adjacent & M dans I'(Spec(R), S).Puisque
R est un anneau commutatif avec unité, il existe un idéal maximal disons M; de R
tel que P, € P C M, . Puisque P C M il existe un chemin M « P, «~ M; dans
['(Spec(R), S). Comme le complémentaire du graphe I'(Spec(R), S) est multi-parti
complet, M, M, et P;, appartiennent au méme ensemble des sommets V; . Puisque
V; a un unique idéal maximal M, contradiction. Donc V(P;, N P, N ...... nNk,.)=YV,
.Soit [; = P, NP, N.... N P, pour 1 < ¢ < n. Puis clairement Spec(R) est une
union disjointe d’un nombre fini des sous-ensembles fermés. C’est facile de voir que
chacun des [; sont des idéaux comaximaux de R. Puisque R est un anneau réduit,
nous avons R = R /I, X .... x R/1, . Clairement, R /I; est un anneau local.
Maintenant inversement, d’aprés le théoréme 4.3.1, le graphe I'(Spec(R), S) est
une union disjointe des sous-graphes I'(Spec(R;), S;) pour 1 < i < n. Puisque chaque
R; est un anneau local, d’aprés le théoréme 4.2.8, chaque I'(Spec(R;), S;) est un
graphe complet. Par conséquence, le graphe complémentaire de I's(Spec(R), S) est
un multi-parti complet. 0

Corollaire 4.3.4 Le graphe complémentaire du graphe de somme propre I'(Spec(R), S)
est complet si et seulement si R est un anneau artinien.
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Chapitre 5

Graphe d’idempotents de division
d’un anneau commutatif

5.1 Introduction

Soit R un anneau commutatif. Le graphe zéro diviseur I'y(R) d’un anneau R est
le graphe dont les sommets sont les éléments de R tels que les sommets distincts z et
y sont adjacents si et seulement si zy = 0. Le sous-graphe I'(R) de I'y(R) induit par
les diviseurs de zéro non nuls de R a été étudié largement depuis qu’il a été considéré
pour la premiére fois afin d’éclairer 'interaction entre la théorie des graphes et la
théorie des anneaux. Ce concept a ensuite été étendu aux semi-groupes, anneaux non
commutatifs, ensembles partiellement ordonnés et groupoides, et a suscité un intérét
notable & travers un large segment de la littérature pour les études sur des graphes
zéro diviseur avec des bibliographies. On peut étudier la " structure des diviseurs
" plus générale dans les anneaux R en remplacant 0 par un élément arbitraire de
R. Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Dans ce chapitre, la
notion du graphe zéro diviseur est généralisé en définissant le graphe d’idempotents
de division I'.(R) de R associé a e. L’ensemble des sommets du graphe I'(R) était
restreint aux zéro diviseurs non nuls de R puisque Les relations algébriques (mul-
tiplicatives) impliquant 0 et des non zéro diviseurs sont parfaitement étudiées.Les
relations impliquant des ¢éléments idempotents plus généraux ne sont pas trivials,
il semble donc judicieux de définissez I'.(R) comme le graphe avec 'ensemble des
sommets V(I'.(R)) = {a € R| il existe b € R avec ab = e} tels que deux som-
mets distincts a,b € V(I'.(R)) sont adjacents si et seulement si ab = e. Notons que
I'.(R) est le graphe zéro diviseur habituel lorsque e = 0. De plus, il est clair que
e = 1 si et seulement si V(I'.(R)) = U(R), ou U(R) désigne le groupe d’unités de
R. Plus généralement, l'inclusion U(R) C V(I'.(R)) est valable pour tout élément
idempotent e € R (Proposition 5.2.3). Il existe de nombreuses propriétés fondamen-
tales du graphe zéro diviseur qui ne se vérifient pas toujours dans les plus généraux
graphes d’idempotents de division. Par exemple, rappelons que I'(R) est connexe,
et la Littérature montre que si I'(R) n’est pas nul alors R est fini si et seulement
si ['(R) est fini (bien sir, ces résultats sont valables de maniére triviale si I'(R) est
remplacé par I'g(R)). De plus, si T(R) est 'anneau quotient total d’'un anneau R
avec identité alors I'(R) = I'(T'(R)), et on observe dans la proposition 5.4.4 que
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Io(R) = T'o(T(R)). Cependant, notez que I';(Z) se compose de deux sommets et
pas d’arétes, et I'1(T(Z)) = I'1(Q) est 'union disjointe de deux exemplaires de K
et d’une infinité d’exemplaires de K5 (i.e proposition 5.2.1). Rappelons qu’'un an-
neau R est un anneau booléen si 22 = z pour tout x € R. Plus généralement, un
anneau régulier de von Neumann est tout anneau commutatif R tel que, pour tout
r € R, il existe y € R avec x = 2%y (donc chaque anneau booléen est régulier de
von Neumann en fixant y = ). Si R a une identité alors, de maniére équivalente, R
est un anneau régulier de von Neumann si et seulement si pour tout x € R il existe
une unité u et un (unique) idempotent e, de R tel que x = ue,. Les Graphes zéro
diviseur des anneaux réguliers de von Neumann ont été étudiés pour la premiére
fois ot les auteurs ont comparé les anneaux réguliers de von Neumann R et S tels
que I'(R) = T'(S). Cette affirmation s’est poursuivie oil, par exemple, il a été ob-
servé que la " compression " d’un graphe zéro diviseur d’un anneau régulier de von
Neumann est isomorphe au graphe zéro diviseur d’un anneau booléen. Plus tard, les
graphes zéro diviseur des anneaux booléens ont été caractérisés et les graphes qui
sont réalisables en tant que graphes zéro diviseur d’anneaux booléens ont été classé.
Le présent travail vise a exploiter I'interaction entre les propriétés algébriques des
anneaux commutatifs et les structures théoriques de leurs graphes d’idempotents de
division. Section 2 consiste en quelques résultats préliminaires, dont 'observation
que la composante contenante de I'.(R) est isomorphe au graphe zéro diviseur d’un
anneau commutatif (Proposition 5.2.5). Cette observation est prolongée dans la sec-
tion 3, ou il est prouvé qu'une composante G de I'.(R) est isomorphe au graphe
zéro diviseur d’un anneau commutatif si et seulement si soit G = K, soit s’il existe
z € V(G) tel que 2% = e (i.e Corollaire 5.3.5). Les caractérisations complétes des
composantes de I'.(R) sont données dans le théoréme 5.3.1 et le corollaire 5.3.2, et il
est prouvé dans le corollaire 5.3.3 qu’il existe une composante de I'.(R) qui est fini
si et seulement si toute composante de I'.(R) est fini, si et seulement si anng(e) est
fini. Puisque les graphes zéro diviseur sont connexe et anng(0) = R, cela généralise
le fait que I'g(R) est fini si et seulement si R est fini. De plus, si R a une identité
alors I'.(R) est fini si et seulement si R(1 — e) et U(R) sont tous les deux finis (Co-
rollaire 5.3.4). La section 4 considére la connexité et les anneaux quotients totals.
Soit e un élément idempotent d’'un anneau commutatif R avec identité. Il est prouvé
que si Gp et G sont des composantes de I'.(R) et I'.(T'(R)), respectivement,
tels que V(Ggr) N V(Grry)) = @ alors G = Grr) (Théoréme 5.4.6). En particu-
lier,si I'.(T'(R)) est connexe alors I'.(R) = I'.(T'(R)) (Corollaire 5.4.7). Le théoréme
5.4.1 montre que si Re est un anneau booléen alors I'.(R) est connexe. Dans la
section 9, il est montré que 'inverse est également vrai dans le cas particulier ou R
est régulier de von Neumann (théoréme 5.5.7).De plus, les structures des graphes
d’idempotents de division des anneaux booléens sont considérées, et un résultat bien
connu est généralisée dans le corollaire 5.5.10 en enchainant les " compressions " des
composantes des graphes d’idempotents de division des anneaux réguliers de von
Neumann commutatifs au graphes zéro diviseur d’anneaux booléens. Tout le long
de ce chapitre, les entiers positifs, les entiers, les nombres rationnels, I'anneau des
entiers modulo n,le corps fini de cardinal ¢, 'ensemble des diviseurs de zéro de R,
I’anneau quotient total de R et le groupe d’unités de R seront désignées respective-
ment par N, Z,Q, Z,,,F,, Z(R),T(R) et U(R). De plus, si m et n sont des nombres
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cardinaux alors K, désignera le graphe complet de m sommets, et K,,, désignera
le graphe bipartit complet sur des ensembles partiels d’ordres m et n. Etant donné
n € Net ke {0} UN, le produit Z, X ..... X Zn (k facteurs) sera noté ZF (ou Z°
est anneau trivial). De plus, Ng(v) Pensemble de tous les sommets d'un graphe
G adjacents au sommet v € V(G) (la notation N(v) sera étre utilisé lorsque le
graphe sous-jacent G est évident), et si x est un élément d’'un anneau commutatif
R alors anng(z) = {y € Rlzy = 0}. Soit G; et G5 deux graphes. Le produit direct
G1 X Gy est le graphe dont les sommets sont les éléments de V(Gy) x V(Gq) tel
que deux sommets (a,b) et (z,y) sont adjacents si et seulement si a est adjacent a
x dans G et b est adjacent & y dans Gy. De plus, il n’y aura aucun mal a laisser
G; représente V(G;) dans la notation f : G; — G,. Sauf indication contraire, la
terminologie " graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif R " sera toujours étre
utilisé en référence au graphe I'o(R). Aussi, I'j(R) désignera la restriction du graphe
zéro diviseur de R avec V(I'§(R)) = V(I'o(R)) tel que (pas nécessairement distinct)
a,b e V(I'5(D)) sont adjacentes si et seulement si ab = 0.

5.2 Résultats préliminaire

Cette section fournit plusieurs premiers résultats pour servir d’introduction
a la structure générale des graphes d’idempotents de division. Graphes d’idempo-
tents de division des domaines d’intégration et les graphes d’idempotents de division
associés a e = 1 sont facilement caractérisés. Ceci est fait dans les deux premiéres
propositions, et les autres résultats examinent certaines des interactions fondamen-
tales (qui seront toutes nécessaires dans la sections suivantes) entre la structure
algébrique des anneaux et les propriétés théoriques des graphes d’idempotents de
division.

Proposition 5.2.1 Soit e un élément idempotent d’un domaine dintégration R
(donc e € {0,1}), et soit B tout ensemble tel que |B| = w. Alors on a les
assertions suivantes :

1) Sie=0 alors I'.(R) =2 K1 |pqo}| -

2) Sie=1 et char(R) =2 alors T.(R) = K, U (UgK>).

3) Sie=1 et char(R) # 2 alors T.(R) = Ky U K; U (UgK3).

Preuve L’énoncé en (1) est clair, tandis que (2) et (3) suivent l'unicité des
inverses avec l'observation que 2% = 1 si et seulement si z € {1, —1}. O

Maintenant, il est facile d’étendre (2) et (3) du résultat précédent o des an-
neauz plus généraur avec identité, comme il est proposer par la proposition suivante.

Proposition 5.2.2 Soit R un anneau commutatif avec identité. Soit A = {u
U(R)|u* = 1}, et soit B tout ensemble tel que |B| = w. Alors T'1(R)
(UAKl) U (UBKZ).

Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Il a été noté dans
Uintroduction que V(I'1(R)) = U(R). Cette observation est généralisée ci-dessous
en montrant que U(R) est toujours un sous-ensemble de V(I'e(R)).

[l m
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Proposition 5.2.3 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. St
f € R un idempotent tel que fe = e alors V(I';(R)) C V(I'«(R)). En particulier,
si R a une identité alors U(R) C V(I'.(R)). Dans ce cas,U(R) NV (G) # & pour
chaque composante G de I'.(R).

Preuve Sixz € V(I'f(R)) alors xy = f pour un certain y € R. Donc, z(ye) =
(xy)e = fe = e, et donc x € V(I'.(R)). Cela prouve la premiére affirmation, et
Iinstruction "en particulier" suit en définissant f = 1.

Pour vérifier la derniére affirmation, soit G une composante de I'.(R). Si x €
V(G) et y € R tels que zy = e alors (ze + (1 —e))(ye + (1 —e)) = 1. De plus, les
égalités x(ye) = e = (ye)(re+ (1 — e)) impliquent z et ze + (1 — e) appartiennent a
la méme composante de I'.(R). Donc, ze + (1 —e) € U(R) N V(G). O

1l sera commode d’inclure le lemme bien connu suivant, el une preuve est
fournie pour 'amour de l’exhaustivité.

Lemme 5.2.1 Sie est un élément idempotent d’un anneau commutatif R avec iden-
tité alors anng(e) = R(1 — e).

Preuve L’inclusion R(1 — e) C anng(e) est vraie puisque 1 — e € anng(e).
Inversement, supposons quun a € anng(e). Alors ae = 0, ce qui implique que
a=a(l—e) e R(1—e). Par conséquent, anng(e) = R(1 —e). O

Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Alors V(I'.(R))
est un (multiplicatif )sous-semi groupe de R (puisque si a,b € V(I'.(R)), disons
ar = by = e pour un certain v,y € R, alors (ab)(vy) = (axe)(par) = ee = e).
Ci-dessous, cette observation est faite pour la composante de T'.(R) contenant e.
En outre,L’énoncé (1) implique que e se comporte comme un zéro par rapport auz
éléments par lesquels il est divisible. Pour(3), la définition d’un graphe d’idempo-
tents de division d’un anneau est étendue a TU'o(V(G)) pour le semi-groupe V(G) de
maniére évidente.

Proposition 5.2.4 Soit e un élément d’un anneau commutatif R. St G est la com-
posante de I'.(R) contenant e, alors on a les assertions suivantes :

(1) V(G) est un sous-semi-groupe (multiplicatif) de R tel que e est un zéro élé-
ment de V(G). En particulier,V(G) = {z € R|ze = e}.

(2) V(G) = anng(e) (en semi-groupes multiplicatifs).

(3) G = T.(V(G)) = I'g(anng(e)). En particulier, G est isomorphe au graphe
zéro diviseur d’un anneau commutatif.

(4) Si R a une identité alors V(G) est un monoide avec V(G) = R(1 —e) (en

monoides multiplicatifs), et G = To(R(1—e)). En particulier, G est isomorphe
au graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif avec identité.

Preuve

(1) S’il existe € V(G) tel que we # e alors soit a € V(G) tel que la distance de
a & e dans G est deux. Choisissons b € V(G) tel que a € N(b) et b € N(e).
Alors ae = a(be) = (ab)e = ee = e, ce qui contredit que la distance de a
a e est supérieure & un. Cela prouve ze = e pour tout x € V(G), et "en
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particulier" on a la déclaration qui suit. Par conséquent, si a,b € V(G) alors
(ab)e = a(be) = ae = e, ce qui montre que ab € V(G). Ainsi, V(G) est un
semi-groupe avec un zéro ¢lément e.

(2) Soit ¢ : V(G) — anng(e) définie par ¢(x) = = — e. 1l résulte de (1) que
(r —e)e = ze — e = ¢ — e = 0. Par conséquent,  — e € anng(e), donc
¢ est bien défini. Si ¢(z) = ¢(y) pour un certain z,y € V(G) alors z =
r—e+e=o¢(x)+e=¢(y)+e=y—e+e=y. Cela prouve que ¢ est injectif.
Pour montrer qu'il est surjectif, soit z € anng(e). Alors (z +e)e = € = e.
Ainsi, v +e € V(G) , et ¢(z +e) = x + e —e = x .Pour prouver que
¢ est un homomorphisme, soit z,y € V(G). Notez que ¢(zy) = zy — e =
ry—e—e+e=uay—ze—ye+et = (v—e)y—e) = ¢(x)p(y). Par
conséquent, V(G) = anng(e).

(3) Notons que G = I'.(V(G)) est trivial. Aussi, il résulte de (2) que le semi-
groupes V(G) et anng(e) est isomorphe & un graphe zéro diviseur. Mais e
et 0 sont des zéro éléments respectivement de V(G) et anng(e), , et donc
[.(V(G)) = Ty(anng(e)). La déclaration " en particulier " tient puisque
anng(e) est un anneau commutatif.

(4) Supposons que R a une identité. L’égalité le = e implique que 1 € V(G),
donc V(G) est un monoide par (1). En fait, (2) et (3) avec le lemme 5.2.4
impliquent V(G) =2 R(1 —e) et G = T'g(R(1 — ¢)). L’énoncé "en particulier"
est vrai puisque R(1 — e) est un anneau commutatif d’élément identité 1 — e.

O

Une caractérisation des graphes d’idempotents de division qui sont isomorphes
aux graphes zéro diviseur est maintenant disponible.

Corollaire 5.2.1 Si e est un élément idempotent d’un anneau commutatif R alors
I(R) est isomorphe G un graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif si et seule-
ment si I'.(R) est conneze.

" " "

Preuve L’instruction "seulement si " est triviale, et l'instruction " si " est
vérifiée par la proposition 5.2.5(3). O

Notez que le semi-groupe V(G) dans la proposition 5.2.5 n’a pas besoin d’étre
un anneau (par exemple, si e = (1,0) € Z3 puisque e, (1,1) € V(T (Z3)) avec
e(1,1) = e, mais e+ (1,1)V(I'(Z2))). Aussi, si G est une composante de T'.(R) avec
e € V(G) alors V(G) n'est pas un semi-groupe (car si x € V(G) alors il existe
y € V(G) tel que zy = e ¢ V(G)). Néanmoins, la proposition suivante étend la
proposition 5.2.5(1).

Proposition 5.2.5 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R, et
supposons que G est la composante de I'.(R) qui contient e. Alors le semi-groupe
V(G) agit sur l’ensemble V(H) pour chaque composante H de I'.(G).

Preuve Soit g € V(G) et h € V(H). Si z € R tel que hx = e alors z € V(H)
et (gh)r = g(hx) = ge = e, ou la derniére égalité est vérifiée par la proposition
5.2.5(1). Par conséquent, gh € V(H). O
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5.3 La structure de I'.(R)

Les résultats de cette section examinent les structures des composantes géné-
rales des graphes d’idempotents de division des anneaux commutatifs. En particulier,
des conditions sont prévues dans lesquelles un composant d’un graphe d’idempotent
de division est isomorphe a un graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif. Notez
que la proposition 5.2.5(3) et (4) sont immédiatement récupérés de I'énoncé (1) du
théoréme suivant (voir corollaire 5.3.2).

Théoréme 5.3.1 Soit ¢ un élément idempotent d’un anneau commutatif R. St G
est une composante de I'.(R) alors on a les assertions suivantes :

(1) x* = e pour un certain x € V(G) si et seulement si G = T'o(anng(e)). Dans
ce cas, (ye)z = e pour tout y,z € V(G).

(2) x* = e pour tout x € V(Q) si et seulement si G = Ky x I'§(anng(e)).En
particulier, si * = e pour un certain x € V(G) alors G est isomorphe & un
graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif.

Preuve

Si anng(e) = {0} alors ['g(anng(e)) = K1 2 Ky = Ky x I'j(anng(e)). Pour le cas
ot l[anng(e)| > 1, il est clair que I'égalité Npjannge)) \ 10} = V(To(anng(e))) \
{0} détient, tandis que (o, z) € Np,xrs((a,y)) pour tout a € V(Ky) et z,y €
V(I'§(anng(e)). Ceci montre que I'(anng(e)) 2 Ky x I'§(anng(e)). Par conséquent,
il suffit de vérifier simplement les parties " seulement si " de (1) et (2).

Rappelons que R = Re x anng(e) via Papplication r — (re,r — re). Sous cette ap-
plication, notez que e — (e, 0). Par conséquent, sans perte de généralité, supposons
que G est une composante de I'( g)(Re X anng(e)).

Soit z = (a,b) € V(G) tel que 2> = (¢,0). Alors a™! = a dans Panneau Re, donc
(¢,d) € V(G) est adjacent & x si et seulement si ¢ = a, et d # b avec bd = 0.
Etant donné tout v € V (@), puisque G est connexe,le méme argument peut étre
réitérée pour montrer que v € {a} x anng(e). Par conséquence, V(G) C {a} x
anng(e).Mais (a,0)t = (e,0) pour tout ¢t € {a} x anng(e) (de sorte que tout élément
de {a} x anng(e) appartient a la méme composante de I'.(R)), et il s’ensuit que
V(G) = {a} x anng(e). Par conséquent, 'application ¥ : G — T'.(anng(e)) donné
par ¥((a,r)) = r est une bijection bien définie, et il est simple de vérifier qu’il s’agit
d'un isomorphisme des graphes.

Le deuxiéme énoncé de (1) est maintenant clair puisque si y,z € V(G) = {a} x
anng(e) alors (y(e,0))z = (ae,0)z = (a,0)z = (e, 0) (ou la seconde égalité est vérifiée
puisque a € Re). Pour prouver (2), supposons que 22 = (e,0) pour tout x € V(G),
et soit (a,b), (c,d) € V(G) tels que (a,b)(c,d) = (e,0). Puis (a,0)(c,0) = (e,0), et
les égalités (a,0)(c,d) = (e,0) = (a,b)(c,0) montrent que (a,0),(c,0) € V(G).Par
conséquent, 'hypothése implique a # c. En particulier, |[V(G)| > 2.

Puisque a~! = ¢ dans Re, un sommet (r,s) de G est adjacent a (a,b) (respective-

ment, (c¢,d)) dans G si et seulement si r = ¢ (respectivement, r = a), et sb = 0
(respectivement, sd = 0). Etant donné tout v € V(G), puisque G est connexe,le
méme argument peut étre itéré pour montrer que v € {a, c} X anng(e). Aussi, pour
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tout t € {a,c} x anng(e),soit (a,0)t = (e,0) ou (¢,0)t = (e,0), et il s’ensuit que
V(G) = {a,c} x anng(e). Ainsi, en fixant V( ) {a,c}, il est simple de vérifier

que Papplication identité I : G — Ky x I'j(anng(e )) est un isomorphisme des
graphes.
"En particulier" il est clair puisque anng(e) est un anneau commutatif. O

Le corollaire suivant fournit [’analogue du théoréme 5.3.1 pour un anneau R
avec identité. Dans ce cas, les conditions concernant x* pour v € V(G) peuvent étre
remplacées par des conditions sur lensemble "plus petit” U(R) NV (G).

Corollaire 5.3.1 Soit E un élément idempotent d’un anneau commutatif R avec
identité. Si G est une composante de I'.(R) alors on a les assertions suivantes :

(1) Les assertions suivantes sont équivalents :
(i) 22 = e pour un certain x € V(G).
(ii) w = u™t pour un certain u € U(R) N V(G).
(111)G = To(R(1 —e€)).
(2) Les assertions suivantes sont équivalents :
(i) x* # e pour tout v € V(Q).
(ii)u # u™t pour tout u € U(R) NV(G).
(117) G 22 Ky x T5(R(1 — e)).
En particulier, si l'une des affirmations de (1) est vérifiée, alors G est isomorphe
un graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif avec identité.
Preuve

(1) et (2) sont claire a partir du théoréme 5.3.1 et du lemme 5.2.4 que (i) et (iii) sont
équivalents.De plus, si u = u™! pour un certain u € U(R) N V(G) alors (ue)? = e,
et ue € V(G) d’aprés la proposition 5.2.7 .Ceci vérifie que (ii) implique (i) dans (1),
et (i) implique (ii) dans (2).

Supposons que z? = e pour un certain x € V(G). Alors ze € V(G) d’apres la

proposition 5.2.7, et donc I'égalité (ze + (1 — e))ze = e implique que ze + (1 —e) €
V(G). De plus, (re+ (1 —¢))? = 1, c’est-a-dire ze + (1 —¢e) = (ze + (1 —¢))7L. Cela
montre que (i) implique (ii) dans (1), et (ii) implique (i) dans (2).

L’énoncé "en particulier" est clair puisque R(1 — e) est un anneau commutatif avec
élément d’identité 1 — e. U

Le corollaire suivant généralise le fait que le graphe zéro diviseur d’un anneau
R est fini si et seulement si R est fini.

Corollaire 5.3.2 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1) 1l existe une composante de U'.(R) qui est fini.
2) Toute composante de I'.(R) est fini.
3) anng(e) est fini.
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En particulier, si R a une identité alors ces affirmations sont vraies si et
seulement si R(1 — e) est fini.

Preuve Les énoncés (1), (2) et (3) sont équivalents par le théoréme 5.3.1
puisque ['g(annR(e)) est fini si et seulement si Ky x I'j(annR(e)) est fini, si et
seulement si anng(e) est fini. L’énoncé "en particulier” tient de méme par le corol-
laire 5.3.2. U

Les conditions du corollaire 5.3.3 n’impliquent pas que T'.(R) est fini (par
exemple, I'1(Q) est infini méme si anng(1) = {0} est fini), mais le résultat suivant
compléte la caractérisation fini I.(R) dans le cas ot R a une identité en imposant la
condition supplémentaire " U(R) est fini ". Notons que Uhypothése " avec identité "
ne peut pas étre supprimée, méme si la condition " U(R) est fini " est renforcée en
"R\Z(R) est finie " (par exemple, si R=Q x {0,2} CQ x Zy ete=(1,0) € R
alors anng(e) = {(0,0),(0,2)} est fini et R\Z(R) = @ ,mais (z,0) € V(I'.(R))
pour tout x € Q\{0}).

Corollaire 5.3.3 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R avec
identité. Alors I'o(R) est fini si et seulement si R(1 —e) est fini et U(R) est fini.

Preuve [L’énoncé "seulement si" est clair par le corollaire 5.3.2 et la partie
"U(R) C V(T'.(R)) " de la Proposition 5.2.3. L’énoncé "si" découle du corollaire
5.3.2 puisque " U(R) N V(G) # @ pour chaque composante G" de la proposition
5.2.3 implique que I'.(R) n’a qu'un nombre fini des composantes. 0

Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R, et soit x € V(I.(R))
tel que x® = e.Par le corollaire 5.3.2, si R a une identité alors la composante de
I'.(R) contenant x est isomorphe a un graphe zéro diviseur d’un anneau commutatif
qui a une identité. Cependant, il est clair que linverse n’a pas besoin d’exister(par
exemple, posez x = ¢ = 0 el notez que I'.(2Z) est isomorphe au graphe zéro divi-
seur I'g(Z)). De plus, Uinverse de l’énoncé "en particulier" du théoréme 5.5.1 peut
échouer. Par exemple, sir € Q\{0, 1, —1} et G est la composante de T'1(Q) contient
r alors 2 # 1 pour tout x € V(G) mais G = Ky = Ty(Zy).D autre part, le résultat
suivant montre que des exemples comme celui-ci sont les seuls contres exemples, et
il caractérise les composantes des graphes d’idempotents de division qui sont iso-
morphes a des graphes zéro diviseur des anneaux commutatifs.

Corollaire 5.3.4 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Si G
est une composante de T'.(R) tel que G 2 Ky alors G est isomorphe au graphe zéro
diviseur d’un anneau commutatif si et seulement si x> = e pour un certain v € V(G).
Preuve L’énoncé "si" est vérifié par le théoréme 5.3.1. Pour vérifier I'inverse, sup-
posons que 2 = e pour chaque z € V(G). Alors G = Ky x I'j(anng(e)) par le
théoréme 5.3.1. Par conséquent, |annR(e)| > 2 puisque G 2 K .

Soit V(K3) = {a,b}, et choisissons 0 # y € anng(e). Si x € V(K3 x [§(anng(e)))
alors soit (a,y) ¢ N(z) ou (b,y) ¢ N(z). De plus, (a,y) n’est pas adjacent a (a,0),
et (b,y) n’est pas adjacent a (b,0). Ca suit que pour tout v € V(G) il existe
w € V(GN\{v} tel que v ¢ Ng(w). Cependant, 0 est adjacent & chaque autre
sommet dans un graphe zéro diviseur , et donc G n’est pas isomorphe a un graphe
zéro diviseur. U

46



Théoréme 5.3.2 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. St G
est une composante de T'.(R) alors G = Ty(anng(e)) si el seulement si (re)? = e
pour tout v € V(G).

Preuve Sir € V(G) puis re € V(G) par la proposition 5.2.7. Par conséquent, la
déclaration "si " tient par le premier énoncé du théoréme 5.3.1(1). Inversement, si
G = Ty(anng(e))etr € V(Q) alors (re)? = e par la deuxiéme assertion du théoréme
5.3.1(1). 0

Corollaire 5.3.5 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Alors
G = H pour toutes les composantes G et H de T'.(R) si el seulement si (re)*> = e
pour tout r € V(I'.(R)). Dans ce cas, G = T'g(ann,(e))) pour chaque composante G
de I'.(R).

Preuve L’instruction "si" et la derniére assertion sont des conséquences im-
médiates du théoréme 5.3.6. Inversement,si G = H pour toutes les composantes
G et H de T'.(R) alors il résulte de la proposition 5.2.5(3) et '’hypothése que
G = TI'g(anng(e)) pour toute composante G de I'.(R). Par conséquent, le résultat

Mot

est obtenu par le Théoréme 5.3.6. 0
(a)Gh (b)Go
(2,0) (3,0)
()Gs
(0,0)
(om@

()T (0,0y({0} x Zs)

(a,(0,0)) (,(0,0))

<m<am<o ) (@0 @®2) (@ @3) @)

(d)K2 X Tty o ({0} x Zs)

47



Figure 1. F(1,0)(Z§) = Gl U G2 U Gg, Gl = GQ = F(QQ)({O} X Z5)),
et
Gg = K2 X F(Qo)({O} X Z5))

Corollaire 5.3.6 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R avec
identité. Si G est une composante de I'.(R) alors G 2 To(R(1 — e)) si et seulement
si (ue)* = e pour tout u € U(R) N V(G). En particulier, G = H pour toutes les
composantes G et H de To(R) si et seulement si (ue)? = e pour tout u € U(R).
Preuve La partie "seulement si " de la premiére instruction suit immédiatement
le lemme 5.2.4 et le théoréme 5.3.6 .Inversement, soit G une composante de I'.(R), et
supposons que (ue)? = e pour tout u € U(R)NV(G) .Notons que U(R)NV(G) # @
d’apres la proposition 5.2.3, soit v € U(R)NV (G). L’hypothése implique que (ue)? =
e, et ue € V(G) est vérifié par la proposition 5.2.7. Par conséquent, G = I'o(R(1—e))
par le Corollaire 5.3.2.

La partie "si" de l'instruction " en particulier " découle immédiatement de la
premiére affirmation. Mais U(R) C V(I'.(R)) par la proposition 5.2.3, donc la partie
" seulement si " suit le corollaire 5.3.7. U

"

Exemple 5.3.1 R =Z2 et e = (1,0) alors T(R) = G; UGy UGs , ot G1,Gy et
G5 sont les composants donnés dans la figure 1 (a), (b) et (c). Corollaire 5.3.2(1)
implique que G = G2 = T'0({0} x Zs) = K4 puisque (1,0) € V(G1) avec
(1,0)> = e et (4,0) € V(Gy) avec (4,0)? = e (voir figure 1(d)).De plus, (2,0) €
V(G3) avee ((2,0)e)* = (4,0) = e, donc le théoreme 5.3.6 et le corollaire 5.3.2
donnent G3 = Ky x T§({0} x Z5) (voir figure 1(e)).

5.4 Connexité et anneaux de quotient total

Deux résultats bien connus de la théorie des graphes des diviseurs de zéro
sont considérés pour les graphes d’idempotents de division dans cette section. Pre-
miérement, il est clair que les graphes des diviseurs de zéro I'g(R) sont connexes
(pour tout sommet non nul adjacent a zéro). Deuxiémement, il est bien connu que si
R a une identité alors ['(R) = I'(T'(R)). Une condition suffisant pour que I'.(R) soit
connexe (en particulier, par le corollaire 5.2.6, pour que I'.(R) soit isomorphe & un
graphe de diviseur de zéro d’un anneau commutatif) est fourni dans le premier théo-
réme (cf.Exemple 5.5.6 et Théoréme 5.5.7), puis le reste est consacré a I'extension
du résultat sur les anneaux de quotient total.

Théoréme 5.4.1 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. Si Re
est un anneau booléen alors U'.(R) est conneze.

Preuve Soit G une composante de I'.(R). Puisque G est choisi arbitrairement,
pour prouver que I'.(R) est connexe(c’est-a-dire pour montrer que I'.(R) = G), il
suffit de vérifier que e € V(G).

Soit z € V(G), et choisissons y € R tel que zy = e. Les égalités r%e = (ze)? = we
sont vraies puisque Re est un anneau booléen. Par conséquent, ¢ — ze = e — xee =
e—x(zy)e =e— (2%e)y = e —xey = ¢ — (xy)e = ¢ — ee = ¢ — e = (. Autrement dit,
zre = e, et donc e € V(G). O
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Observez que la réciproque du théoreme 5.4.1 peut échouer. Par exemple, si
R = 7Zs[X] alorsT'1(R) = K est connexe, mais R1 = R n’est pas un anneau booléen.
D’autre part, le théoreme 5.5.7 montre que l'inverse est vrai st R est régulier de von
Neumann.

Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. SiT.(T(R)) est conneze
alors la Proposition 5.2.5(1) implique que xe = e pour tout x € V(I .(T(R))). Mais
il est clair que V(I (R)) C V(T'(T(R))), donc xe = e pour tout x € V(I'o(R)). Ceci
vérifie 'observation suivante.

Lemme 5.4.1 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R. SiT.(T(R))
est connexe alors I'.(R) est conneze.

La réciproque du lemme 5.4.2 peut étre échouer. Par exemple, soit R = Zs[X]. Alors
I''(R) = K, est connexe, mais 't (T(R)) = I'(Za(X)) est l'union disjointe de K, et
de nombreuses copies de K, .

Soit R un anneau commutatif avec identité. Pour tout a € R, définissons [a]p =
{r € Rlanng(r) = anng(a)}. La prewve de [[8], théoréeme 2.2] montre que |[a]
R | = |la] T(R) | pour tout a € Z(R) \{0}, mais il peut étre facilement raf-
finé (en un argument plus simple) pour montrer que |R\ Z(R)| = |U(T(R))| (en
particulier,|[1|g| = [[1]T(R)| pour R avec identité).

Lemme 5.4.2 Si R est un anneau commutatif alors |R\ Z(R)| = |U(T(R))|.
Preuve L’inclusion R\ Z(R) C U(T(R)) est claire, il suffit donc de montrer
|U(T(R))] < |R\ Z(R)|-Supposons que R\ Z(R) soit fini. Si a/b € U(T(R))
(a,b € R\ Z(R)), alors ab® € R\ Z(R) pour tout i € N.Il existe donc 7,5 € N
avec 1 < j tel que ab’ = al’ . Par conséquent, a/b = ab’~'/b = ab’~"! € R, et il
s’ensuit que R\ Z(R) = U(T(R)).

Supposons que R\ Z(R) est infini. L’application (R Z(R)) x (R Z(R))
U(T(R)) définie par (a,r) — a/r est clairement surjectif, et donc |U(T(R))]
|RZ(R)]? =R\ Z(R)|.

Pour le reste de cette section, R est un anneau commutatif avec identité. Puisque
I(R) = I(T(R)), il découle du lemme 5.4.3 que To(R) = T'o(T(R)) (en effet,
lunion de tout isomorphisme de graphe I'(R) — I'(T(R)) avec une bijection entre
(R\Z(R))U{0} et U(T(R))U{0} telle que 0 — 0 est un isomorphisme des graphes
Fo(R) — To(T'(R))). En fait, la preuve de [[8], Théoréme 2.2] fournit un isomor-
phisme des graphes I'(R) — T'(T(R)) dont la restriction a [a|r est une bijection
lalr — lalrry pour tout a € Z(R) \ {0}. en particulier, lisomorphisme respecte
les " cycles”, et il s’ensuit que I'§(R) = I'§(T(R)). Ces observations sont consignés
dans la proposition suivante.

OIA 4

~Y

Proposition 5.4.1 Si R est un anneau commutatif avec identité alors I'o(R) =
Po(T(R)) et T5(R) = T5(T(R)).

Remarque 5.4.1 Notez que T'(Re) = T(R)e est valable pour tout élément
idempotent e d’un anneau commutatif R avec identité. (Ceci peut étre échouer
si e n'est pas un idempotent ; par exemple, si R = Z[X,Y]/(XY,Y? ) alors
T(RX) =2 T(ZX|X) =2 Q(X), mais 1 ¢ T(R)X puisque X € Z(R).) Pour
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montrer cela, soit re/(se) € T(Re) (r,s € R avec se € Re \ Z(Re)). Si
x € R avec z(se +1 —e) = 0 alors (xze)(se) = ze(se + 1 —¢€) = 0, ce qui
implique ve = 0.Donc,x = x(se +1 —e) = 0, et ainsi se + 1 — eR\ Z(R).
Donc,re/(se) = (r/(se+1—e))e € T(R)e.
Pour Uinclusion inverse, soit (r/s)e € T(R)e (r € R et s € R Z(R)). Si
ze € Re(x € R) avec (ze)(se) = 0 alors xe = 0 puisque (ze)s = (ze)(se) = 0.
Ainsi, se € Re Z(Re), et donc (r/s)e = (re)/(se)T(Re). Par conséquent,
T(Re) = T(R)e.
L’observation de la remarque précédente est utilisée librement (par rapport o l’élé-
ment idempotent 1 —e) dans la preuve du résultat suivant, qui généralise [[8], Théo-
réeme 2.2).

Théoréme 5.4.2 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R avec

identité, et soit v € V(I'.(R)).Si Gg est la composante de T'.(R) contient v, et

Gr(r) est la composante de I'.(T'(R)) contient v, alors Gr = Gr(g) -

Preuve
On observe d’abord que 22 = e pour un certain x € V(GR) si et seulement
si y? = e pour un certain y € V(Gr(g).La partie " seulement si " de cette
déclaration tient de maniére trivial en définissant y = z. A l'inverse, notez
que ve € V(Ggr) C V(Gr(ry) d’aprés la proposition 5.2.7. Ainsi, si y* = e
pour un certain y € V(GT(R)) alors (ve)? = e par la deuxiéme assertion du
théoréme 5.3.1(1), et affirmation suit en fixant x = ve.
Si 2% = e pour un certain z € V(Gp ) alors G 2 Ty(R(1—e¢)) = To(T(R(1—
e))) = Io(T(R)(1 —e)) = Gr(r) , ou la premiére et la derniére congruences
sont vérifiées par le théoréme 5.3.1 et la deuxiéme congruence est vérifiée par
la Proposition 5.4.4. De méme, si 22 = e pour tout x € V(Gg) alors Gp =
Ko x T5(R(1 — €)) = Ky x T(T(R(1 - €))) = Ky x T5(T(R)(1 — ) = G
. 0

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du lemme 5.4.2 et du théo-
reme 5.4.6, et cela généralise la premiére assertion de la proposition 5.4.4.

Corollaire 5.4.1 Soit e un élément idempotent d’un anneau commutatif R avec
identité. Si T.(T(R)) est connexe alors I'.(R) = T'.(T(R)).

5.5 Anneaux régulier de von Neumann

Les résultats des sections ci-dessus sont maintenant appliqués pour fournir
certaines propriétés des graphes des idempotents de division d’anneaux booléens,
ainsi que des anneaux réguliers de von Neumann plus généraux. Le résultat suivant
spécialise la proposition 5.2.5 en montrant que G peut étre remplacé par I'.(R) si R
est booléen.

Théoréme 5.5.1 Siz est un élément d’un anneau booléen R alors I'(R) est conneze
et V(I'z(R)) = {a € Rlax = z}. En particulier, I',(R) est isomorphe au graphe zéro
diwviseur d’un anneau booléen.

Preuve Notez que I',(R) est connexepar le théoréme 5.4.1, et donc V(I',(R)) =
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{aR|ax = x} tient par la proposition 5.2.5(1). Puisque anng(x) est un anneau boo-
léen, I’énoncé "en particulier" suit par Proposition 5.2.5(3). O

Le corollaire suivant est vérifié par le théoreme 5.5.1 et la proposition 5.2.5(4)
ainsi si un anneau booléen R a une identité alors R(1 — e) est un anneau booléen
d’identité 1 — e.

Corollaire 5.5.1 St x est un élément de 'anneau booléen R avec identité alors
['.(R) est isomorphe au graphe zéro diviseur d’un anneau booléen avec identité.

La proposition suivante caractérise la structure algébrique du semi-groupe V(I (R))
lorsque R est un anneau booléen fini. Rappelons qu’un anneau fini R est un anneau
booléen si et seulement s’il est isomorphe a 75 01 k est le nombre d’idéauz premiers
distincts de R (par exemple, voir [[9], théoréme 8.7)).

Proposition 5.5.1 Six est un élément d’un anneau booléen fini R alors anng(x) =
70 lamn v (@1 omme monoide multiplicatif ). En particulier, V(I y(R)) = Zko2lommr (@)l
(sous forme de monoide multiplicatif ).
Preuve Notez que anng(z) est un anneau booléen fini, donc anng(r) = Z5 pour
un certain k € N. Mais 2% = |ZE| = |anng(z)| = 2l°92lomm=@)] - ce qui implique que
k = logs|lanng(x)|. Ainsi, anng(z) = Zl;gﬂamR(x)‘.

L’énoncé "en particulier" tient par le premier énoncé avec le théoréme 5.5.1 et
la Proposition 5.2.5(2). O

Notez que le monoide V(I (R)) dans la proposition 5.5.3 n’a pas besoin d’étre un
anneaw (par exemple, voir Uexemple donné dans les commentaires antérieurs a la
proposition 5.2.7). Le corollaire suivant caractérise les graphes d’idempotents de
division des anneaux booléens finis.

Corollaire 5.5.2 Si x est un élément d’un anneau booléen fini R alors I';(R) =

FO(Zl2092\annR(l‘) ).

Preuve Le graphe I',(R) est connexe par le théoréme 5.1, donc le résultat suit

immédiatement la proposition 5.3 et le théoréme 3.1(1). O
L’ezemple suivant illustre le corollaire 5.5.4.

Exemple 5.5.1

Soit R="73 . Siz = (1,1,0) alors notez que logg(\annR( )
log2(2) = 1 donc, par le corollaire 5.5.4, T'1,1,0)(R) = To(Zy
Sixz = (1,0,0) alors logs(|anng(x)|) = log2(|{(0,0,0), (0,1,0
logs(4) = 2 donc, d’aprés le corollaire 5.5.4, I'qg0)(R) =T
2(c) et (d)).

Le reste de cette section est consacré auz anneaus réquliers de von Neumann
plus généraux. Le suivant exemple motive le théoreme 5.5.7, ce qui montre que la

D l092<|{(07070)7(07071)}‘) =
) (voir figure 2(a) et (b)).
)7(07071>’(07171)}|) =
(

0,0)(Z3) (voir la figure
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réciproque du théoreme 5.4.1 est vraie si R est régulier au sens de von Neumann.

Exemple 5.5.2 Soit R = Zs X Z3 . Alors R est régulier au sens de von Neumann
avec I'g1)(R) = Ky U Ky (c’est Uunion disjointe des graphes avec les ensembles des
sommets {(0,1),(1,1)} et {(0,2), (1,2)}, respectivement) et I'(1 oy (R) = K, 2(c’est le
graphe avec ’ensemble des sommets {(1,0),(1,1),(1,2)}). Notons que R(0,1) = Zj
, tandis que R(1,0) = Zy est un anneau booléen.

(1,1,0) (1,1,1) 0 1
(a)Fu,l,o)(ZS) (b)r(o)(ze)
(1,0,1) 0,1)

1,0,0) (1,1,1) (0,0) (1,1)
(1,1,0) (1,0)
(C)F(l,o,o)(Zg) (d)F(070)(Z§)

Figure 2. Les graphes I 10)(Z3) et I'(1,0,0)(Z3) sont isomorphes & T'o(Z,) et
L (0,0)(Z3), respectivement.

Théoréme 5.5.2 Soit e un élément idempotent d’un anneau régulier de von Neu-
mann commutatif R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) T.(R) est conneze.

(2) Te(R) est isomorphe au graphe zéro diviseur d’un anneau régulier de von
Neumann commutatif.

(3) Re est un anneau booléen.
Preuve

Rappelons que tout idéal I d’un anneau régulier de von Neumann R est régulier de
von Neumann (par exemple, si z € I,d’ou disons x = xyx pour un certain y € R,
alors yry € I et x(yzy)r = (xyx)yr = xyr = z). En particulier, anng(e) est un
anneau régulier de von Neumann, et donc 'équivalence de (1) et (2) tient par le
méme raisonnement utilisé pour établir le corollaire 5.2.6 .

Notons que (3) implique (1) par le théoréme 5.4.1. Inversement, supposons que Re

n’est pas un anneau booléen. Soit r € R tel que (re)? # re, et choisir s € R tel que
2

r=rs.

Puisque x = re + e — rse; alors xe = x. De plus, il est facile de vérifier que rse est
un idempotent, et donc re # rse. Ainsi, x # e.

Notez que re(rs2+e—rs) = (rse)®*+re—r’se = rse+re—re = rse, e(rs*+e—rs) =
rs’e+e—rse et rse(rs2+e—rs) = (rse)’s+rse—(rse)? = rses+rse—rse = rs’e.
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Il s’ensuit que z(rs® + e —rs) = rse + (rs’e + e — rse) — rs’e = e, ce qui montre
z € V(I.(R)). Cependant, xe = = = e, donc z n’appartient pas au méme compo-
sante que e par la proposition 5.2.5(1). Par conséquent, si Re n’est pas un anneau
booléen alors I'.(R) est non connexe, c¢’est-a-dire que (1) implique (3). O

Soit G un graphe. Une relation d’équivalence sur V(G) peut étre définie telle que la
classe d’équivalence a de a € V(G) est donné par a = {b € V(G)|Ng(a) = Ng(b)}.
Soit G le graphe avec ensemble des sommets V(G) = {ala € V(G)} tel que les
sommets a et b sont adjacents dans G si et seulement si a et b sont adjacents dans
G. Notons que si G = T'5(R) alors a = [a]g pour tout a € V(G) . Etant donné
deux graphes G et H sans sommets de degré 0, il est un exercice de routine pour
vérifier que Uapplication ¢ : G x H — G x H définie par ¥((z,y)) = (z,y) est
un isomorphisme. Pour plus de commodité, cette observation est consignée dans le
lemme suivant.

Lemme 5.5.1 Soient G et H des graphes sans sommets de degré 0. Alors G x H =
G x H.

Rappelons que si R est un anneau réqulier de von Neumann commutatif avec identité
alors T'(R) = T'(B) pour un anneau booléen B[[8], Proposition 4.5]. Ce résultat est
facilement étendu comme suit : Soit R un anneau régulier de von Neumann com-
mutatif (pas nécessairement avec identité), et soit B l'ensemble de tous les éléments
idempotents de R. Alors B est un anneau booléen avec multiplication héritée de R,
et addition des éléments e, f € B définis par e + f — 2ef. Si x € R, disons y € R
avec © = %y, alors vy € B, el anng(r) = anng(xy) (en effet, si r(zy) = 0 alors
re = rx*y = r(zy)r = 0). De plus, si e, f € B tel que anng(e) = anng(f) alors
les appartenances suivantes f —ef € anng(e) et e —ef € anng(f) impliquent que
e(e —ef) =0= f(f —ef), cest-a-dire e = ef = f. Ceci vérifie que lapplication
I5(B) — T§(R) donné par e — € est bijectif, et il est facile de voir que c’est un
isomorphisme des graphes. Notez que la congruence I'o(B) = T'o(R) suit immédia-
tement puisque nil(R) = {0}. Ces observations sont consignées dans la proposition
sutvante.

Proposition 5.5.2 Si R est un anneau régulier de von Neumann commutatif alors
il existe un anneau booléen B tel que I'y(R) = T'o(B) et T§(R) = ['§(B).

Le corollaire suivant généralise [[8], Proposition 4.5 aux composantes des graphes
d’idempotents de division des anneauz réguliers de von Neumann commutatifs.
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(a)G1 (0)G2 (c)G2

Figure 3. Les graphes G et G, sont isomorphes a Lo(Zy), et G est isomorphe &
K2 X F6<ZZ)

Corollaire 5.5.3 Soit e un élément idempotent d’un anneau régulier de von Neu-
mann commutatif R. Il existe un anneau booléen B tel que les assertions suivantes
sont vraies pour chaque composante G de T'.(R).

1) Si 2? = e pour un certain v € V(G) alors G = T'y(B).

2) Si x* # e pour tout © € V(G) alors G = Ky x T§(B).

Preuve Puisque anng(e) est un anneau régulier de von Neumann (comme
dans la preuve du théoréme 5.5.7), Proposition 5.5.9 montre qu’il existe un anneau
booléen B tel que I'g(anng(e)) = Iy(B). Ainsi, (1) suit par le théoréme 5.3.1(1).
De méme, puisque ni K ni I'j(anng(e)) ont des sommets de degré 0, (2) est vérifié
par le théoréme 5.3.1(2) et lemme 5.5.8 puisque Ky = Ky et I'§(anng(e)) = T'5(B).0

Cette section se termine par un exemple pour illustrer le corollaire 5.5.10.

Exemple 5.5.3 Considérons l'anneau R = Z2 et l’élément e = (1,0) € R discuté
dans lexemple 5.8.9(figure 1). Par le corollaire 5.5.10, G| = Gy = T'y(B) pour un
anneau booléen B. Dans ce cas, B = Zy (voir figure 3(a) et (b)), et donc le corollaire
5.5.10 implique G5 = Ky x T5(Zy) (voir figure 3(c)).
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