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Résumé

Dans ce travail, nous proposons des conceptions de la commande prédictive (MPC), qui
sont capables d’optimiser la performance en boucle fermée par rapport aux considérations
économiques générales pour une large classe de systèmes non linéaires.

Plus précisément, le MPC économique optimise une fonction de coût, qui est direc-
tement liée aux considérations économiques souhaitées et ne dépend pas nécessairement
d’un état d’équilibre, contrairement aux modèles conventionnels classiques.

Tout d’abord, nous commençons par les systèmes non linéaires avec un échantillon-
nage synchrone de mesures. Dans ce cas la commande prédictive (MPC) proposé est
conçu via des techniques basées sur une fonction de Lyapunov et possède deux modes de
fonctionnement différents.

Par la suite, nous appliquons ces résultats aux systèmes non linéaires soumis à des
mesures asynchrones et retardées.Sous l’hypothèse qu’il existe une borne supérieure sur
l’intervalle entre deux mesures asynchrones consécutives et une borne supérieure sur le
maximum des mesures

Toutes les conceptions (MPC) économiques proposées sont illustrées par un exemple
de procédé chimique.

les mots clés : Commande à horizon fini,MPC prédiction, Fonction coût, Fonction
de lyapunov, Systèmes non linéaires, Contraintes, procédé chimique.
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Abstract

In this work, we develop model predictive control (MPC) designs, which are capable of
optimizing closed-loop performance with respect to general economic considerations for a
broad class of nonlinear process systems.

Specifically, in the proposed designs, the economic MPC optimizes a cost function,
which is related directly to desired economic considerations and is not necessarily de-
pendent on a steady-state—unlike conventional MPC designs.

First, we consider nonlinear systems with synchronous measurement sampling and un-
certain variables. The proposed economic MPC is designed via Lyapunov based techniques
and has two different operation modes.

Subsequently, we extend the results to nonlinear systems subject to asynchronous and
delayed measurements and uncertain variables. Under the assumptions that there exist
an upper bound on the interval between two consecutive asynchronous measurements and
an upper bound on the maximum measurement delay.

All the proposed economic MPC designs are illustrated through a chemical process
example .

keywords : economic model predictive control, nonlinear process systems, synchronous
measurements, asynchronous and delayed measurements, uncertain variables
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Introduction générale
L’automatique est une science du contrôle des systèmes dynamiques. Les premiers exemples
de contrôle des systèmes remontent a l’antiquité, mais c’est principalement au XIXe siècle
que cette science se développe. Des systèmes de contrôle existent déjà, mais c’est en 1868
que James Clerk Maxwell publie le premier article mathématique sur la théorie du contrôle
[10]. L’apport de la machine à vapeur lors de la révolution industrielle a considérablement
accru le besoin de contrôle des machines et maintenant la théorie est largement répan-
due.Son utilisation se fait dans une variété de domaines très importante qui peut aller
des systèmes les plus simples, contrôle allumé/éteint, aux plus complexes, contrôle avec
algorithmes à variables multiples. Son objectif est d’automatiser le fonctionnement des
systèmes et d’en améliorer les performances c’est pourquoi elle est si intéressante pour
les scientifiques et pour les entreprises dans un marché concurrentiel. Dans ce contexte,
l’accent est mis sur le contrôleur à commande prédictive, en anglais "model predictive
control (MPC)", qui est souvent utilisé pour le contrôle de systèmes complexes tout en
permettant de satisfaire tout un lot de contraintes.

La méthode MPC a été inventée en 1978 par Jacques Richalet [11] et a été généralisée
par David W Clarke en 1987 [9], c’est une méthode légèrement plus complexe que la
méthode proportionnelle, intégrale, dérivée (PID) ou placement de pôles, mais très facile
à implémenter sur un ordinateur. En comparaison des méthodes PID ou placement de
pôles, cette méthode est plus robuste, élimine les décalages et n’est pas affectée par les
systèmes surparamétrés.

L’utilisation de cette méthode est préférable pour les systèmes à grande constante
de temps comme les procédés chimique qui ont une dynamique relativement lente. En
effet pour contrôler de manière précise le système, il faut que la constante de temps soit
grande devant le temps d’échantillonage de la commande prédictive. Cette méthode est
utilisée dans l’industrie depuis les années 1980 et est aujourd’hui très populaire, car elle
est relativement facile à comprendre et parce qu’elle est très efficace. Elle utilise un modèle
dynamique du système à contrôler et optimise la commande du système pour un horizon
de temps fini.

Ce mémoire est organisé de la façon suivante. Le chapitre 1 est consacré aux systèmes
dynamiques et leur commande. Le Chapitre 2 présente La notion de stabilité comme
étant une problématique centrale de la théorie du contrôle plus précisément il consacré a
stabilité au sens de Lyapunov. Les chapitre 3 et 4 abordent le sujet discutent la commande
a base de Lyapunov avec échantillonnage synchrone des mesures et la commande a base
de Lyapunov avec mesures asynchrones et retardées respectivement. Le chapitre 5 illustre
ce qui précède par un exemple de procédé chimique
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CHAPITRE

1

INTRODUCTION

Ce chapitre présente, après quelques généralités permettant de fixer les idées quand
aux systèmes dynamiques et à leur commande, ce qu’on entend par approches nu-
mériques. Un rapide tour d’horizon non exhaustif des approches significatives de
la littérature est réalisé. Tout d’abord,une techniques classiques est exposée : la
commande prédictive par modèle (Model Predictive Control, MPC) ou commande à
horizon fini.

Sommaire
1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.1 Notion de système dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.1.1 Espace d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.1.1.2 Notion de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.1.3 Loi d’évolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.2 Système dynamique général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.3 Systèmes dynamiques discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.1.4 Commande des systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Commande prédictive à horizon fuyant . . . . . . . . . . . . . 21
1.2.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.2.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1.1 Généralités

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il convient de rappeler quelques notions sur les
systèmes dynamiques et leur commande afin de cerner le domaine qui nous intéressera
par la suite. En particulier, il peut être intéressant de savoir ce qu’on entend par “système
dynamique”, car ce vocable recouvre un grand nombre de constructions mathématiques
liées mais différentes

1.1.1 Notion de système dynamique

La notion de système dynamique est profondément enracinée dans le monde phy-
sique qui nous entoure. Ainsi, tous les éléments de l’univers, des particules élémentaires
jusqu’aux aux planètes et aux étoiles, sont en évolution constante. Cette évolution se ca-
ractérise par un changement, au cours du temps, de l’état de l’objet considéré. Ici, l’état
est l’ensemble des informations qui caractérisent le système et permettent de prédire son
évolution. Par exemple, si on considère une balle en chute libre (Figure 2.1) dans un champ
de pesanteur uniforme, un élément évident de son état est sa hauteur par rapport au sol.
Cependant, cette information n’est pas suffisante. Pour pouvoir prédire sa position après
l’écoulement d’un certain temps, il est aussi nécessaire de connaître la vitesse à laquelle
elle se rapproche du sol, puisque sans cette information, on ne peut dire si elle est en
mouvement ou immobile par rapport à celui-ci. L’état de la balle est donc le couple de
valeurs (hauteur, vitesse). Cette information, qui est la mémoire du système, peut être
utilisée pour faire des prédictions sur ses valeurs futures : connaissant la hauteur et la
vitesse de la balle à un instant donné, on peut calculer sa nouvelle hauteur et sa nouvelle
vitesse à un autre instant ultérieur. Ce calcul définit la manière dont l’état évolue au
cours du temps : il s’agit de la loi d’évolution du système. Dans le cas de la balle, l’état
du système peut être calculé à des intervalles aussi petits que l’on veut, le temps est donc
une grandeur continue, et on parle de système dynamique continu.

L’exemple précédent fait partie des systèmes dynamiques déterministes, ou causaux.
En effet, la règle qui préside à leur évolution ne fournit qu’une prédiction unique pour
chaque combinaison d’état initial et d’instant considéré : pour une hauteur et une vitesse
donnée de la balle, son état après l’écoulement d’un laps de temps fixe sera toujours
identique.

Il existe d’autres systèmes dynamiques, dits stochastiques, pour lesquels cette hypo-
thèse n’est pas respectée. Il s’agit par exemple du système consistant au jet d’une pièce.
Son espace d’état est constitué des deux états qu’elle peut prendre, pile ; face, mais sa loi
d’évolution n’est pas déterministe : en partant d’un état donné, par exemple face, l’état
après le jet, et donc à l’instant suivant, est déterminé selon une loi de probabilité : il peut
donc être soit pile, soit face.

La notion de système dynamique est donc un formalisme qui permet de décrire de nom-
breux phénomènes partageant certaines caractéristiques communes, qu’il s’agisse d’objets
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Figure 1.1 – Un système dynamique continu : état d’une balle au cours de sa chute [6]

du monde réel, tels que les systèmes mécaniques, ou d’objets purement mathématiques.
ARROWSMITH [13] en donne la définition suivante : un système dynamique est une des-
cription mathématique des règles de dépendance temporelles d’un point dans son espace
d’évolution naturel, appelées lois d’évolution. La notion de point est ici très vaste : on
a vu précédemment que ce point représente l’état du système dynamique, et qu’il n’est
pas nécessairement un objet géométrique. Ainsi, dans le cas de la balle, il se situe dans
l’espace qui contient tous les couples (hauteur ; vitesse) possibles.L’ensemble dans lequel
ce point se déplace est appelé espace d’état, et chacune de ses composante est une variable
d’état.

Un système dynamique est donc un modèle formé par le regroupement de trois objets
différents :

— Un ensemble S de valeurs possibles pour l’état, l’espace d’état,

— Un ensemble d’instants T , le temps,

— une règle de prédiction ϕ de l’état du système en fonction de son état actuel et du
temps, la loi d’évolution.

1.1.1.1 Espace d’état

L’espace d’état est l’ensemble des coordonnées nécessaires à la description complète
d’un système. On note que les éventuels paramètres qui permettent de spécifier le modèle
du système, par exemple la masse d’un corps dans un système mécanique, ne font en
général pas partie de l’espace d’état, même s’ils peuvent être variables dans le temps.

Cet espace peut être discret et Il peut aussi être continu. Dans ce cas, on parle aussi
d’espace de phase, selon la terminologie due à Henri POINCARÉ. Dans cette catégorie
de systèmes dynamiques, les variables d’état peuvent évoluer continûment dans S. Ainsi,
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dans l’exemple de la balle, sa hauteur et sa vitesse sont des grandeurs qui peuvent prendre
n’importe quelles valeurs dans R, qui est infini et indénombrable.

1.1.1.2 Notion de temps

Tout comme l’espace d’état, le temps peut prendre des formes différentes si on le
considère comme discret ou continu. Dans tous les cas il s’agit d’une grandeur t ∈ T
dont l’évolution est monotone (en général croissante), permettant de définir une relation
d’ordre total dans son ensemble : cette relation d’ordre explicite la causalité inhérente à
la loi d’évolution. Plus formellement, T est un monoïde 1 totalement ordonné, muni de la
loi de combinaison interne notée + et de l’élément neutre noté 0.

Dans le cas discret, l’état du système n’est donné qu’après l’écoulement d’un certain
intervalle donné, mais pas nécessairement constant, de temps. En général, l’intervalle de
temps est normalisé tel que T = N, voire T = Z , chaque élément représentant un instant
ou une itération distincts.

Par contre, dans l’exemple de la balle le temps est considéré comme une grandeur
continue : T = I ⊆R . Il correspond alors à la notion intuitive et familière du temps, c’est
à dire un intervalle de R.

1.1.1.3 Loi d’évolution

Enfin, la loi d’évolution Φ est une fonction qui associe à chaque point x ∈ S, appelé
état initial, une image unique 2 dans S, en fonction de la variable t ∈ T , dite paramètre
d’évolution.

Formellement, on peut définir, dans le cadre général, la loi Φ comme suit :

Φ :D ⊆ I×S 7→ S.

Soit I l’ensemble de tous les temps pour lesquels Φ est définie pour un état initial donné
fixe :

I(x) = {t ∈ T : (t,x) ∈ D}

Alors Φ a les propriétés suivantes :

— A l’instant t0, on a pour tout x|t=t0 et t0 l’identité :

Φ(t0,x|t=t0) = x|t=t0 (1.1)

— De plus, elle respecte la propriété de groupe à un paramètre :

Φ(t2,Φ(t1,x|t=t0)) = Φ(t2,x|t=t0), ∀t0, t1, t2 ∈ I(x) (1.2)
1. un monoïde est un ensemble muni d’une loi de composition interne et d’un élément neutre unique

pour cette loi. Il se distingue du groupe car l’existence d’inverses n’est pas nécessaire.
2. Dans le cas des systèmes dynamiques déterministes.
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Si on considère un état initial constant, on note :

Φx(t) = Φ(t,x)

et si on considère un instant constant, on note :

Φt(x) = Φ(t,x)

Le cadre très général qui vient d’être décrit montre que la nature même de la loi d’évolution
caractérise entièrement le type de système dynamique considéré.

1.1.2 Système dynamique général

On peut déduire de ces deux exemples qu’un système dynamique différentiel général
est décrit par n équations différentielles du premier ordre en général non linéaires :

ẋ1(t) = f1(x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t), t)

ẋ2(t) = f2(x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t), t)
...

ẋn(t) = fn(x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t), t)

avec t ∈ T . Chaque variable d’entrée est issue d’un intervalle Ui ⊆ R, et on peut les
rassembler dans un vecteur u = [u1, . . . ,um]T qu’on appelle vecteur d’entrée du système,
qui prend valeur dans l’ensemble U = U1× ·· · × Um ⊆ Rm. De même, chaque variable
d’état est issue d’un intervalle Sj ⊆R et le vecteur d’état x = [x1, . . . ,xn]T est un élément
de S = S1×·· ·×Sn ⊆Rn . Pour simplifier les notations, on donne en général un système
dynamique sous la forme :

ẋ = f(x,u, t) (1.3)

On appelle cette relation équation d’état, ou, par abus de langage, équation d’évolution.
Il s’agit d’une fonction au moins définie et continue dans un domaine D :

f :D ⊂ S×U ×T 7→ Rn

On peut compléter le modèle (1.3) par une deuxième relation, la relation de sortie, qui
n’est pas une équation différentielle et qui donne un vecteur y ∈ Y ⊆ Rq dont chaque
composante est appelée sortie du système :

y = g(x,u, t)

Ces sorties peuvent par exemple représenter les variables mesurables du système, ou tout
autre combinaison de l’état présentant un intérêt particulier. En général on a q ≤ n , ce
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qui signifie qu’il est possible que toutes les variables d’état ne soient pas accessibles et
mesurables, amenant des difficultés pour la synthèse de lois de commande du système.

Dans la pratique, l’équation d’état de la plupart des systèmes ne dépend pas explicite-
ment du temps. Ce sont des systèmes stationnaires, qui n’en dépendent qu’implicitement
par l’entrée et qui s’écrivent :

 ẋ = f(x,u),f : S ×U 7→ Rn

y = g(x,u),g : S ×U 7→ Y
(1.4)

Cette forme est la plus générale possible, les fonctions f et g étant supposées non linéaires.
Comme on l’a vu précédemment, les solutions de ces systèmes différentiels forment la

loi d’évolution d’un système dynamique, fonction du temps t, de l’état initial x|t=t0 = x0

à l’instant t0, pour toute entrée admissible sous les conditions d’existence et d’unicité de
la solution. Comme le montrent par exemple TESCHL [1] ou PERKO [29], une de ces
conditions est que les entrées admissibles soient des fonctions {(α = t− t0) ∈ [0,+∞[: t≥
t0} 7→ U continues à droite par morceaux, qui ne dépendent donc pas de la date initiale
t0. Notons cette solution x(t,x0, t0,u(α)). Le choix de la date t0importe peu. En effet, si
on considère le système autonome x(t,x0, t0,0), alors un corollaire de 1.2 est que chaque
trajectoire est invariante par translation temporelle :

x(t,x0, t0,0) = x(t+ τ,x0, t0 + τ,0),∀t, τ

De plus, puisque par définition les fonctions d’entrée sont indépendantes de la date ini-
tiale, les trajectoires de l’état du système forcé sont elles aussi invariantes par translation
temporelle. Pour simplifier les notations, on peut donc poser t0 = 0 et la solution de 1.4
devient x(t,x0,u).

Portrait de phase Revenons à un système autonome en supposant que u(t) = 0,∀t.
La solution de 1.4 est alors un ensemble de trajectoires ϕx0(t) = x(t,x0,0) paramétrées
par l’état initial x0 qui sont en fait obtenues en intégrant le système différentiel sur le
plus grand intervalle possible de T . On les appelle aussi courbes intégrales maximales
du système, et leur union pour toutes les conditions initiales x0 ∈ S forme un portrait
de phase. L’intérêt du portrait de phase est qu’il permet d’identifier des classes de tra-
jectoires similaires et par conséquent de caractériser des comportements génériques du
système dynamique.

Champ de vecteurs : La fonction f du système différentiel 1.4 peut par conséquent
être perçue comme un champ de vecteurs qui associe à chaque état du système le vecteur
tangent à la trajectoire passant par cet état. Ce vecteur représente alors la “vitesse” de
l’état en ce point de l’espace de phase. En toute rigueur, ces vecteurs ne sont pas des
vecteurs de l’espace de phase : chacun fait partie d’un espace vectoriel tangent au point
x de S et notés Tx(S). L’espace image de la fonction f est donc formé de l’union T (S)
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de tous les espaces tangents à chaque point de S ⊆ Rn, appelé fibré tangent. Cependant,
en supposant S = Rn, ce qui est le plus souvent le cas, et qui le sera dans le systèmes
que nous étudierons par la suite, on peut également considérer que cet espace image est
Rn : en effet, Tx(Rn) = Rn, ce qui implique que T (Rn) = Rn. L’équivalence du système
différentiel et du champ de vecteurs sous-jacent prend tout son sens lorsqu’il s’agit d’ana-
lyser un portrait de phase, en particulier dans le cas des systèmes non linéaires [52]. En
effet, c’est ce champ de vecteurs qui caractérise les trajectoires de l’état, et nous verrons
par la suite que certaines techniques de commande reposent sur son analyse automatique
afin d’extraire de l’information utile quant au système à piloter.Cette analyse est toutefois
complexe, puisque les champs de vecteurs associés aux systèmes non linéaires sont souvent
extrêmement tortueux.

Points d’équilibre : Ce champ de vecteur laisse aussi apparaître des points particu-
liers de l’espace de phase. Il s’agit de points qui ont pour vecteur tangent le vecteur nul.
Cela signifie que ces points sont invariants pour tout t∈ T , ce sont des points d’équilibre.
Un état x̃ est un point d’équilibre pour le système autonome si :

f(x̃,u) = 0 ⇐⇒ x(t, x̃,u) = x̃ ∀t ∈ T

où 0 représente le vecteur nul de Rn. En d’autre termes, les points d’équilibre sont toutes
les solutions x̃ de l’équation

f(x,u) = 0

Points de fonctionnement :Ceci nous amène au concept de point de fonctionne-
ment. Un point de fonctionnement est une valeur désirée de l’état ou de la sortie, qui ne
correspond pas nécessairement à un point d’équilibre du système autonome. Il s’agit donc
d’étendre la notion de point d’équilibre au système piloté. Les points de fonctionnement
sont donc les couples de vecteurs d’état et d’entrée (x̃, ũ) tels que :

f(x̃, ũ) = 0

1.1.3 Systèmes dynamiques discrets

La totalité des systèmes dynamiques que nous allons rencontrer dans cet exposé sont
modélisés sous forme de systèmes dynamiques continus. Cependant, les machines utilisées
pour les piloter sont des ordinateurs, qui sont par essence des machines en temps discret.
Toutes les opérations qu’ils réalisent sont en effet synchronisées par un signal d’horloge,
et toute notion de temps est fonction de cette horloge. En d’autres termes, le temps est
quantifié selon un intervalle multiple de la période d’horloge. Cette quantification conduit
à ne considérer le système qu’à des intervalles donnés de temps δt ∈R et donc à des dates
t multiples de cet intervalle : t = kδt, k ∈ T En général, on considère T ⊆Z Dans le cas des
systèmes différentiels, la loi d’évolution était construite à partir d’une fonction, l’équation
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d’état, qui donnait la variation infinitésimale de l’état entre deux instants successifs aussi
proches que l’on veut. Par analogie, un système dynamique discret peut se définir à partir
d’une application de récurrence f au moins définie et continue par rapport à x sur un
domaine D qui, étant donné l’état à l’instant k, permet de calculer l’état à l’instant k +1
et qu’on appelle équation d’état discrète :

x(k +1) = f(x(k),k), f :D ⊆ S×T 7→ S

De même, nous considérons toujours les systèmes stationnaires, qui ne dépendent donc
pas du temps, mais sur lesquels une action externe peut être accomplie, en introduisant
un vecteur d’entrée u ∈ U . Dans ce cas, la relation de récurrence ne dépend plus de k que
implicitement au travers du signal d’entrée

u(k) : T 7→ U

Dans ce cas, l’équation de récurrence devient :

x(k +1) = f(x(k),u(k), f :D ⊆ S×T 7→ S

à laquelle on peut adjoindre une relation g : D 7→ Y de sortie qui donne, en fonction de
l’état et de l’entrée, un vecteur de sortie selon la même définition que dans le cas continu.
On peut alors écrire le système dynamique discret total sous la forme :

 xk+1 = f(xk,uk)
yk = g(xk,uk)

(1.5)

en notant x(k) = xk.

Figure 1.2 – Le monde physique vu de la machine [6]

Connaissant les trajectoires d’un système dynamique différentiel continu autonome, il
est toujours possible de passer à une représentation discrète, elle aussi autonome. Il suffit
pour cela de préciser un intervalle de temps δt ∈ R et d’écrire :

f(xk,0) = Φδt(xk,0)
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La difficulté réside dans la prise en compte de l’entrée. Dans la pratique, cette entrée est
le plus souvent calculée par un ordinateur qui est un système intrinsèquement discret. Ce
fait implique que l’image du système dynamique vue de l’ordinateur est échantillonnée.
En d’autres termes, la machine ne prend en compte le monde extérieur qu’à des instants
discrets séparés par un intervalle de temps arbitraire, et surtout, n’agit sur celui-ci qu’aux
mêmes instants discrets. Il y a une interface entre le monde chimique, continu, et le
calculateur, discret. Cette interface, comme l’illustre la figure 1.2, est matérialisée par
des échantillonneurs-bloqueurs, dont le rôle est de capturer dans un sens l’état à la date
kδt et dans l’autre sens de conserver constante, pendant un intervalle de longueur δt, la
valeur de l’entrée calculée par l’ordinateur. L’entrée est donc, lorsqu’elle provient d’un
ordinateur, elle même une fonction continue par morceaux, uniforme sur [kδt,(k + 1)δt[
∈R, ce qui reste compatible avec la définition des entrées admissibles telle que donnée dans
la section 1.1.2 Cependant, certaines conditions, en particulier quant à la fréquence et à la
quantification de l’échantillonnage, doivent être respectées sous peine de perdre une partie
du signal continu. Ces conditions, liées au théorème de NYQUIST-SHANNON, donnent
des limites acceptables de fréquence d’échantillonnage et d’immunité au bruit selon la
résolution des échantillons. Sans entrer dans les détails de la théorie de l’information et
du signal, qu’on peut trouver dans [5], il est essentiel d’y prendre garde si on veut espérer
pouvoir reconstruire fidèlement les fonctions x(t) à partir des xk.

1.1.4 Commande des systèmes dynamiques

Pour l’instant, les systèmes dynamiques différentiels que nous avons vus sont auto-
nomes.Nous avons considéré des systèmes sur lesquels il n’existait pas de moyen d’influer
volontairement de l’extérieur (cas de la balle).

La commande des systèmes dynamique regroupe l’ensemble des méthodes qui consistent
à influer sur le système dynamique pour obtenir un comportement différent de celui du
système autonome. On peut classer les problèmes de commande en trois grande catégo-
ries :

— Stabilisation : il s’agit de faire en sorte de garantir que les trajectoires résultantes
d’un état initial non identique à un point de fonctionnement fixé à priori, appelé
consigne, convergeront vers ce point de fonctionnement.

— Poursuite : il s’agit d’une généralisation du problème de stabilisation. Dans ce
cas, le but est de garantir que certaines sorties du système vont non plus converger
vers un point de fonctionnement fixe, mais être capable de suivre une trajectoire de
consigne variable dans le temps.

— Rejet de perturbation : certaines entrées du système peuvent ne pas être des
entrées de pilotage, mais des entrées de perturbation. Cela signifie qu’il est possible
que le monde extérieur agisse de manière non voulue sur le système. On pourrait par
exemple ajouter au système “balle” une entrée qui correspondrait au vent. Si le vent
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est non nul, alors sa trajectoire serait perturbée. Le rejet de perturbation consiste à
limiter les effets de telles entrées afin que le système y soit le moins sensible possible.

En règle générale, on peut rencontrer toute combinaison de ces trois problèmes. La com-
mande des systèmes dynamique est simplement la conception de moyens de modifier, au
travers de ses entrées, la trajectoire de l’état (et des sorties) d’un système dynamique
afin qu’elle réponde au problème posé. Le rôle d’un système de commande, aussi appelé
contrôleur ou régulateur selon les cas, est donc de construire, au cours du temps, une
suite d’actions u(t) qui changeront le comportement du système piloté au travers de ses
actionneurs, ce qui conduira à l’asservir.

On distingue deux grandes classes de contrôleurs : les contrôleurs en boucle ouverte
et les contrôleurs en boucle fermée ou par contre-réaction.

Les premiers (figure 1.3 (a)) calculent les actions en se basant simplement sur le temps,
leur propre état, un modèle du système à piloter et d’une consigne w donnant l’objectif
de contrôle. Le contrôleur ne dispose d’aucune information sur l’effet des actions calculées
sur le système piloté et si l’objectif de contrôle est atteint ou non. Il est donc incapable
de corriger les erreurs éventuelles qu’il commet, et ne peut compenser d’éventuelles per-
turbations.

Les seconds (figure 1.3 (b)) peuvent se diviser eux-même en deux catégories : les
commandes par retour de sortie, et les commandes par retour d’état. Dans ce dernier
cas, le contrôleur calcule les actions en se basant sur l’état courant du système piloté.
Puisqu’ils mesurent l’état du système, il leur est possible d’adapter les actions à réaliser
en fonction de leur résultat et de l’écart entre la consigne w et l’état x, ce qui permet
de construire des commandes qui, rejetant les perturbations externes, sont robustes aux
perturbations.

Figure 1.3 – Classes de contrôleurs. On distingue les contrôleurs en boucle ouverte (a)
et en boucle fermée (b) [6]

Puisqu’ils permettent de corriger les actions en fonction de leur résultat, cette deuxième
catégorie de contrôleurs est de loin la plus répandue. Cependant, dans la plupart des cas,
l’état complet du système n’est pas disponible, soit qu’on ne dispose pas de moyens
physiques de le mesurer, soit que l’ajout de capteurs pour certaines variable d’état est
impossible pour des raisons techniques ou économiques. Dans ce cas, on ne peut utiliser
directement une commande par retour d’état, et le contrôleur ne peut utiliser que la sortie
y et la consigne w pour calculer l’entrée. Les systèmes de commande les plus répandus,
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à savoir les contrôleurs de type proportionnel-intégral-dérivé [53] sont de ce type. Cepen-
dant, la plupart des techniques avancées de contrôle, et en particulier celles dont il sera
question plus loin, sont du type retour d’état. Pour qu’elles soient utilisable même en
l’absence d’une mesure complète de l’état, il faut être capable de l’estimer à partir de
la simple connaissance des sorties. Dans ce cas, on ajoute un observateur d’état (figure
1.4) dont le rôle est d’en fournir une estimation x̂ en fonction des entrées et des sorties.
Le régulateur utilise alors cette estimation pour calculer l’entrée à appliquer au système.
Formellement, un régulateur par retour d’état est une fonction telle que

u = γ(x,w)

et le système dynamique peut alors s’écrire

ẋ = f(x,γ(x,w))

dans le cas d’un retour d’état statique. La combinaison du système et de son contrôleur
forme un système dynamique autonome différent du système initial, non piloté. Le but
de la synthèse de commande est alors de trouver la fonction qui permet de répondre
au problème de contrôle. Il existe de très nombreuses méthodes, qui pour la plupart
s’attachent à trouver une expression algébrique de , ce qui est plus ou moins complexe en
fonction des non linéarités du système. On peut citer par exemple les commandes linaires
par placement de pôles [24], les commandes de type linéaire-quadratiques [8] , où encore
les approches non linéaires basées sur la théorie de LYAPUNOV [22].

Ces approches, classiques ou avancées, constituent ce qu’on peut appeler des méthodes
formelles. Elles sont basées sur la dérivation d’expressions algébriques pour , expressions
qui dépendent le plus souvent de manière forte de la forme du modèle du système.

Figure 1.4 – Régulateur par retour d’état reconstruit [6]

Une fois la commande synthétisée, il s’agit de la mettre en oeuvre. Il est parfois
possible de concevoir des systèmes de commande analogique continus, où la fonction γ

est donnée par un système externe au système à piloter de manière continue. On peut
par exemple donner l’exemple trivial de la stabilisation du niveau d’eau d’un réservoir
par pilotage d’une vanne par un flotteur, qui est un système de régulation dynamique,
ou l’usage d’amplificateurs différentiels intégrés pour construire des régulateurs de type
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proportionnel-intégral-dérivé (PID). Cependant, dans la plupart des cas, les systèmes de
commande sont réalisés sous forme numérique au moyens d’ordinateurs.

Puisque un ordinateur est un système discret, la valeur de la fonction γ n’est évaluée
qu’à des instants particuliers, et maintenue constante entre ces instants, conduisant à
une commande échantillonnée-bloquée. Puisque la plupart des approches classiques de
la commande fournissent des contrôleurs continus, cette implémentation requiert soit une
discrétisation du contrôleur, soit de choisir un pas d’échantillonnage δt suffisamment petit
pour pouvoir obtenir une bonne approximation de la commande continue. Entre deux pas,
le système piloté est essentiellement livré à lui-même, puisque le contrôleur ne peut changer
la commande. On a alors la même situation que dans le cadre de la commande en boucle
ouverte, ce qui peut conduire à des différences importantes à ce qui serait obtenu si on
pouvait implémenter la commande de manière continue.

Par définition, toute commande implémentée sur un calculateur est numérique. Quels
sont dans ces conditions les types de commandes qui nous intéressent ?

Il existe une autre classe d’approches, où la fonction γ ne peut être donnée explicite-
ment dans le cas général. En particulier, depuis le début des années 1960, l’automatique
moderne a suivi les progrès réalisés en commande optimale et en optimisation. Cette
évolution a abouti à des techniques de contrôle avancé basées le plus souvent sur la gé-
nération à priori de trajectoires d’état optimales selon des critères économiques donnés.
D’autre part, la génération à priori de trajectoires d’état permet de prendre en compte
des contraintes sur les états ou les entrées, puisque on peut choisir à priori d’éliminer les
trajectoires qui ne les respectent pas. La plus courante de ces contraintes est de borner les
entrées admissibles aux possibilités finies des actionneurs physiques. Dans certains cas, il
est possible de donner l’expression de ces trajectoires et en conséquence de la fonction γ,
en particulier si le système piloté est linéaire et qu’on abandonne l’idée de contraintes.
Mais dans le cas général, la seule possibilité est de calculer à chaque pas la valeur de γ en
fonction de la situation présente et de la connaissance du système ou d’une représentation
de celui-ci. Ce calcul est alors non plus simplement l’évaluation d’une fonction algébrique,
mais un algorithme de calcul plus où moins complexe, sa complexité dépendant souvent
de la quantité et de la qualité de l’information disponible à propos du système piloté.
Nous parlerons alors d’approche algorithmique de la commande.

Parmi ces techniques, nous en détaillerons une dans les sections suivantes :

— la commande prédictive à horizon fuyant, ou encore Model-based Predictive Control
(MPC).

1.2 Commande prédictive à horizon fuyant

Devoir calculer à l’avance le coût associé à chaque état afin de résoudre un problème
de programmation dynamique présente certains avantages, mais aussi des inconvénients.
L’avantage principal est que calculer la commande à appliquer au système demande peu
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de ressources. Toutefois, si dans certains cas linéaires sans contraintes on peut donner une
formulation analytique de ce coût, dans la plupart des situations, en particulier quand le
système est non linéaire et/ou contraint, ce n’est pas possible. Il faut alors se résoudre à
contruire une approximation de cette fonction de coût dans un sous-espace fini de l’espace
d’état.

1.2.1 Principe

L’idée centrale de la commande à horizon fuyant (Receding Horizon Control, RHC),
aussi appelée commande prédictive basée sur un modèle (Model Predictive Control, MPC)
est de ne pas avoir à déterminer à l’avance la stratégie optimale pour chaque état initial.
Dans cette approche, les entrées de contrôle sont sélectionnées au fur et à mesure en se
basant sur un critère d’optimalité formulé sur un horizon fini de prédiction. Un modèle
explicite est utilisé pour prédire les effets des entrées futures sur l’état et les sorties. Un des
intérêts essentiels de cette technique est qu’on peut prendre en compte de manière,explicite
des contraintes sur les entrées, sur l’état et sur les sorties durant la phase d’optimisation,
ce qui en fait une méthode de contrôle en boucle fermée très attractive et utilisée dans
une grande variété d’applications [18] [19] allant du contrôle de procédés industriels à
l’aérospatial.

Figure 1.5 – Principe de la commande prédictive à horizon fuyant [6]

La figure 1.5 montre le principe de base de cette méthode. En utilisant les mesures
faites à l’instant t, le contrôleur utilise un modèle du système pour prédire son comporte-
ment dynamique futur sur un horizon de temps Tp et détermine sur un horizon de contrôle
Tc ≤ Tp le signal d’entrée en boucle ouverte qui minimise une fonctionnelle de coût dé-
pendant d’un objectif de performance donné à priori. Si il n’y a aucune perturbation et
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si le modèle du système est parfait, alors en supposant que le problème d’optimisation
peut être résolu pour un horizon infini, il serait possible d’appliquer au système le signal
d’entrée futur, calculé à l’instant t = 0, pour tout temps t ≥ 0. On obtiendrait ainsi un
contrôleur en boucle ouverte. Toutefois, procéder de cette façon n’est pas possible en gé-
néral : à cause des erreurs de modèle et des perturbations externes, le comportement réel
du système diffère de sa prédiction. Afin de mettre en place un mécanisme de contre-
réaction, le signal d’entrée calculé n’est appliqué que jusqu’à ce que la prochaine mesure
soit disponible, pendant un temps δt. En utilisant la nouvelle mesure à l’instant t+ δt, la
procédure complète est répétée pour trouver un nouveau signal d’entrée future, en faisant
avancer les horizons de contrôle et de prédiction

1.2.2 Formulation du problème

Le probème consiste à stabiliser une classe de systèmes dynamiques définis par

— un système déterministe d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), x(0) = x0, f(0,0) = 0

— un ensemble S ⊆ Rn connexe d’états réalisables tel que x(t) ∈ S,

— un ensemble U ⊆ Rm compact d’entrées admissibles tel que u(t) ∈ U

— une fonctionnelle de coût

J(x(t),u−,Tp,Tc) =
∫ t+Tp

t
F (x−(τ),u−(τ)dτ

où u−est une fonction d’entrées futures continue à droite sur [0,Tp] et x− la trajec-
toire d’état prédite

Les ensembles S et U représentent des contraintes d’état et d’entrée. Dans leur forme la
plus simple, il peu s’agir de contraintes linéaires de la forme

U : {u ∈ Rm| umin ≤ u≤ umax}

X : {x ∈ Rn| xmin ≤ x≤ xmax}

mais pas nécessairement. Le problème P peut alors s’écrire :



min
u−

J(x(t),u−,Tp,Tc)

s.c

ẋ−(τ) = f(x−(τ),x−(τ))
x−(t) = x(t)
x−(τ) ∈ S ∀τ ∈ [t, t+Tp]
u−(τ) = u−(τ +Tc) ∀τ ∈ [t+Tc, t+Tp]
u−(τ) ∈ U ∀τ ∈ [t, t+Tc]

(1.6)
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La fonction de coût F est utilisée pour définir les performances désirées du contrôleur
et peut être issue de considérations économiques par exemple. Cependant, la forme la plus
utilisée est le coût quadratique suivant :

F (x,u) = xT ·Q ·x+uT ·R ·u

en supposant sans perte de généralité que le point de fonctionnement du système qu’on
cherche à atteindre est l’origine. On peut noter que le problème de contrôle optimal en
boucle ouverte P est initialisé avec l’état réel du système, qu’il est nécessaire d’estimer ou
de mesurer. Il s’agit donc d’un contrôleur de type “retour d’état”. Si le problème a une
solution, alors on la note u−∗(t,x(t),Tp,Tc). Il est résolu de manière répétée à chaque fois
qu’une nouvelle mesure est disponible aux instants d’échatillonnage t0 +k · δt, t = 0,1, . . .

et l’entrée de commande en boucle fermée est donnée par la solution optimale aux instants
d’échantillonnage :

u∗ = u−∗(t,x(t),Tp,Tc), τ ∈ [t, t+ δt[

1.2.3 Résolution du problème

Pour calculer la commande à appliquer au système, il faut résoudre en ligne le pro-
blème P . Cette résolution se fait bien entendu de manière très différente si le modèle du
système est linéaire ou linéarisé où s’il s’agit d’un modèle non linéaire. Dans le cas des
systèmes linéaires, la théorie et les applications sont bien maîtrisées. L’équation d’état du
système est donnée sous forme d’une contrainte d’égalité linéaire, ainsi que les différentes
contraintes sur les entrées et l’état. Si la fonctionnelle à minimiser est quadratique, comme
c’est en général le cas, P devient un problème convexe quadratique sous contraintes li-
néaires, pour lequel il existe des algorithmes numériques de résolution efficaces [15].

L’inconvénient de la commande prédictive par modèle linéaire (LMPC, Linear Model
Predictive Control) est que beaucoup de systèmes physiques sont intrinsèquement non
linéaires. De plus, pour des considérations de performances, de productivité, d’économie
d’énergie, les utilisateurs demandent d’avoir des processus dont le fonctionnement est au
plus près de leurs capacités et donc des limites admissibles. Les modèles linéaires sont trop
limités dans la description de la dynamique des systèmes pour répondre à ces exigences, ce
qui impose l’utilisation de modèles non linéaires. C’est ce qui explique que la plupart des
efforts récents se tournent vers la version nonlinéaire de la MPC (NMPC, Nonlinear Model
Predictive Control), dont on peut trouver une présentation générale dans [14]. Néanmoins,
l’usage d’un modèle d’évolution non linéaire rend le problème P lui aussi nonlinéaire et
surtout non convexe. Ceci entraîne une augmentation importante de la complexité de sa
résolution, d’autant plus que celle-ci doit se faire en temps réel. Enfin, puisqu’il s’agit
d’une théorie plus récente, il reste beaucoup de problèmes ouverts quant à la stabilité de
l’approche NMPC en boucle fermée.

Dans les deux cas, la structure du système de commande reste celle illustrée figure 1.6.
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Figure 1.6 – Structure d’un système de commande par MPC [6]

Bien entendu, cette structure ne se prête guère en pratique à la formalisation continue
donnée plus haut, même s’il est parfois possible de trouver une forme analytique spéci-
fique aux solutions de P et d’obtenir ainsi un contrôleur explicite qui ne nécessite pas
d’optimisation en ligne [16]. Afin de pouvoir mettre en oeuvre le schéma de commande, il
convient de le reformuler sous forme discrète, où on considère l’entrée comme constante
sur chaque pas de temps. Afin d’arriver à une solution exacte, on pourrait utiliser des
horizons de contrôle et de prédiction infinis (Tc = Tp = +∞) pour optimiser l’objectif de
performance donné par la fonction de coût. Néanmoins, puisque cette optimisation doit
être réalisée en ligne, elle est le plus souvent formulée sous forme d’un problème à horizon
fini afin d’en permettre la résolution en temps réel. En effet, plus l’horizon est court, moins
cette phase est coûteuse en temps de calcul. Puisque le temps de calcul disponible dépend
essentiellement du pas d’échantillonnage δt, il faut trouver un compromis entre ce dernier
et la taille de l’horizon.

En résumé, l’algorithme de base de la commande prédictive à horizon fuyant est le
suivant :

1. obtenir une mesure ou un estimation de l’état du système,

2. calculer un signal d’entrée optimal en minimisant une fonction de coût donnée sur
un certain horizon de prédiction en utilisant un modèle du système,

3. appliquer au système la première partie du signal d’entrée optimal ainsi obtenu,
pendant un pas d’échantillonnage

4. aller en 1.

1.2.3.1 Remarques

Cette courte description du schéma de contrôle associé à la MPC permet d’en extraire
les caractéristiques essentielles, qui peuvent soit être des avantages, soit des inconvénients.
Au titre des forces de cette approche, on peut citer :

— la possibilité d’utiliser un modèle non linéaire pour les prédictions, dans le cas de la
NMPC,

— la prise en compte explicite de contraintes d’état, de sorties et de d’entrée, contraintes
qui peuvent être données sous forme linéaire mais pas seulement et qui peuvent
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concerner aussi bien l’amplitude des grandeurs que leur vitesse d’évolution,

— la possibilité de traiter des problèmes MIMO de grande dimension,

— la nature optimale du signal de contrôle obtenu, qui permet d’assurer des critères
de performance donnés comme paramètres de conception et non de réglage.

— la simplicité relative de l’approche dans le cas de modèles de prédiction linéaires, qui
en explique en partie son grand succès dans l’industrie et la commande de process.

Quant aux faiblesses, elles sont essentiellement les suivantes :

— l’étape d’optimisation en ligne demande une grande puissance de calcul, ce qui en
limitait jusqu’à récemment l’application à des systèmes lents, tels que des réacteurs

— chimiques dont les constantes de temps peuvent dépasser la minute. Toutefois, l’effet
conjugué de l’amélioration des algorithmes d’optimisation et de l’augmentation de
la puissance des calculateurs, ainsi que les nombreuses recherches visant à obtenir
des solutions analytiques ou calculées hors-ligne, tendent à rendre ce point de moins
en moins pertinent alors que la MPC voit ses champs d’application s’étendre à des
systèmes de plus en plus rapides,

— dans le cas de l’utilisation de modèles non linéaires, il existe beaucoup moins de
résultats de stabilité et de robustesse que dans le cas linéaire d’une part, et d’autre
part la résolution du problème d’optimisation peut s’avérer impossible à réaliser en
temps réel. Toutefois, l’essentiel de la recherche se portant sur ce sujet, des solutions,
y compris commerciales, commencent à voir le jour.
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CHAPITRE

2

STABILITÉ AU SENS DE LYAPUNOV.

La notion de stabilité constitue une problématique centrale de la théorie du contrôle.
Souvent liée à la façon d’appréhender un système, la stabilité possède un large
éventail de définitions. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à quelques notions
particulières de stabilité.On cite la stabilité au sens de Lyapunov.

Sommaire
2.1 Stabilité de la commande prédictive avec contraintes. . . . . 28

2.1.1 Stabilité de systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.1 Stabilité de la commande prédictive avec contraintes.

Dans la conception des systèmes de commande, il est évident que l’une des exigences
les plus importantes à vérifier est celle de la stabilité. Pour des systèmes continus linéaires
et invariants dans le temps, des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité ontété
données il y a plus d’un siècle par Routh et Hurwitz [2]. Les conditions correspondantes
pour la stabilité dans les systèmes à temps discret peuvent être trouvées, par exemple,
dans le travail de Jury [3]. Toutefois ces critères algébriques intéressants pour l’analyse
sont tous peu utilisables à des fins de synthèse. Un critère très utilisé pour la conception
et l’étude de la stabilité de systèmes, est le critère de stabilité de Lyapunov [2], qui sera
expliqué par la suite.

Les contrôleurs linéaires, tel que le contrôleur linéaire quadratique (LQG), sont rela-
tivement faciles à mettre en œuvre et garantissent, sous certaines hypothèses générales,
la stabilité en boucle fermée. Cependant, les problèmes de commande à horizon infini
n’ont de solution simple et "fermée" que lorsque aucune des variables du procédé n’est
contrainte. La difficulté principale pourl’usage d’horizons infinis dans les processus avec
contraintes est lie au fait qu’ils doivent se résoudre au moyen de méthodes numériques,
qui exigent pour leur solution la mise en œuvre d’un nombre fini (même si grand) de
variables.

Les premiers travaux de MPC utilisaient un horizon de prédiction fini. De cette ma-
nière on pouvait incorporer de manière naturelle les contraintes dans la formulation et
la conception de la stratégie de commande. L’analyse de la stabilité dans les problèmes
de commande prédictive avec horizon fini, est une tâche compliquée spécialement dans le
cas avec contraintes -Zafiriou [4] et Zafiriou et Marchal [30], en outre la stabilité est, en
général, faible -Bitmead, Gevers et Wertz [5], Rawlings et Muske [17]. Cependant, depuis
le début des années 90 un grand effort est fait pour résoudre le problème de la commande
prédictive stabilisante avec de nouveaux outils et sous certaines hypothèses de base.

Jusqu’au début des années 90, la recherche de résultats de stabilité dansdes systèmes
de commande prédictive en présence de contraintes, n’avait pas été étudiée. À partir de
cette date, apparaissent des travaux en horizons fini ou infini, dans lesquels il est possible
de démontrer la stabilité du système contrôlé par une stratégie MPC sous certaines hy-
pothèses de base. La démonstration de la stabilité du système, s’inspire, en général, de la
théorie de Lyapunov.

2.1.1 Stabilité de systèmes dynamiques

Il est fait référence aux concepts stabilité et instabilité dans nombre de branches de
la science. Il est commun d’entendre dire qu’une monnaie est stable ; à un ingénieur dire
qu’une structure est stable ou instable, à un chimiste dire qu’une réaction est stabilisée,
etc...

En 1892, M Lyapunov a formulé de manière précise le concept de stabilité, et ses
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travaux ont constitué le point de départ pour établir d’autres variantes du concept.
À titre d’exemple, il est d’usage de considérer le mouvement d’une balle qui se déplace

sous l’action de la gravité sur différentes surfaces comme celles montrées Figure 2.1 Dans
les trois cas, la balle se trouve dans une position d’équilibre, mais quel sera le mouvement
résultant si la balle est écartée "un peu" de son état d’équilibre ? Dans le cas (a), la balle
se maintiendra près de sa position d’équilibre en oscillant autour de celle-ci, et tendra à
revenir à cette position d’équilibre, si l’on admet d’existence de frottements, phénomènes
dissipateurs d’énergie mécanique (stabilité dite asymptotique). Dans ce cas, l’équilibre
est dit asymptotiquement stable. Dans le cas (b), pour toute petite perturbation de la
balle, celle-ci restera "près" de la position d’équilibre mais ne tendra pas à s’approcher de
cette position, on parlera alors de stabilité (non asymptotique). Finalement en (c), toute
petite perturbation entraînera la balle à s’éloigner de sa position d’équilibre ; dans ce cas
l’équilibre est alors instable.

Figure 2.1 – (a) asymptotiquement stable ; (b) stable ; (c) instable.

2.2 Notions fondamentales de la stabilité

On considère un système non linéaire non autonome de la forme suivante :

ẋ = f(t,x(t)) (2.1)

avec f : R+×Rn 7→ Rn une fonction continue en t, localement Lipchitzienne en x et telle
que f(t,0) = 0, pour tout t≥ 0, de sorte que l’origine soit un point d’équilibre.On désigne
tout au long de ce mémoire la condition initiale x(t0) par x0. Le paragraphe suivant est
dédié à la définition de quelques concepts fondamentaux de stabilité.
U désigne toujours un ouvert non vide de Rn (n ∈N∗) contenant 0 et I un intervalle non
vide de R, non borné à droite.

Définition 1. On considère le système 2.1,et V : U×I 7→Rn ayant des dérivées partielles
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sur U × I On définit la dérivée totale V̇ pour le système 2.1 par

V̇ (t,y) = ∂V

∂t
(t,y)+

n∑
i=1

∂iV

∂xi
(t,y)fi(t,y)

Définition 2 (Stabilité). On dit que x = 0 est un point d’équilibre stable, si

∀ϵ > 0,∀t0 ≥ 0,∃δ = δ(t0, ϵ) > 0, telque||x0||< δ⇒ ||xt||< ϵ∀t≥ t0

Autrement dit, la stabilité au sens de Lyapunov de l’origine du système veut dire que
pour tout t≥ t0, la solution de condition initiale (t0,x0) reste au voisinage de l’origine si x0

est au voisinage de l’origine. En d’autres termes, pour tout t≥ t0, une petite perturbation
de la condition initiale x0 autour de l’origine donne naissance à une solution x(t) qui reste
proche de l’origine.

Notons bien que la stabilité du système n’implique pas la convergence des solutions
vers l’origine, c’est pourquoi la notion de stabilité toute seule est insufisante pour l’étude
du comportement des solutions. On définit alors la notion d’attractivité.

Définition 3 (Attractivité). On dit que l’origine x = 0 est
— un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de l’origine U(0), tel que

∀x0 ∈ U(0), lim
t→+∞

x(t) = 0

— un point d’équilibre globalement attractif si :

∀x0 ∈ Rn, lim
t→+∞

x(t) = 0

Définition 4 (Stabilité asymptotique). On dit que l’origine x = 0 est
— un point d’équilibre asymptotiquement stable (ou AS), s’il est stable et attractif.
— un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est stable et globale-

ment attractif.

Définition 5 (Bornitude uniforme). Les solutions du système (2.1) sont dites uni-
formément bornées, si : ∃ a ≥ 0 et une fonction croissante c : ]0,a[ 7→ R telles que ∀α
∈]0,a[

||x0||< α⇒ ||x(t)||< c(α),∀t≥ t0

Les solutions sont dites globalement uniformément bornées, si la propriété précédente est
vraie pour a = +∞

Définition 6 (Stabilité uniforme). On dit que
— l’origine x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable (noté US) si :
∀ϵ > 0,∃δ = δ(ϵ), tel que ∀t0 ≥ 0

||x0||< δ⇒ ||x(t)||< ϵ,∀t≥ t0 ≥ 0
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— l’origine est un point d’équilibre globalement uniformément stable (noté GUS), s’il
est uniformément stable et les solutions du système sont globalement uniformément
bornées.

Définition 7 (Attractivité uniforme). On dit que

— l’origine x = 0 est un point d’équilibre uniformément attractif (noté UA), si : ∃ c > 0
/ ∀||x0||< c,∀ϵ > 0,∃ T := T (ϵ,c) tel que,

||x(t)||< ϵ,∀t≥ T + t0

— l’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément attractif (noté
GUA), si : ∀ c > 0 / ∀||x0||< c,∀ϵ > 0,∃ T := T (ϵ,c) tel que,

||x(t)||< ϵ,∀t≥ T + t0

Définition 8 (Stabilité asymptotique uniforme). On dit que

— l’origine x = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable (noté
UAS), s’il est uniformément stable et uniformément attractif.

— l’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquement
stable (noté GUAS), s’il est globalement uniformément stable et globalement unifor-
mément attractif.

Définition 9 (Stabilité exponentielle). On dit que

— l’origine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable (noté ES), s’il existe
un voisinage de l’origine noté U(0), ∃λ1 > 0 et ∃λ2 > 0, tels que

||x(t)|| ≤ λ1||x0||e−λ2(t−t0),∀x0 ∈ U(0),∀t≥ t0 ≥ 0

Dans ce cas, la constante λ2 est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence

— l’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable (no-
téGES), si U(0) = Rn

Remarque 1. Il est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle
du système entraine nécessairement la stabilité asymptotique de ce dernier.

2.3 Notions de la théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives est une technique parmi les plus efficaces
pour analyser la stabilité d’un système gouverné par une équation différentielle ordinaire

Définition 10. Un point x̃ ∈ U est un point d’équilibre, ou un point singulier du système
(2.1) si ∀t ∈ If(t, x̃) = 0.
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Définition 11 (Fonction de classe K). Une fonction continue α : [0,a[ 7→ [0,+∞[ est
dite de classe K si

— α est strictement croissante

— α(0) = 0

Elle est dite de classe K∞, si de plus, on a

— a = +∞ et a(r) 7→+∞ quand r 7→+∞

Exemple 1. Donnons deux exemples de fonctions de classe K et de classe K∞

— g définie par g(r) = arctan(r) est une fonction de classe K en effet
1. g est strictement croissante car

g′(r) = 1
1+ r2 > 0

2. g(0)=0
mais g n’appartient pas à la classe K∞ car limr→∞ g(x) = π

2

— Soit c > 0, h définie par h(r) = rc est de classe K∞ en effet :
1. h est strictement croissante car

h′(r) = crc−1 > 0

2. h(0)=0

3. limr→∞ h(x) = +∞

Définition 12 (Fonction de classe KL). Une fonction continue β : [0,a[×[0,+∞[ 7→
[0,+∞[ est dite de classe KL, si :

— pour tout s fixé, l’application r 7→ β(r,s) est de classe K

— pour tout r fixé, l’application s 7→ β(r,s) est décroissante

— β(r,s) 7→ 0 quand s 7→+∞

Exemple 2. Soit k > 0 et β définie par β(r,s) = r
ksr+1 est strictement croissante en r

car
∂β

∂r
(r,s) = 1

(ksr +1)2 > 0

et strictement décroissante en s car

∂β

∂r
(r,s) = −kr2

(ksr +1)2 < 0

De plus lims→∞ β(r,s) = 0 donc β est de classe KL

Voici une autre reformulation des notions de stabilité utilisant les fonctions de classe
K et KL ; les démonstrations des propositions suivantes peuvent être consultées dans
l’ouvrage [21]
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Proposition 1. L’origine x = 0 est un point d’équilibre

1. Uniformément stable si et seulement si il existe une fonction α(.) de classe K et une
constante positive c indépendante de t0 telle que,

||x(t)|| ≤ α(||x0||), ∀t≥ t0 ≥ 0, ∀||x0||< c

2. Globalement uniformément stable si et seulement si l’inégalité précédente est satis-
faite pour toute condition initiale x0.

Proposition 2. L’origine x = 0 est un point d’équilibre

1. Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonction β(., .)
de classe KL et une constante positive c indépendante de t0 telle que,

||x(t)|| ≤ β(||x0||, t− t0), ∀t≥ t0 ≥ 0, ∀||x0||< c

2. Globalement uniformément asumptotiquement stable si et seulement si l’inégalité
pré- cédente est satisfaite pour toute condition initiale x0.

Proposition 3. L’origine x = 0 est un point d’équilibre

1. Exponentiellement stable si et seulement si l’inégalité précédente est satisfaite avec

β(r,s) = kre(−γs), γ > 0, ∀||x0||< c

2. Globalement exponentiellement stable si et seulement si l’inégalité précédente est sa-
tisfaite pour toute condition initiale x0.

Définition 13. Une fonction continue V : R+×Rn 7→ R+ est dite :

— définie positive, s’il existe une fonction α de classe K, telle que

∀t≥ 0, ∀x ∈ Rn, V (t,x)≥ α||x||.

— définie positive et radiallement non-bornée (ou propre), si l’inégalité précédente est
vérifiée pour tout x ∈ Rn avec une fonction α de classe K∞

— limitée ou decresent, s’il existe une fonction γ de classe K, telle que

∀t≥ 0, ∀x ∈ Rn, V (t,x)≤ γ||x||.

Définition 14 (Fonction de Lyapunov). On considère le système (2.1). Soit U(0) un
voisinage de zéro et V :R+×U(0) 7→ R une fonction continue et différentiable sur U(0).

— On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les
deux propriétés suivantes :

1. V est définie positive.
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2. V̇ (t,x)≤ 0 pour tout x ∈ U(0)

— On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

1. V est définie positive.

2. V̇ (t,x) < 0 pour tout x ∈ U(0)/{0}

L’utilisation de ces fonctions fournit des critères qui permettent de conclure à la sta-
bilité ou à la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre sans que l’intégration des
équations du système considéré soit nécessaire. Les résultats datent du 19e siècle et sont
dus à Lyapunov. Pour une démonstration, le lecteur pourra se référer à [25]

Théorème 2.3.1. On considère le système (2.1). Si le système admet une fonction de
Lyapunov au sens large sur U(0), alors l’origine x = 0 est un point d’équilibre stable. Si
de plus V est decresente, alors x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable.

Théorème 2.3.2. Soit x = 0 un point d’équilibre du système (2.1) et U(0) = {x ∈ Rn|
||x||< r} soit V : R+×U(0) 7→R une fonction de classe C1 telle qu’il existe des fonctions
de classe K α1, α2 et α3 définies sur [0, r[ vérifiant : ∀t≥ t0et ∀x ∈ U(0) ,

α1(||x||)≤ V (t,x)≤ α2(||x||) (2.2)

V̇ (t,x)≤−α3(||x||) (2.3)

Alors, x = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable. Si U(0) = R
et α1 et α2 sont de classe K∞, alors x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformé-
ment asymptotiquement stable

Théorème 2.3.3. Considérons le système (2.1). Supposons que ce système admet une
fonction de Lyapunov V (t,x) et supposons qu’il existe des constantes c1, c2, c3 et c4 > 0,
telles que,∀t≥ t0et ∀x ∈ U(0) on a :

c1||x||2≤ V (t,x)≤ c2||x||2 (2.4)

V̇ (t,x)≤−c3||x||2 (2.5)

||∂V

∂x
||≤ c4||x|| (2.6)

alors, x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable. Si U(0) =Rn, alors l’origine
est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable.

Définition 15. Soit f : I×U 7→ Rn on dit que :

1. est localement lipschitzienne pour la première variable, si pour tout (t0,x0) ∈ I×U

il existe un voisinage V de (t0,x0) dans I×U et une constante c > 0 telle que :

∀((t,y),(t′,y)) ∈ V2, ||f(t,y)−f(t′,y)||≤ c||t− t′||
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On note Lipt(I×U) l’ensemble des fonctions localement lipschitziennes pour la pre-
mière variable.

2. est localement lipschitzienne pour la deuxième variable, si pour tout (t0,x0) ∈ I×U

il existe un voisinage V de (t0,x0) dans I×U et une constante c > 0 telle que :

∀((t,y),(t,y′)) ∈ V2, ||f(t,y)−f(t,y′)||≤ c||y−y′||

On note Lipy(I ×U) l’ensemble des fonctions localement lipschitziennes pour la
deuxième variable.

On note Lip(t,y)(I ×U) l’ensemble des fonctions localement lipschitziennes pour la pre-
mière et la deuxième variable.

Théorème 2.3.4 (Lyapunove inverse). On considère le système (2.1) avec f ∈C0(Vt0)
et f ∈Lipy(V) où 0 est un équilibre uniformément asymptotiquement stable. Alors, il existe
un voisinageV ′

t0 ⊂ V et une fonction de Lyapunov associée au système

V : V ′
t0 7→ R+

telle que :

1. V est décrescente,

2. V ∈ Lip(t,y)(V ′
t0)

3. V̇ est définie négative.

Remarque 2. Dans le théorème précédent, on peut remplacer V̇ définie négative par

∃c;∀(t,y) ∈ V ′
t0, V̇ (t,y)≤−cV (t,y)
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CHAPITRE

3

COMMANDE A BASE DE LYAPUNOV
AVEC ÉCHANTILLONNAGE
SYNCHRONE DES MESURES

Dans ce chapitre nous avons combiner les notions qu’on a vu dans l’introduction et
le le premier chapitre.Il s’agit d’une application a un procédé chimique ,une étude
de stabilité est en charge on se basent sur la notion da la Fonction de Lyapunov
avec une discrétisation constante des mesures
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3.1 Classe des systèmes non-linéaire

On considère une classe de systèmes non linéaires, décrits par le modèle d’espace d’état
suivant :

.
x(t) = f(x(t),u1(t), . . . ,um(t),w(t)) (3.1)

où x ∈ Rnx désigne le vecteur d’état variables du système et ui(t) ∈ R pour i = 1 . . .m

désignent les m entrées de commande (manipulées) et,w(t) ∈ Rnw represente le vecteur
de perturbation.
Les m entrées de commande sont restreintes pour être dans m ensembles convexes non
vides Ui ⊂ R,i = 1 . . .m définis par Ui := {ui ∈ R : |ui| ≤ umax

i }.
le vecteur de perturbation w(t) ∈Rnw est borné c’est-à-dire w(t) ∈W où W := {w ∈Rnw

et |w| ≤ θ et θ > 0} on suppose que f est un champ de vecteurs localement lipschitzienne
On note par Ωr l’ensemble Ωr =: {x ∈ Rnx : V (x)≤ r} (Courbe de niveau) où V est une
fonction scalaire

Définition 16. Soit I un intervalle de R et Ω un ouvert de Rd. On appelle champ de
vecteurs, une application

f : (t,x) ∈ I×Ω 7→ f(t,x) ∈ Rd

— t est la variable de temps.

— x est la variable d’état.

Si f ne dépend pas du temps, on dit qu’il est autonome.

Définition 17. On dit qu’un champ de vecteurs continu f : I ×Ω 7→ Rd est localement
lipschitzien par rapport à la variable d’état si :
pour tout (t0,x0) ∈ I ×Ω , il existe L > 0, δ > 0, un voisinage ouvert U de x0 tels que
pour tout t ∈ I ∩ [t0− δ, t0 + δ] la fonction f(t, .) est L-lipschtizienne sur U .
Ceci s’exprime aussi sous la forme
∀t ∈ I ∩ [t0− δ, t0 + δ],∀x1,x2 ∈ U ,||f(t,x1)−f(t,x2)|| ≤ L||x1−x2||

et que l’origine est un point d’équilibre du système nominal non forcé (i.e le système
d’équation (3.1) avec ui(t)≡ 0, i = 1, . . . ,m et w(t)≡ 0∀t)

ce qui implique que f(0,0, . . . ,0,0) = 0

3.2 Commande a base de Lyapunov

on suppose qu’il existe une commande a base de Lyapunov h(x) = [h1(x),h2(x), . . . ,hm(x)]T

qui rendre asymptotiquement stable l’origine du système nominal en boucle fermée. avec
ui = hi(x),i = 1 . . .m tout en satisfaisant les contraintes d’entrée pour tous les états x à
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l’intérieur d’une région de stabilité donnée.
on note que cette hypothèse est essentiellement équivalente à l’hypothèse selon laquelle le
système est stabilisable ou que la paire (A,B)(voir chapitre 5) dans le cas des systèmes
linéaires est stabilisable. En utilisant les théorèmes de Lyapunov inverses 2.3.4, cette hy-
pothèse implique qu’il existe des fonctions de classe K on les note α(·)i, i = 1,2,3,4, et une
fonction continuement differentiable V de lyapunov pour le système nominal en boucle
fermée satisfont les inégalités suivantes

α1(|x|)≤ V (x)≤ α2(|x|) (3.2)

∂V (x)
∂x

f(x,u1(t), . . . ,um(t),0)≤−α3(|x|)

∣∣∣∣∣∂V (x)
∂x

∣∣∣∣∣≤ α4(|x|)

hi(x) ∈ Ui, i = 1, . . . ,m

∀x ∈O ⊂Rnx où O est un voisinage ouvert de l’origine ,On note par Ωρ ⊂O la région de
stabilité du système en boucle fermée sous la commande basée sur Lyapunov h(x),Notez
que les lois de contrôle de stabilisation explicites qui assurent des régions d’attraction
explicitement définies pour le système en boucle fermée ont été développées en utilisant
des techniques de Lyapunov pour des classes particulières de systèmes non linéaires et
plus précisément les systèmes non linéaires avec des entrée-affine.
Par continuité et le fait que le champ vectoriel f possède la propriété Lipschitz locale
(supposée) et en tenant compte que les entrées manipulées ui, i = 1, . . . ,m sont bornés,il
existe une constante positive M telle que

|f(x,u1(t), . . . ,um(t),w)| ≤M (3.3)

∀x ∈Ωρ et ui ∈ Ui, i = 1, . . . ,m de plus par la propriété de la continuité différentiable de la
fonction de Lyapunov V (x) et la propriété de Lipschitz supposée pour le champ vectoriel
f il existe des constantes positives Lx,Lw,L′

x et L′
w telles que que

|f(x,u1(t), . . . ,um(t),w)−f(x′,u1(t), . . . ,um(t),0)| ≤ Lx|x−x′|+Lw|w| (3.4)
∣∣∣∣∣∂V (x)

∂x
f(x,u1(t), . . . ,um(t),w)− ∂V (x′)

∂x
f(x′,u1(t), . . . ,um(t),0)

∣∣∣∣∣≤ L′
x|x−x′|+L′

w|w|

pour tout x,x′ ∈ Ωρ,ui ∈ Ui, i = 1, . . . ,m et w ∈W

Remarque 3. notons que, bien qu’il n’existe pas actuellement de méthodes générales de
construction de fonctions de Lyapunov pour les systèmes non linéaires, pour les grandes
classes de systèmes non linéaires apparaissant dans le contexte du contrôle des procédés
chimiques, les fonctions de Lyapunov quadratiques ont été largement utilisées et il a été
démontré qu’elles donnent une très bonnes estimations des régions de stabilité en boucle
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fermée , voir également chapitre 5

Remarque 4. Notons que dans le présent travail, nous utilisons la courbe de niveau Ωρ de
la fonction de Lyapunov V (x) pour estimer la région de stabilité (c’est-à-dire le domaine
d’attraction) du système en boucle fermée sous le contrôleur h(x).Plus précisément, une
estimation du domaine d’attraction du système en boucle fermée est effectuée comme suit :

1. un contrôleur (par exemple, h(x)) qui rend définie positive la dérivée par rapport
au temps d’une fonction de Lyapunov, V (x), le long de la trajectoire du système en
boucle fermée autour du point d’équilibre

2. une estimation de l’ensemble où V est négative est donnée

3. une courbe de niveau de V̇ (désigné par Ωρ) prolonger dans l’ensemble où V̇ est
négative, est estimée.

De cette approche pour calculerΩρ, nous pouvons conclure que l’ensemble Ωρ est un en-
semble de stabilité en boucle fermée garanti, mais il est possible que le contrôleur h(x)
stabilise le système en boucle fermée pour des conditions initiales en dehors de l’ensemble
Ωρ.

3.3 commande a base de Lyapunov avec échantillon-
nage synchrone des mesures

Dans cette section, nous concevons LEMPC pour le système de (3.1) avec échantillon-
nage synchrone des mesures. Nous supposons que l’état x du système est échantillonné de
manière synchrone et les instant où nous avons des mesures d’état sont indiqués par la
séquence {tk≥0} avec tk = t0 +k∆ et k = 0,1, . . . où t0 est le temps initiale et ∆ représente
le temps d’échantillonnage .
Dans la conception proposée, le LEMPC maximise une fonction de coût qui tient compte
de considérations économiques spécifiques,et il a deux modes de fonctionnement :
Dans le premier mode , le LEMPC optimise la fonction de coût économique tout en main-
tenant l’état du système dans la région de stabilité Dans le deuxième mode de fonctionne-
ment, le LEMPC amène l’état du système à un état stable souhaité. Le MPC économique
est construit à l’aide de l’MPC basées sur les techniques de Lyapunov pour profiter des
propriétés de stabilité du contrôleur basé sur Lyapunov h(x).
Plus précisément, nous supposons qu’à partir de l’instant initial t0 jusqu’à un instant
précis t′, le LEMPC fonctionne dans le premier mode de fonctionnement afin de maxi-
miser la fonction de coût économique,après l’ instant t0, nous supposons que le LEMPC
fonctionne dans le deuxième mode de fonctionnement et calcule les entrées de manière
à ce que l’état du système en boucle fermée soit conduit à un voisinage de l’état stable
désiré (c’est-à-dire l’origine x = 0). Le LEMPC proposé,offre plus de degrés de liberté
dans le fonctionnement optimal économique du système et peut finalement conduit l’état
du système à un état d’équilibre souhaité.Pour des raisons de simplicité et sans perte de
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généralité dans la suite de ce document, nous supposons que le temps spécifique t0 est un
multiple entier du temps ∆ d’échantillonnage de l’MPC [26].

3.4 Stratégie d’implémentation

De l’instant initial t0 à t′, le LEMPC fonctionne dans le premier mode . Dans la
conception du LEMPC, une problématique importante à prendre en compte est l’effet de
la perturbation bornée w sur la stabilité du système à boucle fermée.
Pour prendre en compte la perturbation w de manière explicite, nous considérons une
région Ωρ̃,ρ < ρ̃,Plus précisément, lorsque x(tk) est reçu à un instant d’échantillonnage
tk, si x(tk) est dans la région Ωρ̃, le LEMPC maximise la fonction de coût dans la région
Ωρ̃,si x(tk) est dans la région Ωρ/Ωρ̃, le LEMPC amène d’abord l’état du système dans la
région Ωρ et maximise ensuite la fonction de coût à l’intérieur de Ωρ̃.
On notera que la région Ωρ̃ joue le rôle d’une zone " sécurisée " dans laquelle le LEMPC
peut maximiser la fonction de coût au maximum tout en tenant compte de l’effet de
la perturbation w sur la stabilité de la boucle fermée,Notez également que la relation
entre ρ̃ et ρ est déterminée par la propriété du système (c’est-à-dire, les propriétés de la
fonction vectorielle f), la limite supérieure de la perturbation (c’est-à-dire θ) et le temps
d’échantillonnage du LEMPC.Cette relation sera caractérisée dans l’équation (3.17) du
théorème 3.6.1

Après l’instant t0, le système fonctionne dans le second mode . Dans ce mode de
fonctionnement, le LEMPC calcule les entrées de manière à ce que la fonction de Lyapunov
du système décroît d’une manière continue pour amener l’état du système au voisinage
de l’origine.

La Stratégie d’implémentation de la LEMPC proposée avec l’échantillonnage de me-
sure synchrone peut être résumée comme suivante :

1. A un instant d’échantillonnage tk, le contrôleur reçoit à partir des capteurs l’état
x(tk) du système.

2. si tk < t passer à l’étape 3 sinon passer a l’étape 4

3. si x(tk) ∈ Ωρ̃ passer à l’étape 3.a sinon passer a l’étape 3.b

(a) Le contrôleur maximise la fonction de coût économique dans Ωρ̃ . Passer à
l’étape 5.

(b) Le contrôleur amène l’état du système dans la région Ωρ̃. Passez à l’étape 5.

4. Le contrôleur amène l’état du système à un petit voisinage de l’état d’équilibre
souhaité.

5. Passer à l’étape 1 (k← k +1)
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3.5 La formulation du LEMPC

Le problème d’optimisation de la LEMPC proposée pour le système d’equation (3.1)
avec échantillonnage synchrone des mesures est comme suit :

max
u1,...,um∈S(∆)

∫ tk+N

tk

L(x̃(τ),u1(τ), . . . ,um(τ))dτ (3.5)

st
˙̃x(t) = f(x̃(t),u1(t), . . . ,um(t),0) (3.6)

ui(t) ∈ Ui, i = 1, . . . ,m (3.7)

x̃(tk) = x(tk) (3.8)

V (x̃(t)≤ ρ̃,∀t ∈ [tk, tk+N ) si tk ≤ t′ et V (x(tk))≤ ρ̃

∂V (x(tk))
∂x

f(x(tk),u1(tk), . . . ,um(tk),0)≤ ∂V (x(tk))
∂x

f(x(tk),h1(tk), . . . ,hm(tk),0) (3.9)

si tk > t′ ou ρ̃ < V (x(tk))≤ ρ (3.10)

où S(∆) est la famille de fonctions constantes par morceaux avec période d’échantillonnage
∆,N est l’horizon de prédiction de ce LEMPC,L(x̃(τ), u1(τ), . . . ,um(τ)) est la mesure
économique qui définit la fonction de coût,l’état x̃ est la trajectoire prédite du système
avec u1, . . . ,um,calculé par le LEMPC et x(tk) est la mesure de l’état obtenue a l’instant tk.
La solution optimale de ce problème d’optimisation est désignée par u∗

i (t|tk),i = 1, . . . ,m

qui est défini pour t dans l’ntervalle [tk, t(k+N)[.
Dans le problème d’optimisation d’Eq (3.5), la contrainte de Eq (3.6) est le modèle

nominal du système d’Eq (3.1)(c’est-à-dire, w(t) = 0pour tout t) et est utilisé pour prédire
l’évolution future du système en boucle fermée ; la contrainte de l’Eq (3.7) définit les les
contraintes sur toutes les entrées,la contrainte de l’Eq (3.8) définit la condition initiale du
problème d’optimisation ;la contrainte de l’équation (3.9) n’est active que lorsque x(tk) ∈
Ωρ̃ dans le premier mode de fonctionnement et est incorporée pour garantir que l’évolution
prédite de l’état du système en boucle fermée est maintenue dans la région Ωρ̃((ainsi,
l’état réel du système en boucle fermée est dans la région de stabilité Ωρ) ;a contrainte
de l’Eq (3.9) n’est active que dans le deuxième mode de fonctionnement ou lorsque ρ̃ <

V (x(tk))≤ ρ dans le premier mode de fonctionnement. Cette contrainte est utilisée pour
faire en sorte que la fonction de Lyapunov de du système diminue au moins à la vitesse
donnée par le contrôleur basé sur la fonction de Lyapunov h(x) mis en œuvre dans un
mode d’échantillonnage et de maintien.

Les entrées manipulées de la conception de commande proposée,de l’instant tk à t−
k +1 (k = 0,1,2, ...) sont définies comme suit :
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ui(t) = u∗
i (t|tk), i = 1, . . . ,m,∀t ∈ [tk, t(k+N)[ (3.11)

3.6 Analyse de la stabilité

Dans cette sous-section, nous présentons les propriétés de stabilité du LEMPC proposé
de l’équation (3.5) pour le système de l’équation (3.1) avec échantillonnage synchrone des
mesures.pour aller plus loin , nous avons besoin les deux propositions suivantes.

Proposition 4. Considérons les systèmes [23]

ẋa(t) = f(xa(t),u1(t), . . . ,um(t),w(t))

ẋb(t) = f(xb(t),u1(t), . . . ,um(t),0)
(3.12)

dont les états initiaux sont xa(t0) = xb(t0) ∈ Ωρ ,Il existe une fonction fW (.) de classe K
telle que

|xa(t)−xb(t)| ≤ fw(t− t0) (3.13)

∀xa(t) = xb(t) ∈ Ωρ et w(t) ∈W avec

fW (τ) = Lwθ

Lx
(eLxτ −1) (3.14)

La proposition 4 donne une limite supérieure à la déviation de la trajectoire de l’état
obtenue à l’aide du modèle nominal,à partir de la trajectoire de l’état actuel du système
lorsque les trajets d’entrée de contrôle sont les mêmes .

La proposition 5 ci-dessous limite la différence entre les amplitudes de la fonction de
Lyapunov dans deux états différents sur Ωρ

Proposition 5. Considérons la fonction de Lyapunov V (.) du système de l’équation (3.1).
Il existe une fonction quadratique fV (.) telle que

V (x)≤ V (x̂)+fV (|x− x̂|) (3.15)

∀x, x̂ ∈ Ωρ avec
fV (s) = α4(α−1

1 (ρ))s+Mvs2 (3.16)

où Mv est une constante positive.

Le théorème 3.6.1 ci-dessous fournit des conditions suffisantes sous le LEMPC de
l’équation (3.5) garantit que l’état du système en boucle fermée de l’équation (3.1) est
toujours borné dans Ωρ et borné dans une petite région contenant l’origine.
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Théorème 3.6.1. Considérons le système de l’équation (3.1) en boucle fermée sous la
forme LEMPC de l’équation (3.5) basée sur un contrôleur h(x) qui satisfait les conditions
de l’équation (3.2) Soient ϵw > 0,∆ > 0,ρ > ρ̃ > 0, et ρ > ρs > 0 satisfont

ρ̃≤ ρ−fV (fW (∆)) (3.17)

et
−α3(α−1

2 (ρs))+L′
xM∆+L′

wθ ≤ −ϵw

∆ (3.18)

si x(t0) ∈ Ωρ,ρs ≤ ρ̃,ρmin ≤ ρ et N ≥ 1

où
ρmin = max{V (x(t+∆)) : V (x(t)≤ ρs} (3.19)

alors l’état x(t) du système en boucle fermée est toujours borné dans Ωρ et est ultimement
borné dans Ωρmin

Démonstration. La preuve se compose de trois parties. Nous démontrons d’abord que le
problème d’optimisation de l’équation (3.5) est réalisable pour tous les états x∈Ωρ, Par la
suite, on montre que, dans le premier mode de fonctionnement, sous la conception LEMPC
de l’équation (3.5), l’état en boucle fermée du système de l’Eq. (3.1) est toujours borné
dans Ωρ.enfin On prouve que, dans le second mode de fonctionnement, sous le LEMPC
de l’équation (3.5), l’état en boucle fermée du système de Eq. (3.1) est ultimement borné
en Ωρmin .

— partie 1 : Lorsque x(t) est maintenue dans Ωρ (ce qui sera prouvé dans la partie
2), la faisabilité de la LEMPC de l’équation (3.5) s’ensuit car les trajectoires d’en-
trée ui(t), i = 1, . . . ,m , telle que ui(t) = hi(x(tk+j)),∀t ∈ [tk+j , tk+j+1) avec j =
0, . . . ,N − 1 sont des solutions réalisables du problème d’optimisation de l’Eq(3.5).
puisque ces trajectoires satisfont la satisfont la contrainte d’entrée de l’équation
(3.7) et les contraintes de Lyapunov des équations (3.9) et (3.10). Ceci est garanti
par la propriété de stabilité en boucle fermée de la commande basée sur Lyapunov
h(x) ;le lecteur peut se référer à [7] pour une discussion plus détaillée sur la propriété
de stabilité du contrôleur h(x).

— partie 2 : Nous supposons que le LEMPC de l’Eq (3.5) fonctionne dans le le premier
mode de fonctionnement.On prouve que si x(tk) ∈ Ωρ̃, alors x(tk+1) ∈ Ωρ ; et si
x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃ alors V (x(tk+1)) < V (x(tk+j)) et l’état converge vers Ωρ̃ dans un
nombre finie des étapes (c’est-à-dire x(tk+j) ∈ Ωρ̃ où j est un entier positif fini).
Lorsque x(tk) ∈ Ωρ̃ a partir la contrainte (3.9) on obtient que x̃(tk+1) ∈ Ωρ̃,de la
proposition 4 et 5 on a

V (x(tk+1))≤ V (x̃(tk+1))+fV (fW (∆)) (3.20)
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puisque V (x̃(tk+1))≤ ρ̃, si la condition de Eq (3.17) est satisfaite, on peut conclure

x(tk+1) ∈ Ωρ

Lorsque x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃ , a partir la contrainte de (3.10) et la condition (3.2), on
peut écrire

∂V (x(tk))
∂x

f(x(tk),u∗
1(tk), . . . ,u∗

m(tk),0)≤ ∂V (x(tk))
∂x

f(x(tk),h1(tk), . . . ,hm(tk),0)

∂V (x(tk))
∂x

f(x(tk),h1(tk), . . . ,hm(tk),0)≤−α3(|x(tk)|)
(3.21)

La dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov le long des trajectoires
optimales calculées u∗

1(tk), . . . ,u∗
m(tk) pour ∀τ ∈ [tk, tk+1) peut s’écrire comme suit :

V̇ (x(τ)) = ∂V (x(τ))
∂x

f(x(τ),u∗
1(tk), . . . ,u∗

m(tk),w(τ)) (3.22)

on ajout et on retranche le terme ∂V (x(tk))
∂x f(x(tk),u∗

1(tk), . . . ,u∗
m(tk),0) dans l’équa-

tion (3.21) ci-dessus, on obtient

V̇ (x(τ))≤−α3(|x(tk)+ ∂V (x(τ))
∂x

f(x(τ),u∗
1(tk), . . . ,u∗

m(tk),w(τ)) (3.23)

−∂V (x(tk))
∂x

f(x(tk),u∗
1(tk), . . . ,u∗

m(tk),0)

et puisque la perturbation est bornée |w| ≤ θ et la propriété de Lipthiz de Eq (3.4)
on peut écrire

V̇ (x(τ))≤−α3(|x(tk)+L′
x|x(τ)−x(tk)|+Lwθ (3.24)

on prendre par considération Eq (3.3) et la continuité de x(t) La borne suivante
peut être écrite pour tout τ ∈ [tk, tk+1)

|x(τ)−x(tk)| ≤M∆ (3.25)

puisque x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃ on peut conclure que x(tk) ∈ Ωρ/Ωs . ainsi on peut écrire

V̇ (x(τ))≤−α3(α−1
2 (ρs))+L′

xM∆+L′
wθ (3.26)

Si la condition de Eq.(3.18) est satisfait,alors il existe ϵw > 0 tel que l’inégalité
suivante reste valable pour x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃

V̇ (x(t))≤ −ϵw

∆ ,∀t ∈ [tk, tk+1)
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En intégrant cette borne sur t ∈ [tk, tk+1) on obtient que

V (x(tk+1))≤ V (x(tk))− ϵw

V (x(t))≤ V (x(tk)),∀t ∈ [tk, tk+1) (3.27)

∀x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃ en utilisant Eq. (3.27) il est prouvé que si ∀x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃ ,l’état
converge vers Ωρ̃ dans un nombre fini de temps d’échantillonnage sans sortir de la
région de stabilité.

— partie 3 : on suppose que le LEMPC de l’Eq. (3.5) fonctionne dans le second mode de
fonctionnement.montrons que si x(tk) ∈Ωρ alors V (x(tk+1))≤ V (x(tk)) et l’état du
système est ultimement borné dans un ensemble invariant Ωρmin .On suive le même
démarche comme dans la deuxième partie,on peut déduire que l’inégalité (3.27) reste
valable pour tout x(tk) ∈ Ωρ/Ωρs .
En utilisant ce résultat de manière récursive on a si x(tk) ∈ Ωρ/Ωρ̃ l’état converge
vers Ωρs dans un nombre fini de temps d’échantillonnage sans sortir de la région de
stabilité. Une fois que l’état converge vers Ωρs ⊆Ωρmin , il reste à l’intérieur de Ωρmin

à tout moment. Cette assertion tient grâce à la définition de ρmin. Cela prouve que
le système en boucle fermée sous le LEMPC de l’Eq. (3.5) est ultimement borné
dans Ωρmin

Remarque 5. On notera que l’ensemble Ωρ (c’est-à-dire V ≤ ρ) est un ensemble inva-
riant pour le système nominal à boucle fermée et est également un ensemble invariant pour
le système à boucle fermée soumis à des perturbations bornées (c’est-à-dire |w| ≤ θ) dans
le cadre d’une commande d’ implémentation continue par morceaux lorsque les conditions
énoncées dans le Théorème 3.6.1 sont satisfaites.Cela peut être interprété comme suit :
V̇ est négative partout dans Ωρ sauf à l’origine lorsqu’il n’y a pas de perturbations et
que le mise a jour d’actions de contrôle se fait d’une manière continue ,De plus, plus on
s’éloigne de l’origine, plus V̇ est négatif.
Cela implique que pour des perturbations suffisamment petites (c’est-à-dire θ suffisam-
ment petit) et un temps d’échantillonnage suffisamment petit (c’est-à-dire ∆ suffisamment
petit).V̇ du système en boucle fermée continuera d’être négatif pour tous les x ∈ Ωρ mais
dans une petite boule autour de l’origine (c’est-à-dire Ωρmin).

Remarque 6. On notera que le terme " ultimement borné " pour l’état d’un système
dynamique non-linéaire (en particulier du système à boucle fermée ) signifie qu’après un
temps suffisamment grand, tq, l’état du système en boucle fermée entre dans un ensemble
compact (fermé et borné) contenant l’origine (c’est-à-dire Ωρmin pour le système en boucle
fermée de l’Eq (3.1) sous le LEMPC d’Eq (3.5)) et reste dans cet ensemble pour tout t≥ tq

(c’est-à-dire tq ∈ Ωρmin∀t≥ tq )

Remarque 7. Au lieu d’exiger que l’état du système en boucle fermée se stabilise à la
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fin de l’horizon de prédiction comme dans [12],dans la conception proposée, le LEMPC
d’Eq (3.5) a deux modes de fonctionnement différents. Dans le premier mode, le LEMPC
optimise la fonction de coût économique dans la région Ωρ̃.Lorsque le LEMPC proposé est
dans le deuxième mode de fonctionnement, il amène l’état du système en boucle fermée à
l’état d’équilibre. Le LEMPC de l’équation (3.5) possède également une région de stabilité
qui peut être caractérisée explicitement.

Remarque 8. Il est à noter que pour obtenir des performances optimales, généralement,
l’horizon de prédiction du LEMPC de l’équation (3.5) doit être suffisamment long pour
couvrir la période au cours de laquelle le fonctionnement du processus doit être opti-
misé.En revanche, un horizon de prédiction long peut ne pas être pratique pour une im-
plémentation d’un algorithme MPC (en particulier pour les systèmes non linéaires avec un
grand nombre d’entrées manipulés) en raison de la charge de calcul élevée.Pour certaines
applications,on peut éviter ce problème en amenant une partie des états du système à cer-
tains points optimaux économique particulières et en faisant fonctionner le reste des états
du système de manière variable dans le temps afin de maximiser davantage la fonction de
coût économique.Cela implique que nous faisons fonctionner une partie du système dans
le deuxième mode de fonctionnement et une partie du système dans le premier mode de
fonctionnement simultanément.
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CHAPITRE

4

COMMANDE A BASE DE LYAPUNOV
AVEC MESURES ASYNCHRONES ET

RETARDÉES

Dans ce chapitre nous avons combiner les notions qu’on a vu dans l’introduction et
le le premier chapitre.Il s’agit d’une application a un procédé chimique ,une étude
de stabilité est en charge on se basent sur la notion da la Fonction de Lyapunov
avec une discrétisation des mesures dite retardées
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4.1 MPC économique basé sur la méthode de Lya-
punov avec mesures asynchrones et retardées.

Dans cette section, nous considérons la conception de LEMPC pour des systèmes
soumis à des mesures asynchrones et retardées.Plus précisément, on suppose que l’état du
système d’Eq. (3.1), x(t) est valable pour des instants de temps asynchrones {ta≥0} qui est
une séquence aléatoire croissante et que l’intervalle entre deux instants consécutifs n’est
pas fixe.Nous supposons également que les mesures sont retardées sous une forme qui sera
modéliser on utilisons une variable auxiliaire da pour indiquer le retard correspondant à
la mesure reçue à l’instant ta

Pour étudier les propriétés de stabilité dans un cadre déterministe, nous supposons
qu’il existe une limite supérieure Tm sur l’intervalle entre deux mesures successives(c’est-à-
dire maxa{ta+1−ta}≤ Tm, et une borne supérieure D sur les retards (c’est-à-dire da≤D).
Ces hypothèses sont raisonnables du point de vue du contrôle du processus. Parce que
les retards varient dans le temps, il est possible qu’à un instant donné ta les contrô-
leurs peuvent recevoir une mesure x(ta−da) qui ne fournit pas de nouvelles informations
(c’est-à-dire ta−da ≤ ta−1−da−1) et la durée maximale pendant laquelle le système peut
fonctionner en boucle ouverte après ta est D +Tm−da.
Cette borne supérieure sera utilisée dans la formulation du LEMPC pour les systèmes
soumis à des mesures asynchrones et retardées [26].

4.2 Stratégie d’implémentation du LEMPC

A chaque instant d’échantillonnage asynchrone, lorsqu’une mesure retardée est reçue,
nous proposons de profiter de l’avantage de l’utilisation du modèle nominal du système
de l’équation (3.1) et les entrées manipulées qui ont été qui ont été appliquées au système
pour estimer l’état actuel du système à partir de la mesure retardée.
Basé sur l’estimation de l’état actuel du système, un problème d’optimisation MPC est
résolu pour décider de l’entrée future optimale. d’optimisation MPC est résolu pour déci-
der la trajectoire d’entrée qui sera appliquée jusqu’à la réception de la prochaine nouvelle
mesure soit reçue , Comme dans la section précédente, nous introduisons une conception
LEMPC qui maximise une fonction de coût tenant compte des considérations économiques
spécifiques. Ce LEMPC a également deux modes de fonctionnement.

De l’instant t0 a t′ le LEMPC fonctionne dans le premier mode de fonctionnement.
Dans ce mode de fonctionnement, le LEMPC proposé maximise une fonction de coût éco-
nomique tout en maintenant l’état du système en boucle fermée dans la région de stabilité
Ωρ. Pour tenir compte de la mesure asynchrone et retardée ainsi que de la perturbation,
nous considérons une autre région Ωρ̂ avec ρ̂≤ ρ Plus précisément, lorsqu’une mesure re-
tardée est reçue à un moment d’échantillonnage où l’état actuel du système est estimé.Si
l’état actuel estimé est dans la région Ωρ̂ le LEMPC maximise la fonction de coût dans
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la région Ωρ̂ ;
si l’état actuel estimé est dans la région Ωρ/Ωρ̂, le LEMPC dirige d’abord l’état du sys-
tème vers la région Ωρ̂, puis maximise la fonction de coût dans la région Ωρ. La relation
entre ρ etρ̂ sera caractérisée par l’équation (4.15) dans le théorème 4.4.1.

Après le temps t′, le système fonctionne dans le second mode de fonctionnement. Dans
ce mode de, le LEMPC calcule les entrées de manière à ce que la fonction de Lyapunov du
système décroit d’une manière continue afin de diriger l’état du système vers un voisinage
de l’origine tout en tenant compte les mesures asynchrones et retardées.

La Stratégie d’implémentation de la LEMPC proposée avec l’échantillonnage de me-
sure asynchrone et retardées peut être résumée comme suivante :

1. A un instant d’échantillonnage ta, le contrôleur reçoit à partir des capteurs l’état
du système x(ta−da), et il estime l’état actuel du système x(ta)

2. si ta < t′ passer à l’étape 3 sinon passer a l’étape 4

3. si x(ta) ∈ Ωρ̃ passer à l’étape 3.a sinon passer a l’étape 3.b
(a) Le contrôleur maximise la fonction de coût économique dans Ωρ̃ . Passer à

l’étape 5.

(b) Le contrôleur amène l’état du système dans la région Ωρ̃. Passez à l’étape 5.
4. Le contrôleur amène l’état du système à un petit voisinage de l’état d’équilibre

souhaité.

5. Passer à l’étape 1 (a← a+1)

4.3 La formulation du LEMPC

A un instant d’échantillonnage ta, le MPC est évalué pour obtenir les trajectoires
d’entrée futures on se basant sur l’état du système reçu x(ta−da).
Le problème d’optimisation de la LEMPC proposée pour le système avec échantillonnage
de mesures asynchrones et retardées est comme suit :

max
u1,...,um∈S(∆)

∫ ta+N∆

ta

L(x̌(τ),u1(τ), . . . ,um(τ))dτ (4.1)

st
˙̌x(t) = f((̌t),u1(t), . . . ,um(t),0) (4.2)

ui(t) = u∗
i (t), i = 1, . . . ,m,t ∈ [ta−da, ta) (4.3)

ui(t) ∈ Ui, i = 1, . . . ,m,t ∈ [ta−da, ta +N∆) (4.4)

x̌(ta−da) = x(ta−da) (4.5)

˙̂x(t) = f(x̂(t),h1(x̂(ta + l∆)), . . . ,hm(x̂(ta + l∆)),0)

∀t ∈ [ta + l∆, ta + l(∆+1)), l = 0, . . . ,N −1
(4.6)
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x̂(ta) = x̌(ta) (4.7)

V (x̌(t))≤ ρ̂,∀t ∈ [ta, ta +N∆) si ta ≤ t′ et V (x̌(tk))≤ ρ̂ (4.8)

V (x̌(t))≤ V (x̂(t))∀t ∈ [ta, ta +NDa∆) si ta > t′ ou ρ̂ < V (x̌(ta)) < ρ (4.9)

où x̌ est la trajectoire prédite du système avec les entrées de commande calculées par
ce LEMPC, u∗

i (t) avec i = 1 . . . ,m représente les entrées actuelles qui ont été appliquées
au système, x(ta−da) est la mesure retardée reçue,x̂ est la trajectoire prédite du système
avec les entrées de commande déterminées par h(x) implémenté dans un mode d’échan-
tillonnage et de maintien,et NDa est le plus petit entier qui vérifie Tm +D−da ≤NDa∆,
la solution optimale de ce problème noter par ua,∗

i (t|ta), i = 1, . . . ,m, qui est définie pour
t ∈ [ta, ta +n∆) .
Il y a deux types de calculs dans le problème d’optimisation de l’équation (4.1).

Le premier type de calcul consiste à estimer l’état actuel x̃(ta) on se basant sur la
mesure retardée x(ta−da) et les valeurs d’entrée appliquées au système à partir de ta−da

jusqu’à ta (les contraintes (4.2),(4.3),(4.5)).
Le second type de calcul consiste à évaluer la trajectoire d’entrée optimale de ui,(i =

1, . . . ,m) on se basant sur x̃(ta) tenant compte la contraintes d’entrée (4.4) et la contrainte
de stabilité (4.8) on note que la longueur de la contrainte NDa dépend du retard actuel
da et peut donc avoir des valeurs différentes dans des instants différentes et doit être
actualisée avant de résoudre le problème d’optimisation de l’équation (4.1)

Les entrées manipulées du LEMPC de l’équation (4.1) pour des systèmes avec des
mesures asynchrones et différées sont définies comme suit :

uj(t) = ua,∗
j (t|ta),∀t ∈ [ta, ta+j) (4.10)

pour tout ta tel que ta−da > maxl<a(tl−dl),et si on fixe ta la variable i représente le
plus petit entier qui vérifie ta+j−da+j > ta−da et j = 1, . . . ,m.

4.4 Analyse de stabilité

Dans cette section, nous présentons les propriétés de stabilité du LEMPC proposé de
l’équation (4.1) en présence des mesures asynchrones et retardées. Pour continuer, nous
avons besoin de la proposition suivante :

Proposition 6. On considère la trajectoire nominale échantillonnée x̂(t) du système de
l’équation (3.1) en boucle fermée. pour un contrôleur h(x), qui satisfait la condition de
(3.2), obtenue en résolvant de manière récursive

˙̂x(tk) = f(x̂(t),h1(x̂(tk)), . . . ,hm(x̂(tk)),0),∀t ∈ [tk, tk+1) (4.11)
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où tk = t0 +k∆,k = 0,1, . . . soient ∆, ϵs > 0 et ρ > ρs > 0 satisfont

−α3(α−1
2 (ρs))+L′

xM∆≤ −ϵs

∆ (4.12)

Ensuite, si x̂(t0) ∈Ωρ et ρmin < ρ où est définie dans l’équation (3.19) l’inégalité suivante
est valable.

V (x̂(t)≤ V (x̂(tk),∀t ∈ [tk, tk+1) (4.13)

V (x̂(tk)≤max{V (x̂(t0))−kϵs,ρmin} (4.14)

La proposition 3 assure que si le système nominal contrôlé par la commande basée
sur Lyapunov h(x) implémentée dans un mode d’échantillonnage et de maintien et avec
une estimation d’état en boucle ouverte.commence dans Ωρ, alors il est ultimement borné
dans Ωρmin .
Le théorème 4.4.1 ci-dessous fournit des conditions suffisantes sous lesquelles le LEMPC
de l’équation (4.1) garantit que l’état du système en boucle fermée est toujours borné
dans Ωρ et est ultimement borné dans une petite région contenant l’origine.

Théorème 4.4.1. Considérons le système de l’équation (3.1) en boucle fermée sous la
forme LEMPC de l’équation (3.5) basée sur un contrôleur h(x) qui satisfait les conditions
de l’équation (3.2) Soient ϵw > 0,∆ > 0,ρ > ρ̂ > 0, et ρ > ρs > 0 satisfont

ρ̂≤ ρ−fV (fW (N∆)) (4.15)

et
−NRϵs +fV (fW (ND∆))+fV (fW (D) < 0 (4.16)

où ND est le plus petit entier vérifie ND∆≥ Tm +D, et NR est le plus petit entier vérifie
NR∆≥ Tm. si N ≥ND, ρ̃≥ ρ,x(t0) ∈ Ωρ,d0 = 0 alors l’état en boucle fermée de système
de l’équation (3.1) est toujours bornée dans Ωρ et ultimement bornée sur Ωρa ⊂ Ωρ où

ρa = ρmin +fV (fW (ND∆))+fV (fW (D) (4.17)

Démonstration. Lorsque x(t) est placé dans la zone de stabilité Ωρ, la faisabilité du pro-
blème d’optimisation de l’équation (4.1) peut être prouvée en suivant les mêmes arguments
utilisés dans la partie 1 de la preuve du théorème 3.6.1.Dans le reste de cette preuve, nous
nous concentrons à prouver que x(t) est toujours borné dans Ωρ et qu’il l’est ultimement
borné dans Ωρa .

La preuve se compose de deux parties Dans la première partie on va montrer que x(t)
restera toujours dans Ωρ lors de le première mode de fonctionnement,et dans la deuxième
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partie on va montrer que dans le deuxième mode de fonctionnement x(t) est ultimement
bornée dans Ωρa .

Dans cette preuve, on suppose que x(ta−da) est reçu à l’instant ta et que la prochaine
mesure asynchrone contenant de nouvelles informations est reçue à ta+i avec ta+i = ta +Tm

et Tm = N∆,Cela correspond au pire des cas.Lorsqu’il est prouvé que x(t) est borné dans
Ωρ et ultimement borné dans Ωρa pour ce pire cas, les résultats sont également garantis
pour le cas général c’est-à-dire ta+i ≤ ta +Tm

— partie 1 : On suppose que le LEMPC d’Eq. (4.1) fonctionne dans le premier mode
de fonctionnement.
montrons que si x̌(ta)∈Ωρ̂ alors x(ta+i)∈Ωρ ; et si x̌(ta)∈Ωρ/Ωρ̂ alors V (x(ta+i)) <

V (x(ta)) et l’état converge vers Ωρ̂ dans un nombre fini d’étapes.
Lorsque x̌(ta) ∈ Ωρ̂ ,de (4.15) on obtient que x̌(ta+i) ∈ Ωρ̂,lorsque x(t) ∈ Ωρ,∀t on
peut appliquer les deux propositions 4 et 5 pour obtenir l’inégalité suivante

V (x(ta+i))≤ V (x̌(ta+i))+fV (fW (N∆)) (4.18)

puisque V (x̌(ta+i))≤ ρ̂ si la condition (4.15) est satisfaite,on peut conclure que

x(ta+i) ∈ Ωρ (4.19)

Lorsque x̌(ta) ∈ Ωρ/Ωρ̂, de la condition (4.9) on obtient que

V (x(t))≤ V (x̌(t)),∀t ∈ [ta, ta +NDa∆) (4.20)

Par la proposition 6 et avec le fait que ρ̂ > ρs,on obtient l’inégalité suivante :

V (x̂(ta+i))≤max{V (x̂(ta))−NDaϵs,ρmin)} (4.21)

Par la proposition 4,5,on obtient l’inégalité suivante

V (x̌(ta))≤ V (x(ta))+fV (fW (da)) (4.22)

partons des deux inégalités (4.18) et (4.21) on peut écrire

V (x(ta+i))≤max{V (x(ta))−NDaϵs,ρmin)}+fV (fW (da))+fV (fW (ND∆)) (4.23)

On note que dans le calcul de la dérivée dans l’inégalité (4.23) nous avons pris en
compte que ND∆≥ Tm +D +da pour tout da

pour montrer que la fonction de Lyapunov est décroissante entre ta et ta+i l’inégalité
suivante doit être valable

NDaϵs > fV (fW (da))+fV (fW (ND∆)) (4.24)
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pour tout da≤D possible,on prendre par considération que les deux fonctions fW (.)
et fV (.) sont strictement décroissantes, et que NDa est aussi une fonction décrois-
sante du retard da et que si da = D alors NDa = NR,si la condition (4.16) est satisfaite
alors la condition (4.24) est valable pour tout da possible et il existe ϵw > 0 tel que
l’inégalité suivante soit valable

V (x(ta+i))≤max{V (x(ta))− ϵw,ρa} (4.25)

ce qui implique que si x(ta) ∈ Ωρ/Ωρ̂,alors V (x(ta+i)) < V (x(ta),Cela implique éga-
lement que l’état converge vers Ωρ̂ dans un nombre fini d’itérations sans quitter la
région de stabilité.

— partie 2 : Nous supposons que le LEMPC de (4.1) fonctionne dans le deuxième mode
de fonctionnement. on montre que x(t) est ultimement borné dans Ωρa .En suivant
des étapes similaires à celles de la partie 1, on peut de nouveau dériver à nouveau
la condition de l’équation (4.25).
Utilisons cette condition récursivement, on montre que si x(t0))∈Ωρ alors la trajec-
toire en boucle fermée du système de l’équation (3.1) sous l’LEMPC de (4.1) reste
dans Ωρ est vérifie

limsup
t→∞

V (x(t))≤ ρa (4.26)

Cela prouve les résultats énoncés dans le théorème 4.4.1[26].

53



CHAPITRE

5

APPLICATION A UN PROCÉDÉ
CHIMIQUE

Dans ce chapitre nous avons présenter une application des notion mentionner précé-
demment sur un procédé chimique,Il s’agit d’une manipulation des variables d’entrée
au sein d’un réacteur CSTR afin de maintenir le procédé à un état désiré
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5.1 la commande de procédé

La commande de procédé est une discipline visant à amener et maintenir un procédé
à un état désiré. Dans ce cadre, les variables d’état sont celles décrivant la situation dans
laquelle se trouve un procédé. Parmi celles-ci, en génie chimique, on retrouve notamment
les concentrations et les températures. Les variables d’entrée, ou variables manipulées,
sont celles pouvant être ajustées par un actuateur. Par exemple, un débit d’alimentation
à une unité peut être manipulé en ouvrant ou fermant une vanne. Enfin, les variables de
sortie sont des fonctions des variables d’état, représentant des quantités pour lesquelles
des valeurs précises peuvent être souhaitées pour des raisons économiques, de sécurité
ou environnementales. Par ailleurs, une variable de sortie pour une opération peut agir
comme variable d’entrée d’une autre opération. Ainsi, pour le contrôle d’une vanne, le
débit dans la conduite correspondante est la variable de sortie et l’ouverture, la variable
d’entrée. Ce même débit peut par la suite devenir une variable d’entrée pour le contrôle
d’un réacteur.

Les stratégies de contrôle agissent sur les variables d’entrée en sélectionnant les valeurs
qu’elles doivent prendre dans le but d’influencer l’évolution des variables d’état de manière
à ce que la ou les variables de sortie atteignent les valeurs souhaitées. Cependant, les
variables d’entrée, d’état et de sortie ne peuvent généralement pas prendre n’importe
quelle valeur. Diverses contraintes imposent des limites à celles-ci. Ces contraintes peuvent
provenir de différentes sources.

— Limitations techniques : il peut s’agir simplement de bornes sur un débit d’alimen-
tation. Celui-ci ne peut être négatif et sa valeur maximale dépend des capacités des
pompes, tuyaux et vannes impliqués. Il s’agit alors d’une contrainte sur une variable
d’entrée.

— Normes environnementales : notamment, des normes sur la qualité de l’air imposent
des limites sur l’impact qu’une usine peut avoir sur la concentration de polluant dans
l’air ambiant. Ainsi, si un réacteur émet des rejets gazeux, une contrainte sur une
variable de sortie dépendant de la température et de la concentration de polluant
sera présente.

— Normes de sécurité : pour éviter des accidents, il est normal d’imposer certaines
limites aux conditions d’opération de divers équipements. Par exemple, pour éviter
qu’un réacteur atteigne une température trop élevée en cas de dysfonctionnement,
une contrainte sur la concentration de réactif maximale peut être imposée.

Cependant, cette simplicité implique certaines limites et, à l’occasion, des méthodes de
contrôles plus complexes deviennent préférables. Dans ces situations, l’optimisation peut
jouer un rôle majeur dans le contrôle de procédé. En mathématiques, l’optimisation
consiste à trouver les valeurs maximales ou minimales d’une fonction objectif en déter-
minant les valeurs des variables indépendantes correspondantes, tout en tenant compte
des diverses contraintes applicables. Comme les méthodes de contrôle visent à amener
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un système à des états désirés, il est naturel de vouloir déterminer quels sont les états
idéaux et les meilleurs chemins pour s’y rendre. L’optimisation est donc un outil de choix,
tant pour déterminer les états souhaités que les entrées qui y mèneront. La commande
prédictive non-linéaire (NMPC) en est un bon exemple : celle-ci procède par optimisation
successive alors que le système évolue dans le temps, utilisant les mesures faites en ligne
pour adapter les conditions initiales à chaque fois.

5.2 Description du réacteur

Un des réacteurs les plus utilisés dans l’industrie chimiques et pétrochimiques est
le réacteur ouvert complètement agité, exothermique irréversible avec chemise de refroi-
dissement ( Continously Stirred Tank Reactor). le processus multivariable suivant
correspond à un système emprunté à , auquel il a été fait une légère modification pour
pouvoir appliquer la commande NMPC. Le système consiste en un réacteur chimique avec
chemise de refroidissement. la décomposition d’un produit A en un autre produit B se
produit dans le réacteur figure 5.1. La réaction peut être écrite comme suit :

A 7→B

La réaction est exothermique et par conséquent la température doit être contrôlée par
circulation d’eau à travers la chemise de refroidissement qui entoure les parois du réservoir.
L’objectif est de régler la température dans le réservoir (TR) et la concentration du produit
en sortie (CA) En jouant sur la manipulation du débit d’alimentation (FL) et le débit de
refroidissement(FC) .

Figure 5.1 – Schéma du réacteur complètement agité exothermique irréversible [28]

5.2.1 Modélisation du CSTR

Le développement du modèle initial du CSTR est basé sur quatre hypothèses
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1. Le CSTR est parfaitement agité .
2. les densités massiques du composant d’entrée et celui produit sont égaux et iden-

tiques (désignés par ρ ) .
3. le volume de liquide V dans le réacteur est conservé constant par un conduit d’éva-

cuation .
4. le taux de réaction (r) est d’ordre un par rapport à A est donnée par :

r = k ·CA

Avec
— k la vitesse de réaction qui suit une loi d’Arrhénius de type :

k = k0 exp−E

RT

— k0 le facteur de fréquence
— E energie d’activation
— R est la constante universelle des gaz parfaits
— T la température du melieu reactionnelle

Le modèle mathématique du procédé est issu de deux bilans : un bilan de matière et un
bilan d’énergie. La modélisation est réalisée sous les hypothèses précédentes.

Le comportement dynamique du réacteur est donnée par un système d’équation diffé-
rentielle ordinaires non linéaires[20]

dCA

dt
= F

V
(CA0−CA)−k0 exp(−E

RT
)C2

A (5.1)

dT

dt
= F

V
(T0−T )+ −∆H

ρCp
k0 exp(−E

RT
)C2

A + Q

ρCpV
(5.2)

Avec
— V représente le volume du réacteur
— CA représente la concentration du produit à la sortie
— ∆H enthalpie de réaction
— Q représente le taux d’entrée/sortie de la chaleur
— CA concentration du produit à la sortie
— Cp la capacité thermique
— ρ masse volumique du fluide dans le réacteur
— FL on le notera F représente le débit de produit entrant .
— T0 température d’alimentation dans le réacteur
— CA0 concentration d’alimentation.
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5.3 application

Le procédé d’Eq.(5.1) est simulé numériquement en utilisant une méthode d’intégration
explicite d’Euler avec un pas hc = 10−4

Le modèle de procédé a un état d’équilibre instable et un état d’équilibre stable dans
le domaine d’intérêt,l’objectif de la commande est de réguler le processus dans une région
autour de l’état d’équilibre instable (CAs,Ts) afin de maximiser le taux de production de
B.
Il y a deux entrées manipulées, L’une des entrées est la concentration de A à l’entrée du
réacteur,CA0,et l’autre est le taux d’entrée/sortie de la chaleur externe Q ,Les valeurs
d’entrée associées à l’état d’équilibre sont désignées par CA0 et Qs, respectivement.

Le modèle de procédé de l’équation (5.1) appartient à la classe de systèmes non li-
néaires suivante :

ẋ(t) = f(x(t))+g1(x(t))u1(t)+g2(x(t))u2(t)+w(t) (5.3)

où xT = [C−CAs,T −Ts] est l’état, u1 = CA0−CAs et u2 = Q−Qs,sont les entrées ,f =
[f1,f2]T et gi = [gi1,gi2]T (i = 1,2) sont des fonctions vecteur,w = [w1,w2]T et le vecteur
de perturbation bornée .

La mesure économique que nous considère dans cet exemple est comme suit :

L(x,u1,u2) = 1
tf

∫ tf

0
k0 exp(−E

RT
)C2

A(τ)dτ (5.4)

où tf = 1 hr est le temps final de simulation,cette fonction d’objectif économique
consiste à maximiser le taux de production moyen durant l’opération du procédé pour
tf = 1 hr ,on considère également qu’il y a une limitation de la quantité de matériau
utilisée sur la période tf . Plus précisément, la trajectoire d’entrée de la commande de
u1doit satisfaire la contrainte suivante

1
tf

∫ tf

0
u1(τ)dτ = 1kmol/m3 (5.5)

Cette contrainte signifie que la quantité moyenne de u1 pendant une période est fixe,Pour
des raisons de simplicité et sans perte de généralité, nous appellerons l’équation (5.5) la
contrainte intégrale.

5.3.1 Echantillonnage synchrone des mesures

Nous allons construire un LEMPC suivant l’équation (3.5) pour manipuler les deux
entrées de commande.On suppose que l’état du système complet x est mesuré et envoyé
au LEMPC à des instants synchrones tk = k∆,k = 0, . . . , avec ∆ = 0.01hr = 36 sec.
L’horizon du LEMPC est N = 10. Pour la région de stabilité, on considère une fonction
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de Lyapunov quadratique V (x) = xT Px evec P = diag([716.83 1]).
Pour estimer la région de stabilité Ωρ,nous évaluons V̇ en supposant que u1 est uniformé-
ment distribué sur tf (i.e.,u1(τ) = 1, 0≤ τ ≤ tf )et utiliser la linéarisation par rétroaction
pour u2 sous la contrainte d’entrée umax

2 et la perturbation bornée |w1| ≤ 1kmol/m3 et
|w2| ≤ 40k

Puisque le LEMPC est évalué en temps discret au cours de la simulation en boucle
fermée, la contrainte intégrale est appliquée comme suit :

M−1∑
i=0

u1(ti) = tf

∆ (5.6)

où M = 100 Pour s’assurer que la contrainte intégrale est satisfaite au long de la période
tf , à chaque instant d’échantillonnage au cours duquel le LEMPC obtient la trajectoire
optimale de l’entrée de commande,il utilise les entrées u1 calculées précédemment pour
contraindre la valeur de la première étape de la trajectoire d’entrée de commande u1 à
l’échantillonnage actuel,baser sur la formulation de la fonction de coût, pour la maximi-
sation, on s’attend à ce que CA et T soient augmentent, ce qui fait qu’au début de la
simulation en boucle fermée , u1 devrait atteindre sa valeur maximal et après un certain
temps, il descendra à sa valeur minimale pour satisfaire la contrainte intégrale.
Nous supposons que la décroissance de la fonction de Lyapunov commence dès le début
de la simulation (c’est-à-dire t′ = 0).pour une partie de l’état du système (c’est-à-dire
la température), Pour maximiser le taux de production, nous choisissons une tempéra-
ture près de la limite de la région de stabilité (T = 430 K), on considère les contraintes
sur l’entrée de contrôle Q.En raison du fait que la première équation différentielle (CA)
dans l’équation (5.1) est l’entrée de l’état stable (ISS)avec respect de T ,et la contrainte
contractive de l’Eq. 45g (voir Eq. 45) assure que la température converge vers le point
de référence du système en boucle fermée est garantie dans la zone de fonctionnement
d’intérêt.

Dans ce but nous définissons VT (tk) = T (tk)− 430,La formulation du LEMPC pour
l’exemple de procédé chimique est de la forme :

max
u1,u2∈S(∆)

= 1
N∆

∫ tk+N

tk

k0 exp(−E

RT
)C2

A(τ)dτ (5.7)

˙̃x(t) = f(x̃(t))+
2∑

i=1
gi(x̃(t)ui(t)) (5.8)

u1(t) ∈ gζ , ∀t ∈ [tk, tk+1) (5.9)

x̃(tk) = x(tk) (5.10)

x̃(tk) ∈ Ωρ̃ (5.11)
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ui(t) ∈ Ui (5.12)

dVT (tk)
dT

(f2(x(tk))+g22(x(tk)u2(tk))≤−γVT (tk) (5.13)

où x(tk) est la mesure de l’état du procédé au moment de l’échantillonnage x(tk),γ = 9.53
et la contrainte (5.9) implique que que la valeur du premier pas de u1 doit être choisie
pour satisfaire la contrainte intégrale où l’expression explicite de gζ peut être calculée on
se basant sur (5.6) et la contrainte de magnitude sur u1.
De même, la contrainte de l’équation (5.13) pousse la fonction de Lyapunov, basée sur la
température, à diminuer dès le début de la simulation.

5.3.2 Echantillonnage asynchrones avec retard des mesures

Pour cet ensemble de simulations, il est supposé que les mesures d’état du procédé
sont disponibles de manière asynchrone à des instants {ta≥0} avec une borne supérieur
T = 6∆ sur l’intervalle maximum entre deux mesures successives d’état asynchrone,où ∆
est le temps d’échantillonnage du contrôleur et du capteur avec ∆ = 0.01 = 36sec.

Pour modéliser la séquence temporelle {ta≥0}, nous utilisons un processus de Poisson
à borne supérieure ce processus est défini par le nombre d’événements par unité de temps
W L’intervalle entre deux temps d’échantillonnage successifs concentrer (événements du
processus de Poisson) est donné par ∆a = min{lnχ/W,Tm} où χ est une variable aléa-
toire avec distribution de probabilité uniforme entre 0 et 1,Cette génération garantit que
maxa{ta− ta+1} ≤ Tm

La formulation du LEMPC pour l’exemple de procédé chimique est de la forme :

max
u1,u2∈S(∆)

= 1
N∆

∫ ta+N∆

ta

k0 exp(−E

RT
)C2

A(τ)dτ (5.14)

˙̌x(t) = f(x̌(t))+
2∑

i=1
gi(x̌(t)u∗

i (t)) ∀t ∈ [ta−da, ta) (5.15)

˙̌x(t) = f(x̌(t))+
2∑

i=1
gi(x̌(t)ui(t)) ∀t ∈ [ta, ta +N∆) (5.16)

u1(t) ∈ gζ , ∀t ∈ [ta, ta +N∆) (5.17)

x̌(ta−da) = x(ta−da) (5.18)

x̌ ∈ Ωρ̃ (5.19)

ui(t) ∈ Ui (5.20)

VT (ta +(l +1)∆)≤ βVT (ta + l∆)l = 0, . . . ,NDa (5.21)

où x(ta) est la mesure de l’état du procédé à l’instant d’échantillonnage ta et β = 1/1.1
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=0.909,la contrainte (5.21) forcer la fonction de Lyapunov a décroît en se basant sur la
température pour NDa temps d’échantillonnage.

5.3.3 Analyse de Simulations

Les simulations ont été réalisées par Mohsen Heidarinejad [26] à l’aide du langage de
programmation Java sur un ordinateur Pentium 3,20 GHz. Les problèmes d’optimisation
ont été résolus à l’aide du logiciel gratuit Ipopt [27]

L’objectif de ces simulations est de démontrer que :

1. le LEMPC proposé stabilise le système en boucle fermée pour différentes conditions
initiales.

2. la conception LEMPC proposée maximise la mesure économique L(x,u1,u2)

3. la conception LEMPC proposée permet d’obtenir une stabilité pratique en boucle
fermée dans différentes conditions initiales

4. la conception LEMPC proposée offre une valeur de fonction de coût plus élevée par
rapport au fonctionnement d’état d’équilibre

pour plus de détailles veilliez consulter [26]

5.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposer des conceptions de la commande prédictive
(MPC), qui sont capables d’optimiser la performance en boucle fermée par rapport aux
considérations économiques générales pour une large classe de systèmes non linéaires.

Plus précisément, dans les conceptions proposées, le MPC économique optimise une
fonction de coût, qui est directement liée aux considérations économiques souhaitées et ne
dépend pas nécessairement d’un état stable, contrairement aux modèles conventionnels
classiques.

Dans le départ, nous avons considérer les systèmes non linéaires avec un échantillon-
nage synchrone de mesures. Le MPC économique proposé est conçu via des techniques
basées sur Lyapunov et possède deux modes de fonctionnement différents.

Le premier mode de fonctionnement correspond à la période pendant laquelle la fonc-
tion de coût doit être optimisée (par exemple, la période de production normale). dans ce
mode de fonctionnement, le MPC maintient l’état du système en boucle fermée dans une
zone de stabilité prédéfinie et optimise la fonction de coût au maximum.

Le deuxième mode de fonctionnement correspond à un fonctionnement dans lequel le
système est conduit par la commande prédictive économique (MPC) à un état d’équilibre
approprié. Dans ce mode de fonctionnement, des contraintes appropriées basées sur le
modèle Lyapunov sont incorporées dans la conception du MPC économique afin de ga-
rantir que l’état du système en boucle fermée est toujours borné dans la région de stabilité
prédéfinie et est et qu’il est ultimement borné dans une petite région contenant l’origine.
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Par la suite, nous avons appliquer ces résultats aux aux systèmes non linéaires soumis
à des mesures asynchrones et retardées.Sous l’hypothèse qu’il existe une borne supérieure
sur l’intervalle entre deux mesures asynchrones consécutives et une borne supérieure sur le
maximum des mesures, une conception MPC économique qui tient compte explicitement
des mesures asynchrones et retardées et assure la stabilité en boucle fermée est proposé.
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Conclusion générale
La commande prédictive à horizon fini est une démarche ouverte, facile à implanter en
milieu industriel et extensible, sans peine, aux cas multi-variable et nonlinéaire. Si ses
principes sont bien respectés, elle est capable d’intégrer précisément tous les résultats des
autres techniques de commande. Dans ce travail, il s’agissait :

— d’adopter et d’appliquer la stratégie de commande MPC sans et avec contraintes.

— de voir la supériorité de cette méthode par rapport à la régulation par contrôleurs
PID.

— de distinguer cette technique évoluée de commande qui peut facilement s’adapter
avec les systèmes non linéaire

Les résultats obtenus avec ce type de commande avancé et facile d’emploi sont très satis-
faisants, tout en remarquant que pour les différentes applications, les objectifs prescrits
sont atteints.

Comme perspectives, on pourrait envisager l’application d’un autre algorithme MPC
aux cas des procédés non-linéaires avec fusion de cette technique de commande avec
d’autres, appelées techniques de commande intelligentes comme celles utilisant les le rai-
sonnement flou ou même les algorithmes génétiques.
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