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Introduction

En mathématiques, il existe de nombreuses classes d’applications carac-
térisées par des propriétés remarquables, les applications linéaires continues
en sont un exemple fondamentale.

En effet, les applications linéaires interviennent dans de nombreuses situa-
tions :

— En Analyse, elles servent & approximer localement des fonctions.
— En Algebre, on les utilise pour représenter des équations.
— En Géométrie, elles modélisent les symétries d’un objet...
Le but du présent travail est 'exposé de quelques notions relatives aux
applications linéaires continues. Autrement dit, le but est la réponse aux
questions suivantes :

— Quand est ce qu'une application linéaire définie sur un espace vecto-
riel normé de dimension finie ou infinie est continue ?

— Comment on définit et on calcule la norme d'une application linéaire
continue ?

Pour ce faire on va introduire d’abord la notion de distance liée aux espaces
métriques, ensuite on va aborder les proprités d’une norme qui va donner
naissance a la notion de topologie associée & une norme donnée. Et enfin
on va donner quelques caractérisations des applications linéaires continues,
en particulier les formes linéaires continues, et on va calculer la norme dite
"trois barres" de ces derniéres.



Chapitre 1

Espaces métriques

Un espace métrique est la donnée d’un ensemble dont les éléments sont
considérés comme des points et d’une application qui permet de mesurer si
deux points sont "proches" ou "éloignés". Plus précisément on a :

1.1 Distance

Définition 1.1.1 .
Soit E un ensemble. On appelle distance (métrique) définie sur E toute
application :

d:ExFE—RT,

qui vérifie les trois ariomes suivants pour tout x,y,z €E :
1. d(z,y)=0 <= z=y (aziome de séparation).
2. d(zr,y)=d(y,x) (axiome de symétrie).
3. d(z,y)< d(z,z)+d(zy) (inégalité triangulaire).

Un ensemble E muni d’une distance d est appelé espace métrique.
On le note (E,d). Ses éléments sont appelés points.

Remarques 1.1.1 .

1. L’axiome de séparation exprime le fait que la distance entre un point
et lui-méme est nulle et c’est le seul cas.

2. L’aziome de symétrie exprime que la distance entre le départ et l’ar-
rivée est la méme.

3. L’ inégalité triangulaire peut s’ interpréter dans certains cas par la mazime

2

sutvante : 7 le plus court chemin est la ligne droite ”.



Propriétés 1.1.1 .

1. Soit (X,d) un espace métrique. Soit A une partie de X.
On dit que A est un sous espace métrique de X si A est muni de la
distance :

da(z,y) = d(z,y), Vz,y€ A

La distance est la restriction de d a A X A, elle s’appelle la distance
induite par E sur A.
En effet, il est claire que d est une distance sur A.

2. Soient (Ey,dy) et (Ey,dy) deux espaces métriques alors Uapplication :

d: (El, EQ) X <E17E2) — R+
(), (2, y) +— di(z,2) +da(y,y).
d est une distance sur B x E.
En effet, En effet, soit (v,y), (x',y),(x",y") € By x Fs.

(a) Aziome de séparation :

d<<x7@/)7<xl7yl>) =0 dl(xvx/)"i_dQ(ya?//) =0
dl(xvx,) =0 et dQ(yvy/) =0
=1z et Y= y/

(z,y) = (,y).

[

(b) Axiome de symétrie :

d((z,y), (z',y)) = di(z,2") +do(y.y)
= di(z',2) + da(y',y)

’ !

= d((z,y), (z,9))-
(¢) Inégalité triangulaire :

d((z,y),(@,y)) = di(z,2") +da(y,y)
< di(ma’) +di(a,2) +da(y,y’) + da(y L y)
= d((z,y), (2", y") +d((=",y"), (2" y)).

Donc d est une distance surll x E

3. Soit (E,d) un espace métrique, a € E alors

f:E — RF
v @) = d(ra),

5



est continue sur (E,d). En effet,
soit v,y € B on a:

|f(x) = fy)| = ld(z,a)—d(y,a)
< d(z,y).

Donc f est lipschitzienne sur E de rapport 1 donc continue sur E.

Exemples 1.1.1 .
1. R muni de la valeur absolue |.| est un espace métrique.

2. Distance discréte :
Soit E un ensemble non vide. Pour x,y € E, on pose :

0 six=y

d est une distance sur E.

3. Distance SNCF :
NB :SNCF signifie Société Nationale des Chemins de fer Francais.
Prenons une partie du réseau SNCF que ['on peut modéliser par le
graphe suivant :

L.ille:
T
1
@ 1’,—11;'i,-a| Srrasbourg
- 2 -
4 AN _— 27
Ronnes & 1 T e-1-=
T Dijon Besangon
- 2 /

A wigrnon
- ~
MNinnes - ® MNMarscille

Les noeuds modélisent les gares, les arcs les lignes de chemin de fer
tandis que les valeurs de ces arcs représentent le temps de trajet en
heures (le poids d’un arc).

On munit ce graphe de la distance du plus court chemin i.e. la distance
entre deux gares distincts de ce graphe est la plus petite somme des
temps de trajet entre les deux gares prises sur [’ensemble des itinéraires
entre ces deuz gares.

On remarquera que Dijon est a la méme distance SNCF de Paris que



" n

de Besancon, alors que la distance " a vol d’oiseau " entre Paris et
Digon est plus grande que celle entre Dijon et Besancon. La distance
entre deux points est fondamentalement sujette a diverses contraintes
qut peuvent nous étre 1mposées.

. La distance du maximum dans le plan :

La pression artérielle se mesure au moyen de deux valeurs. La plus
grande des deux est la pression systolique et la plus petite, la pres-
sion diastolique. Supposons que la pression artérielle d’un patient va-
rie anormalement et que l'on veuille mesurer la différence entre deux
mesures de la pression systolique ou entre les deux mesures correspon-
dantes de la diastolique, afin de déterminer laquelle varie le plus. Une
modélisation possible est la suivante :

Le couple (x1,y1) représente la pression artérielle d’un patient a l'ins-
tant t=1, et (xza,y2) représente la pression artérielle du méme patient
a linstant t=2, ot x1 et xo sont les deux pressions systolique, vy, et yo
sont les pressions diastolique. Avec (x1,y1), (x2,y2) € R%

doo : R2 xR2 = R,

(($1,yl)a(932>y2)) — Max(|$1—932’a‘yl—y2|)-

A Uaide de cette modélisation par la distance du mazimum dans le
plan on va pouvoir contréler la variation de la pression artérielle d’un
patient, c’est a dire, on va savoir si la pression du patient varie nor-
malement ou pas.



Chapitre 2

Espaces vectoriels normées

La classe des espaces vectoriels normés (e.v.n.) est la classe des espaces
métriques la plus importante en analyse. Ainsi, le calcul différentiel a pour
théatre les espaces de Banach qui sont des e.v.n. particuliers.

2.1 Espace vectoriel

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne T.
Définition 2.1.1 (Un groupe).
(E,T) est dit un groupe si les axiomes suivants sont vérifiés :

1. La loi T est associative.

2. 1l existe un élément neutre.

3. Tout élément est symétrisable.

On dit que (G, T) est un groupe commutatif (ou abélien) si la loi est commu-
tative.

Définition 2.1.2 (Anneau,).
On appelle anneau un ensemble A muni de deuz lois de composition internes,
une addition et une multiplication telles que :

1. A est un groupe commutatif pour l’addition.
2. La multiplication est associative.

3. la multiplication est disributive par rapport a 'addition, c’est a dire
que pour tout x,y,z € A, on a :
x(y+z2)=axy+xz et (y+ 2)r = yr + zz.



Si en outre, la multiplication est commutative, on dit que A est un anneau

commutatif.
Si A posséde un élément neutre pour la multiplication, on note 1 cet élément
unité et on dit que A — {0} est un anneau unitaire.

Définition 2.1.3 (Corps).

Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non nul est in-
versible, c¢’est a dire que A — {0} est un groupe pour la multiplication. Si la
multiplication d’un corps est commutative, on dit que le corps est commutatif.

Exemple 2.1.1 .
R, +,.), (C,+,.), (Q,+,.), sont tous des corps commutatifs.

Définition 2.1.4 (espace vectoriel).
On dit que (E,+,.) est un espace vectoriel sur K ou encore (E,+,.) est un K-
espace vectoriel si :
1. E est un ensemble et K est un corps ( dans la pratique souvent Kest
l'un des trois corps suivants Q, R, ou C).
2. + est une loi de composition interne sur E et (E,+) est un groupe
abélien.
3. . est une lois de composition externe sur E a opérateurs dans K véri-
fiant les propriétés suivantes :
(a) (Va € K)(Vb e K)(Vx € E) :
(a+b).x = (a.x)+ (b.x) et (ab).x = a.(b.x).
(b) Va e K)(Vz € E)(Vy € E) :
a.(z+y) = (a.z) + (a.y).
(c) Vx e E): lx=ux.

Les éléments de K sont appelés les scalaires, les éléments de E les vecteurs.

Exemples 2.1.1 .

1. Tout corps K se présente comme un K-espace vectoriel. L’addition et
la multiplication de K fournissent respectivement l’addition vectorielle
et la multiplication par un scalaire.

2. L’ensemble Co(X) des fonctions continues réelles ou complexes défi-
nies sur un intervalle |a,b[ est un espace vectoriel (réel ou complexe)
munit d’une addition entre ses fonctions et d’une multiplication par
un scalaire.

3. L’ensembles des fonctions polynomes sur R ou C est un espace vecto-
riel munit d’une addition et d’une multiplication par un scalaire.



2.2 Base et dimension d’un espace vectoriel

Les bases constituent un outil pratique : elles permettent d’engendrer un
espace vectoriel E (au moyen des combinaisons linéaires) et contiennent un
nombre de vecteurs aussi petit que possible.

La dimension est un invariant associé a tout espace vectoriel E sur un corps
K.

La dimension de E est le cardinal commun & toutes ses bases. Ce nombre est
noté dim(E).

Si E admet une partie génératrice finie, alors sa dimension est finie et elle
vaut le nombre de vecteurs constituant une base de E.

Définition 2.2.1 .(Famille liée)

Une famille F={V1,...., V,} d’un espace vectoriel E sur un corps K est dite
libre, et ses vecteurs sont dits linéairement indépendants, lorsque :

4 ()\1, )\2, )\3, ceey /\n) € Kn; St

MVI+Vo+ 4+ ANV, =0, alors, \y =Xy = ... =\, =0.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Définition 2.2.2 .(Famille génératrice)

Une famille F={V1,...., V,} d’un espace vectoriel E sur un corps K est dite
génératrice lorsque tout vecteur V de E est combinaison linéaire de ses vec-
teurs.

Définition 2.2.3 .(Base)
Une famille F={V1,...., V,} d’un espace vectoriel E sur un corps K est dite
base de E lorsqu’elle est libre et génératrice.

2.3 Espaces vectoriels de dimension finie.

Théoréme 2.3.1 .
Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme
nombre d’éléments appelé dimension de [’espace E.

Définition 2.3.1 .
Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie sur K s%l admet une base

finie.

Exemples 2.3.1 .

1. R™ est un R-espace vectoriel de dimension n.
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2. R[X] lespace vectoriel des polynomes a coefficients réelles est un R-
espace vectoriel de dimension infinie.

3. lespace vectoriel des fonctions continues de [0,1] a valeurs dans R est
un R-espace vectoriel de dimension infinie.

2.4 Norme

Définition 2.4.1 (Norme).

Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K=R ou C).

Une norme est une application de E a valeurs positives et qui vérifie les trois
axiomes suivants pour tout r,y € E et A € R :

1. ||z|| =0 <= x =0 (aziome de séparation).
2. |[\z|| = |M||z]| (axiome d’homogénéité).
3. e +yll < ||lz|| + |lyl| (inégalité triangulaire).

Le couple (E,||.||) est appelé espace vectoriel normé (en abrégé e.v.n.) sur K.

Remarque 2.4.1 .

E est un espace vectoriel normé veut dire que E est un ensemble de points (les
vecteurs), muni d’une addition et d’une multiplication qui permet de former
des combinaisons linéaires qui restent dans [’ensemble. On donne ainsi un
sens a des expressions de la forme (A\x1+ AoTa+ ..... + Auxy,) les A;, sont des
scalaires et les x; des vecteurs de E. Ensuite on équipe cet espace vectoriel
d’une norme qui rend compte de la taille des vecteurs de F.

Propriétés 2.4.1 .

1. Pour tout x,y € £ on a :
]l = Myl < [l +yll < =]l + [yl
en effet, soit x,y € B

|l =z +y —yll <[z +yll + llyll,
ceci implique :
[zl = [lyl| < [l +yl|

par symétrie, et en échangeant le role de x et de y on obtient :

[yl = ]| <y + =l,

D’ow on obtient :

Il = {1zl < ly + «l],

11



la deuxieme inégalité provient de l'inégalité triangulaire (3) de la dé-
finition de la norme.
2. La norme est sous-linéaire, c’est a dire qu’elle vérifie la propriété sui-
vante :
V(A\z,y) e KxE?, 1Az +yl] < [A]]] + [yl

qui se généralise par récurrence en :

Ay + Aoz + oo+ Aual| < Dalllenl] + Degll ezl + .+ allal .

Exemples 2.4.1 .

1. Normes sur K" :
Soit E=K" avec K =R ou C.
Pour x = (1), <4<, , ON POSE :
(a) |[z]], = 3 p_g okl
n 2
(0) lzlly = (pzg lzal )2

(c) ||m||Oo = Sup{|zr|,1 <k<n}.neN
(@) ||z||, = (Cp_g ") avee p > 1.

En effet,

(a) Soit z,y € K", et A € R.
Soit ||.||; la norme définit sur K par :

2]l = D ko |2kl

montrons que ||.||, est une norme sur K".
En effet,

i. Axiome de séparation :

n

o], =0 <= > |ml=0
k=0
<~ |x|=0 V ke{l,2,...,n}
— x,=0 V ke{l,2,..,n}
~— z=0.



1. Axiome d’homogénéité :

n

Nzl = D A

k=0

= D ALl
k=0
= ALYl
k=0

= ALl
1. Inégalité triangulaire :
o+l = > fan+ el
k=0
< Z’%""ZWH
k=0 k=0
=l + Iyl

D’ou ||.||, est une norme sur K"

(b) sa démonstration sera incluse dans la démonstration de la norme
.

(c) ||z|lo, = Sup {|zk],1 < k < n} est une norme sur E.
En effet, soit v,y € E et A € R, avec :

T = (xk)keN ety = (yk)keN'

1. Axziome de séparation :

zll, =0 <= Sup{lzr|,1<k<n}=0
< |rg|=0 Vk e€{1,2,..,n}
— x,=0 VEk e{l,2,...,n}
— x=0.

. Aziome d’homogénéité :

Azl = Sup{|Aak|,1 <k <n}
Sup {|\|.|zk], 1 <k <n}
IAl.Sup {|z|,1 < k <n}
= [Al]z]|-

13



1. Inégalité triangulaire :

loe +ye] < lzkl +luel YR €{1,2,..,n}
ok +ukl < Sup{|agl, 1 <k <n}+ Sup{lye|, 1 <k <n}
Sup{ler +yl,1 <k <n} < Sup{lap,1 <k <n}+ Sup{lyel,1 <k <n}.

ce qui est équivalent a :
|2+l < Ml + 1yl
Donc ||.||, est une norme sur K".

(d) > |24[P) " est une norme sur K.
En effet, soit x,y € E et A € R, avec :

T = ($k>keN ely = (yk)keN'

1. Axziome de séparation :

n 1/p
lell, =0 <= Q_luf) =0
k=0
= > |ul =0
k=0
<~ |'=0 Vk €{1,2,...n}.
<~ |z =0 VEk €{1,2,....,n}.
— x,=0 Vk €{1,2,...,n}.
— z=0.
1. Axiome d’homogénéité :
n 1/p
Aall, = Q)
=0

n 1/p
= Q_ PPl
= n 1/p
= PO ml)
k=0
= A2l

1. Linégalité triangulaire pour cette norme s’appelle ['inégalitée
de Minkowski :

14



(ko lzn + wel") P < (g )P + (24 luwl”) P

Cette inégalité est fausse st p<1, et elle est évidente st p=1.
Supposons p>1 :

Linégalité de Minkowski découle de l'inégalité de Holder sui-
vante :

> loeyel” < (2 wl”) P (0o lyel ).
ou q est le conjugué de p :
1,1 __ ; — _P_
p—l—q—l e q= 3,
(p>1=q>1)

Preuve de l'inégalité de Minkowski :

On a

> heo lTr + url” < D201y ([l + ye])”
et

n n

Dzl 1w’ = D (el + gl (el + yl)

k=1 k=1

= D leel(anl + Lyl + D lyel (ol + lw)"
k=1 k=1

Et a Uaide de linégalité de Holder, on obtient :

gﬂxk Tl < gumf’)“p(; (lzal + )~ 00) e
+ (;(kalp)”’?(é (k] + [y P D)1/,
or (p-1)g=p
;G% Tl < k:uxup)l/%k: (lal + Iyl e
+ (]:1(kalp)l/”(;1 (1] + [ye])?)
= <<:1<|xk|p>1/f? + <k§n;<|yk|p>1/f7>><:l (el + lonl)?) /)

15



D’ou,
(Xhemr (el A+ Ty D7) o=P < (0 ()P4 (2o () 7).

i.€.
[z +yll, < llll, + [yl
2. Norme hilbertienne :
Soit E un espace vectoriel sur K, par ezemple E = R™. Un produit
scalaire sur E est une application, notée < .,. >, définie de £ x E
dans R, vérifiant :
pour tout x,y,z € E et A€ R :

(a) < z,y >=<vy,x > ( symélrie).
(b)) <zx+zy>=<wz,y>+<z,y>
(c) < Ax,y>= A <z,y>

(d) <z,0>=0 <= x=0cet <z,x>>0 ( positivité).
Un espace préhilbertien est défini comme un espace vectoriel réel
ou complexe muni d’un produit scalaire .

Dans un espace préhilbertien réel E on définit une norme :
IIl|: E — R
x — |lz||=¥<z,2>.

qui est une norme sur E.

Cette norme est la norme hilbertienne associée au produit scalaire
<., .>.

En effet, soit x,y € E et A\ € R :
(a) Aziome de séparation :
llz]] =0 <= ¥<z,2>=0

= <<z,z>=0
— z=0.

(b) Aziome d’homogénéité :

Nzl = <Xz rz>
_ YV <aas
— Wy<mas

A el

16



(¢) Inégalité triangulaire :
=+ yl| < [zl +[lyl|
découle de l’inégalité de Cauchy -Schwartz suivante :
| <zy>| <|lz|l|lyll
En effet, soit x,y € F,

lz+yllP = <z+ya+y>
= <zrx>42<z,y>+<vy,y>
2 2
< f=l]” + 2[|=[] [lyl] + [yl
2
L]+ [yl ]

D’ou :
e +yll < llzll +[lyll Vz,ye k.
Preuve de l’inégalité de Cauchy-Schwartz :
V(z,y) € E? | <z,y>[< |zl [lyll-
En effet, soit (z,y) € E* et N\ER, on a :

lz+ Xzl = <z+ Ay, 2+ y>
= <mar>+2<zy>+N<yy>
qui est un polynéme positif en A donc son discriminant est
négatif, c’est a dire :
§<0 <= d<zy>>—d<z,x><y,y><0
= A< zy > — Al lyl]F <0
= <azy>< |2l |lyll, V(r,y,A) € E* xR

3. Normes sur un espace vectoriel des fonctions continues :
Soit E = C([0,1]) l'espace vectoriel des fonctions continues def0,1] a
valeurs dans R, qui est un espace vectoriel normé pour chacune des
normes suivantes :

Avec, f € E, et x € [0,1] :

(a) /1l = Jo | (@) da.

(b) ||f||2 fo |f | dl’ 12,

(c) Ifll, = fo |f(2)|P dz)Y? | ow p est un réel fixé p > 1.

(d) ||flloe = sup,eo|f(z)| (norme de la convergence uniforme).

Ces démonstrations sont analogues a celles de 'exzemple 2.4.1.1.
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Chapitre 3

La relation entre norme et
distance

Proposition 3.0.1 .
Tout e.v.n. (E,||.||) sur K, est un espace métrique pour la distance
canonique associée a la norme ||.|| :

d(z,y) = ||z —yll, V(x,y) € E*.

Démonstration 3.0.1 .
En effet, soit (x,y,z) € E3

1. Aziome de séparation :

dz,y) =0 <= |lz—y||=0
— zr—-—y=0

= r=uy.
2. Aziome de symétrie :
d(z,y) = |[lz =yl
= |y — =]
= d(y,x).
3. Inégalité triangulaire :
d(z,y) = |l =yl
= llr—z+z-yl|

IA

|z = z2[[ + [|z = 9]l
= d(x,2) +d(z,y).
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Donc (E,d) est un espace métrique.

Remarque 3.0.1 .

Dans un e.v.n. E on dispose d’une addition entre les éléments de E et d’une
multiplication par un scalaire, ce qui n’est pas toujours le cas pour un espace
métrique. Donc pour dire qu’une distance provient d’une norme, cette dis-
tance doit vérifier en plus, pour tout (x,y,z,\) € E> x K :

1. d(x+ z,y + 2) = d(x,y) (invariance par translation).
2. d(Ax, \y) = |\|d(z,y) (homogénéité positive).

1ls existent donc des distances sur des espaces vectoriels qui ne proviennt pas
des normes en voici quelques exemples :

Contre-exemples 3.0.1 .

1. Soit Uapplication d :
d:RxR — Rt

|| lyl |

) — d ; = -

qui est une distance sur R, mais d ne provient d’aucune norme sur R2.

En effet , soit (z,y,2,\) € RY,

(a) Azxiome de séparation :

|| ||
dz,y) =0 <= — =
(@) el " T+l
|| ||
— — =
L+ |z] 1+ |y
|z vl
— =
L+ ]z 1+ |y
< T =
(b) Aziome de symétrie :
7] ||
d(z, = —
@y = g " 1+
| vl = |
L+ y  1+|z
= d(y,x).
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(¢) Inégalité triangulaire :

|| Y|
d _
| | 7| I+ 2l [yl |
L+ |z 14y 1412 1+ |yl

= d(z,2)+d(z,v)

donc,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
D’ou d est une distance sur R? mais d ne provient d’aucune norme
sur R? [car d ne vérifie pas la propriété de I’homogénéité positive,
En effet, soit (z,y,z,\) € R* :

Az | Ayl
d(dx, A = —
(Az, Ay) |1—|—|)\:U| 1—|—|)\y||
B y
P
I+ [Ax] 14|yl
# |Ald(z,y).

. Soit S l’espace vectoriel des suites réelles, muni de la distance sui-
vante :

d(l’, y) = ZnZl (QL" 1f|2;32;‘n| )’

Pour tout z,y € S avec © = () ,cny ¥ = (Un)nen-
(E,d) est un espace métrique.
En effet, soit (z,y,2,\) € S®* x R, soitn € N :

(a) Azxiome de séparation :

d(z,y) =0 = Z(1M):g

et 27 1+ |x, — Yal
— imzo Vn e N
27 1+ |x, — yal
<~ |r,—ys)=0 VneN
— T,—y, =0 VneN
<~ Tpn=Y, VneN
— T =Y.
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(b) Axiome de symétrie :

d(z,y) = Z(iM)

et 27 1+ |xy — Ynl
I el
n>1

= d(y,x).

(¢) Pour démontrer l'inégalité triangulaire de la distance d, on utilise
le fait que :

f:R+ — R+
t

t — —
141

est une application strictement croissante sur R, .
En effet |

|.|est une distance sur S donc, ¥V z,y,z € Setn € N :
f est une application croissante sur R™ donc ,

|xn_yn| |xn_2n|+|zn_yn|
Lt |zn =Y = 14|20 — 20| + |20 — ¥l
|l‘n_yn| < |xn_zn| + |Zn_yn|
1+|$n_yn - 1+|xn_zn|+|zn_yn| 1+|xn_zn’+|zn_yn|
|xn_yn| < |$n_zn| ‘Zn_yn‘
1+|xn_yn o 1+|xn_zn| 1+|2n_yn|
1 |0 — Ynl < 1 |0 — 2z 1 20 — Ynl
221+ |y —yn| = 2014z — 20| 271+ |20 — Un
1 |z, — ynl 1 |z, — 2| 1 |zn — yal
= < _— )+ —_ = J
Z 21+ |z, — n|> - ;(2"1+|xn—zn|> ;(2”1+|zn—yn|>
= d(r,y) < d(z,z)+d(z,y).

D’ou, d est une distance sur S, qui ne provient d’aucune norme
car sinon, d doit vérifier la propriété d’homogénéité positive .
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Or, soitz,yeSet \eR :

1 ’)\l‘n — )\yn|

U [All#n =yl

= d(x,y) = > (5 )

201+ Az =yl
= d(Ar, Ay) # |Nd(z,y).
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Chapitre 4

Topologie associée a une norme

Le but de ce chapitre est de rappeler les bases du cours de topologie qui
vont nous permettre de démontrer les parties restantes de ce document.
On introduit donc tout d’abord les boules ce qui permet de définir les ouverts
et donc la topologie associé au norme.
On s’intéresse ensuite a la convergence des suites
Une des notions clé est la notion d’espace complet, ce qui permet d’énoncer
des théorémes fondamentaux en analyse.
Dans tout ce chapitre (E,||.||) désigne un espace vectoriel normé sur un corps
K o K= R ou C.

4.1 Boules et sphéres

Définition 4.1.1 .
Soit(E, ||.]|) un e.v.n. Pour tout a € E et pour tout r € R*, on appelle :

1. Boule ouverte de centre a et de rayon r, l’ensemble,
B(a,r)={x € E | ||z —al|l <r}.
2. Boule fermé de centre a et de rayon r, I’ensemble,
Bi={e € £ | |lx—all <7}
3. Spheére de centre a et de rayon r, [’ensemble,
S={zxe€eFE /| ||lt—a|l =71}
Remarque 4.1.1 .

Dans un e.v.n. (E,||.|]), lorsque a = 0 et v = 1, on parle de boule unité
ouverte, boule unité fermée et sphére unitée.
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4.2 Voisinages et ouvets

Définition 4.2.1 .

1. Soitx € E et V une partie de FE.
On dit que V' est un voisinage de x si :

Ir > 0 tel que B(xz,r) C V.

2. On dit qu’une partie U de E est un ouvert s’il est voisinage de chacun
des points. Autrement dit, U est ouvert de F si :

Vee U Jr >0 tel que B(xz,r) C U.

3. On dit qu’une partie F' de E est un fermé de E si son complémentaire
est un ouvert de F.

4. A=Uadhérence de A.
€A &= YWweV(z), vNA#(D.

(o]

5. A= lintérieur de A :
reA — de > 0, B(x,e) C A.
6. Fr(A)= frontiére de A :
r € Fr(A) <= Ve >0, B(z,e)NA#0D, et B(x,e)N A # (.

4.3 Suites

Définition 4.3.1 .

Une suite (1,),cy d'un e.v.n. E est dite convergente vers x € E si pour
chaque ¢ > 0, il existe un entier N € N tel que tous les entiers n > N
vérifient ||x, — z||p < € ie. :

Ve>0 AN eN, n> N = ||z, —z||p <e.

Définition 4.3.2 (Suite de Cauchy).

Une suite d’un espace vectoriel normé (E,||.||z) est dite de Cauchy si pour
chaque € > 0, il existe un entier naturel N tel que ||z, — x|z < € dés que
n,m > N.

C’est équivalent a dire que :

Ve >0, NeNtelqueVpe N, n> N = ||z, — Tpipl|p < e

Proposition 4.3.1 .
Toute suite convergente de (E,||.||;) est de Cauchy.
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Démonstration 4.3.1 .
Soit (xn,),cn une suite convergente dans (E,||.||5) et limy_ o0ty = 1. Donc,

Ve >0, IN €N tel quen > N ||z, — || < 5.

Sin,m > N, linégalité triangulaire de la norme ||.||, donne :
Hxn - meE < ||33n - lHE + Hl - meE < % + % =¢c

et donc (), oy est une suite de Cauchy.

4.4 Caractérisation séquentielle des fermés

Proposition 4.4.1 .
Une partie F est un fermé de (E,||.||) si et seulement si pour toute suite
convergente (), oy d’éléments de F, sa limite v = lim x,, appartient a F.

Démonstration 4.4.1 .

Soit (zn),ey € F telle que limz,, = x, montrons que v € F.

Par Uabsurde, six ¢ F i.e. x € CE, et comme F est fermé alors C¥ est un
ouvert.

Done,3r > 0/B(z,r) C Ck < B(z,r)NF = 0.

Or limx, = x, donc poure=1r >0

dng € N/n > ng =z, € B(z, 1),

mais comme x, € F' on aura :

z, € B(x,r)NF = B(x,r)NF =0 et B(x,r)NF #0, ce qui est absurde.
Supposons que V(xy),cy € F telle que limx, = x alors x et montrons par
contrapposée que F' est un fermé i.e. C’g est un ouvert.

Supposons que CL n’est pas un ouvert de E, ce qui veut dire que :

Je CE/vr > 0,B(y,r) ¢ CEL i.e. Bly,r)NF # 0.

En particulier et pour r = %H,Vn e N, B(y, n+r1) NE#0
donc I(Yn) ey € (Bly, HLn) NF).
Dot une suite (yn) ,en telle que -y, € F ety, € By, 7i7) = llyn—vll < 717

donc limy,, =y ce qui contredit ’hypothése.

4.5 Normes équivalentes

Définition 4.5.1 .

Soit E un K-espace vectoriel, puis N et N' deuz normes sur E.

On dit que N est équivalente & N si et seulement si ils existent deux réels
strictement positifs o et B tels que :
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/

Vee E, aN(z)< N (z) < SN(z).

Théoréeme 4.5.1 .

Soit E un K-espace vectoriel.

La relation " N est équivalente & N” est une relation d’équivalence sur ’en-
semble des normes de E.

Démonstration 4.5.1 .
Notons R la relation considérée .
1. Réflexivité :
Soit N une norme sur E, soit a = =1,
a et B sont deux réels strictement positifs tels que pour tout x de E,
on ait :

aN(z) < N(z) < BN(z).

Donc N est équivalente a N.
Donc R est reflexive.

2. Symétrie :
Soient N et N deux normes sur E. Supposons que N soit équivalente
a N. Il existe alors deux réels strictement positifs « et [ tels que pour
tout x de E,

aN(z) < N' < BN(z),
ceci implique que pour tout x de E,
5N < N(z) <IN

Puz’sque% et é sont deuz réels positifs, N est équivalente o N'. Ceci
montre que R est symétrique.

3. Transitinté :
Soient N, N' et N” trois normes sur E.
Supposons N équivalente o N et N* équivalente a N . Il existe alors
quatres réels strictement positifs o, f,a’ et 8 tels que pour tout x de
E,

’ !/

aN(z) < N(z) < BN(z) et o’ N(z) < N(z) < B N(z)

cect implique, pour tout x € E, on a :

ao/ N(z) <o/ N(z) < N(z) < B N(z) < BB N(x).
Puisque ae’ et BB sont deux réels strictement positifs, N(a:)” est équi-
valente a N. Cect montre que R est transitive.

On a montré que R est symétrique, réflexive et transitive, donc une
relation d’équivalence sur ’ensemble des normes sur E.
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lemme 4.5.1 .
Soit E un espace vectoriel, si E est de dimension finie, alors toute norme N
est une application continue de (E,||.||,) dans (R,|.]).

Démonstration 4.5.2 .
Pour montrer que N est une application continue de(E, ||.|| ) vers (R,|.]).
On va démonter que N est une application Lipschitzienne de (E,||.|| ) vers

(R, [.])-

Soit (eq, e, ...,e,) une base de E et N une norme quelconque sur E.
Munissons E de la norme ||.||, soit v € E,

donc x =" x;e; avec n = dim(E),x; € R

on a :

||'I||oo = Supi€{1,2,‘..,n}|xi|'
Soit x € F,

on a :
N(x) = N3 wiei).
D’apres inégalité triangulaire et [’homogénéité de la norme N, on a :
N i wied) < 3000 |zl N(es) < 320 Ne)|| ]| -

Posons M =" | N(e;) avec, M>0 care; #0, Vi € {1,2,...,n}.
Dot N(z) < Ml
on peut donc écrire :

AM > 0 tel que : ¥(z,y) € E* N(z—y) < M||z — y||o -
Or, d’apres linégalité triangulaire renvérsée :
[N(z) = N(y)| < Nz —y)
donc
IN(z) = N(y)| < M|z -y,
Ce qui signifie que :

N:(EHD = (R
r — N(z).

est une application M-lipschitzienne sur E donc continue sur F.
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Lintérét du théoreme suivant est que, en dimension finie, on n'aura plus a
préciser quelle est la norme utilisée dans les diverses propriétées topologiques
(telles que la continuité,la convergence..)

Théoréeme 4.5.2 .
Soit E un e.v.n. sur K.
Si E est de dimension finie n, alors toutes les normes sont équivalentes sur

E.

Démonstration 4.5.3 .
Soit (eq, e, ...,e,) une base de E et N une norme quelconque sur E.
Munissons E de la norme ||.||, soit x € E, donc x =Y | x;e; avec,
n=dim(E),z; e R, i€ {1,2,...n} ona:
||'T||oo = Supie{l,Z,...,n}|xi|'
On va montrer que N est équivalente a ||.|| .
Cette démonstration est composée de deux partie :
1. On va montrer d’abord que la sphére unitée S définit par
S = {z € R" telque ||z|| , = 1}
est un compact sur R".

2. On va appliquer le théoreme des bornes atteintes sur application N.

1. Considérons la sphére unitée S pour la norme ||z|| :
S = {x eR"tel que ||z|| =1}
= {z e R" telque Supieqi o, aylTil = 1} C Hé_l[—l, 1].

L’ensemble P = [[;_,[—1,1] est un compact de R",

en effet, lintervalle [—1,1] est un compact de R (fermé borné de R ).
De plus un produit finis d’espaces compacts est compact donc

P =TT1",[-1,1] est un compact de R".

S est fermée dans R™ :

en effet,

f*R* — R
vl
est continue, donc l'image réciproque d’un fermé de R par une appli-
cation continue f est un fermé de R™, or S = f~1({1}) et le singleton
{1} est un fermé de (R, |.|)donc S est un fermée dans R".

On a donc montré que S est un fermée et contenu dans le compact P,
donc S est compacte dans (R™,|].]].)-
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2. On a déja démontré que ’application N est continue sur R", donc
N est continue sur le compact S, et d’aprés le théoréme des bornes
atteints, 'application N est continue sur S et atteints ses bornes, i.e. :

3(m, M) € (RT) tels que ¥z € S :m < N(z) < M,

mais N atteint ses bornes donc pour un certain o € S, N(xg) = m,
or g # 0 car g € S donc N(xg) # 0 et m > 0.
Donc :

3 (m,M)e (R’ / YzeS :m<N(z) <M.

Soit x € R*-{0}, posons x' = il est claire que ¥ € S, donc

X
, ol
onam < N(x') <M ceci implique,

’ s

N(r) = N(w)
1 o

= N(x),

||

[e.e]

par homogénéité de la norme N.
D’oq,

mllell, < N(@) < Mllal|, Ve € R*-{0}.

Pour x=0, l"inégalitée précédente est vraie.
Donc on a démontré que N est équivalente a ||.||,, sur R™, et par
transitivité, toutes les normes sont équivalentes sur R™

Ezxemple 4.5.1 .

Pour E = K"avec K=R ou C :
x=ux;1€{1,2,....,n}, pour tout x € E.
On pose :

Ly = 320 il
1
n 2\ 2
2. ||lzlly = iy l=al™)”

3. |zl = Supy|zil,

on démontre facilement en élevant au carré que :

2]l < l2lly < nllell = o]l est équivalente a |z,
x|, < |lzlly, < Vnllzll, = ||zl est équivalente & la norme ||z||, et,
x|l < |z, < nllzll, = ||z||; est équivalente & la norme ||z||,.

Par transitivité les trois normes sont équivalentes sur F .
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Remarque 4.5.1 .
Quand E est un K-espace vectoriel de dimension infinie, il est possible que
deuzr normes données sur E ne soient pas des normes équivalentes.

Contre-exemples 4.5.1 .

1. Soit E = C([0,1]) lespace vectoriel des fonctions continues de [0, 1]
vers R. Pour toute f € E, on pose :

11l = Jo lf@)ld, et [|fll = Supsepnlf (@)

les deux normes || f||, et ||f]|,, sur E ne sont pas équivalentes ,
en effet, on a :

AL < 1]l
Par contre il n’existe pas M € R qui vérifie l'inégalitée suivante pour
tout f € E :
oo < MI£]l,

car sinon, pour f,(z) =z", n €N

| folloo = SuPze[O,l]

f(z),|=1,VneN

et
1
Il = [ @i
1
= /|x"|dx
0
B 1
 on+1’
d’ot

1< n£+1 pour tout n € N,

ce qui est absurde pour n assez grand.
Donc ||.||; et |].]|., ne sont pas équivalentes.

Remarque 4.5.2 .
On a déja démontré dans l'exemple 4.2.1 que C10,1] est un espace
vectoriel complet pour la norme de la convergence uniforme

1 falloo = Stupreo | f (@),

et il est non complet pour la norme

1£1l, = Jo |f(@)lde,
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st on considére un espace vectoriel et on le munit de deux normes non
équivalentes, les objets mathématiques construites a l’aide de ces deux
normes (ouverts) ne seront pas les méme ce qui va donner naissance
a deux topologies différente chacune est associée a une norme, d’ou le
théoreme 4.3.3.

2. Soit C[X] lespace des polynomes a coefficients dans C.
Tout P € C[X]) s’écrit sous cette forme P(X) =, ax X",
avec (ak) <<, € C, et n € N. -
On pose :

(a) ||P||, = Zkzo |ax|

(b) llplly = \/ Zkzo |ak|2-
(¢) 1P|l = Supyzo {laxl},

On vérifie d’abord que ||.||,,|]-||5 €t ||.||., sont des normes sur C[§] Soit
(P,Q,)\) € C[X]” xR

(@) [1Plly = 2k lax]

1. Axiome de séparation :

1Pl =0 <= > lul=0
k>0
<~ P=0.

1. Axiome d’homogénéité :

APl = Y Pay

k>0

= D I\l

k>0

= A lal

k>0

= [AlllPI;-
1. Inégalité triangulaire :

IP+QIl, = Y lax+by

k>0

< ) a4 > (bl
k>0 k>0

= |[Pl[; +[IQI;-
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D’ou ||.||, est une norme sur C[X].

(b) [IP]ly = \/ Zkzo |ak|2-

1. Axiome de séparation :

1P, =0 <[> lal*=0
£>0
= ) ul =0
k>0
<~ |ax| =0, VE>0
— P=0.

1. Axiome d’homogénéilé :

APl = [> Pl
k>0

= [ Mllaf?
k>0

= D el

k>0

= P,

1. Inégalité triangulaire :

I1P+Qll, = > lax+ bl
k>0

< \/Z ael? + \/Z b

k>0 k>0

= |IPlly +11Qll,-

(¢) |IPllo = Supyzolal

1. Axiome de séparation :

1Pl =0 <= Supkzo|ak|:0
<— a,=0 V>0
~— P=0.
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1. Axiome d’homogénéité :

APl

1. Inégalité triangulaire :

|ak + bk| < |ak| + bk| <

Supk20|>\ak|
\)\]Supk20|ak|
APl

|ag + bi| < Supysolak| + Supysolb|

<~

1P+ Qe < 1Pl + [1Q]se-

Donc |||, est une norme sur C[X].

Si on considére P € C[X] tel que :
P = Zkzo X* ona

||P||oo = Supk20|ak| =1, et
[Pl =20 lawl =n+1

et
[Pll; =+vn+1
Pl _ nt1
1Pl o0 1
et
[Pl _ v/ntl
[P, nt+l -

Ces deux rapports ne sont pas bornés car pour une valeur assez grande
de n les deux rapports tendent vers oo, donc les trois normes ne sont

pas
équivalentes sur C[X].

Remarque 4.5.3 .

On a démontré que toute suite convergente de (E,||.||z) est de Cauchy.
Mais la réciproque est fausse en général, quand la réciproque est vérifiée sur
(E,||-|lg), on dit que E est complet pour la norme ||.|| 5.

4.6 Espace vectoriel normé complet

Définition 4.6.1 .

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet si toutes ses suites de

Cauchy sont convergentes.

Un espace vectoriel normé complet (E,||.||;) s appelle un espace de Banach.
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Corollaire 4.6.1 .
Soit E un espace vectoriel normé.
Si E est de dimension finie, alors E est complet.

Démonstration 4.6.1 .

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

Comme FE est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équiva-

lentes.

Sans restreindre a la généralité, on munit E de la norme infinie définie par :
Vo e E, Supie{l,Q,....,n}|xi|

avec, x; € K. Soit (xy),cn une suite de Cauchy dans (E,||.||,, c’est a dire :

Ve >0,AN e N,Vn,p e N> n < N = ||z, — Tppp|| < €
i.€.
Ve >0,IN e N,Vn,p e N> n < N = Sup;cqia 3|0 — Tngpl <€
i.e.
Ve>0,IN e NVn,pe N> n < N = |z, —2p4p| <€
Done, (xn),en est de Cauchy dans (R,|.|) qui est complet, alors (),

converge, et par suite, (E,||.||.) est complet.

Ezxzemples 4.6.1 .
Soit C ([0, 1]) lespace des fonctions continues de [0,1] dans R.
C ([0,1]) est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme :

1 flloe = Supsepo | f @),

et il est non complet pour la norme

L = Jo 1£(2)]dt.

Démonstration 4.6.2 .
1. Soit (fn),en une suite de Cauchy dans

C([0,1)) ={f:[0,1] — R continues }

1.€.,
Ve>0 ,NeN, Vn>N, Vp>0,||fn— fotpll, <e
Ve>0 , NeN, Vn>N,Vp>0, Supypqlfalt) = furp®)| <e (%)
Ve>0 , NeN,Vn>N,Vp>0, |fu(t)— farp(t)] <e Vte]0,1].

On déduit que pour tout t € [0,1], (fn),cy €t une suite de Cauchy

dans (R, |.|) qui est complet donc elle converge vers f(t) € R.
Dans (%) en faisant tendre p vers 400, on obtient :
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Supepl falt) = F(1)] <2, Vi€ [0,1]

ce qui veut dire f, — f lorsque n — 400 uniformément sur [0,1].
On a chaque f,est continue sur [0,1], et f, converge vers f uniformé-
ment sur [0,1], donc f est continue sur [0,1].

Alors, f € C ([0,1]) et de plus || fn — fl|l. = 0 quand n — +oc.

. C ([0,1]) n’est pas un espace de Banach por la norme ||f||, = fol |f(t)|dt.
En effet, soit

si t=20

si 0<t<i

si L <t<1

fn(t) =

*— 3 3

fn(t) € C ([0, 1]).
Montrons que f, est une suite de Cauchy dans C ([0,1]) pour
la norme ||.||, :

Soit n,p € N,
D st t=0
) st 0<t< 4
fn—i—p(t)_fn(t)— %_n Si %ﬂ,gtgi
0 si ~<t<1
et
1 1
n+p no 1
enlt) = el = | MH/l%—Mﬁ
P
n-—+p
= 1
(L)
Donc,

||fn+p(t) - fn(t)”l =0 quand n— +007

ce qui veut dire que (fy),cy €st une suite de Cauchy dans C ([0,1])
pour la norme |l.||,.

Montrons que (fy),ey n'est pas convergente pour la norme ||.||; :
Par absurde, supposons que (fn),cy €st convergente vers f pour ||.||,.

On a

[ fally = AL < A1 = fl-
Or

[ fally = 1+ In(n) = +o00
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et d’autre part ||foip(t) — fu(t)|]l, = 0 quand n — +oo, ce qui est

absurde.
Donc (fn),ey est une suite de Cauchy de C ([0,1]) non convergente
et par suite, C ([0,1]) muni de la norme || . ||; n’est pas un espace de
Banach.

Définition 4.6.2 .
Soit X un e.v.n non vide. un ensemble T de parties de X s’appelle une topo-
logie sur X st on a :

1. Xerether.
2. Une réunion quelconque d’éléments de T appartient a 7.
3. Une interssection finie d’éléments de T est un élément de T.

La paire (X, T) s’appelle un espace topologique, les éléments de T s’appellent
les ouverts de X et les complémentaires des ouverts s’appellent des les fermés
de X. On remarque que X et () sont des ouverts et des fermés.

Théoréeme 4.6.1 .
Soit (X, ]|.]]) un e.v.n. :

1. A= X et A =1 sont ouverts. Soit T une famille d’ ouverts de
2. (X, ||.[]).Alors l’ensemble A* = J o, A est aussi un ouvert .

3. Si Ay, As, ..., Ay, est une famille finie d’ouverts, alors l’ensemble
A* = (e, A est aussi un ouvert.

Ce théoreme montre qu’un e.v.n. est un espace topologique.

Théoréeme 4.6.2 .
Deux normes équivalentes sur un espace vectoriel normé E définissent la
méme topologie (les mémes ouverts) sur E.

Démonstration 4.6.3 .

Soit E un espace vectoriel normé.

Sotent N1 et Ny, deux normes équivalentes.

On appelle 71 et T les topologies associées.

On veut montrer que T, = Ty.

Soit A € 11, autrement dit un ouvert pour Ny

si A4 0, soit x € A. Il existe donc r, > 0 tel que By(z,7,) C A,

ot Bi(x,r;) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r, , pour la
norme Nj.

Or puisque Ny et Ny sont supposées équivalentes :
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J(a,B) € R, |, Yz € E , aNy(z) < Ny(z) < BNy (z)

on va démontrer a présent que A est un ouvert pour la norme Ny .
Soit y € By(x,ary).
Alors,

No(y —z) < ar, = Ni(y — ) < 14,
d’apres la relation si dessus on déduit que
Bs(x,ar,) C By(x,r,) C A.

Posons r, = ar, , Yo € A, il existe donc v, > 0 tel que By(x, ar,) C A,
autrement dit , A est un ouvert de Ny , puis 7y C To. Fractement de la méme
maniere, on démontre que 7o C Ty, et on déduit que T, = To.

Donc Ny et Ny définissent la méme topologie sur F.
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Chapitre 5

Les applications linéaires

Les applications linéaires sont parmi les plus importantes en mathéma-
tiques. FElles interviennt dans de nombreuses situations :
- En analyse, elles servent par exemple a approximer localement des fonc-
tions ou des équations différentielle.
- En algebre, on peut les utiliser pour représenter des équations.
- En géométrie, elles modélisent les symétries d’un objet...

5.1 Les applications linéaires continues

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C.

Définition 5.1.1 .
Sotent E et F deux espaces vectoriels sur un corps K.
Une application :f - E — F,
est dite K-linéaire si elle satisfait auxr deuxr conditions suivantes :
1. ¥(z,y) € E*, f(z+y) = flx)+ f(y), ( Vadditivité).
2. ¥Y(z,\) € ExK, f(Ax)=\f(x), ( ’homogénéité).
Ces deux propriétés peuvent étre vérifiées simultanément par la caractérisa-
tion suivante :

V(z,y) € E2, V(A p) €K® f(Az + py) = Af(z) + pnf(y).-
Définition 5.1.2 .
Soit a € A, on dit que f est continue en un point a € A si et seulement si ,
Ve>0,In>0Ve e A, |lz—ally<n = [[f(z)-flo)llp<e
ie x€Blan) = [f(z)€ B(f(a)e)

e f(B(a,n)) C B(f(a),¢)
i.e  limg ., f(z) = f(a).
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L’application f est dite continue sur E si elle est continue en tout point a € E.

Remarque 5.1.1 .
La continuitée de f au point a traduit le fait que si x est assez "proche” de a
alors f(x) est assez "proche" de f(a).

Propriétés 5.1.1 .

Si une fonction est continue en a pour une norme, elle est continue en a pour
toute norme équivalente.

L’ensemble des fonctions définies sur A et continues en a est un espace vec-
toriel.

Une application est continue en a si et seulement si, pour toute suite (:)sn)neN
d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(xy)),cy converge vers f(a).

Le résultat suivant caractérise les applications linéaires continues :

Proposition 5.1.1 .
Soit f une application linéaire de (E, ||.||z) dans (F,||.||z). On a l’équivalence
entre les propriétés suivantes :

1. f est continue sur E.

2. f est continues en xq = 0.

3. [ est bornée sur la boule By(0,1) :

IM >0/ Ve e Bp(0,1) |[f(@)|lp <M,
avec,
B(0,1) ={z € E/ ||z||p < 1}.
4. f est lipschitzienne.

Démonstration 5.1.1 .

1. (1) = (2)
si f est continue sur E, alors f est en particulier continue en xog =0 €
E.

2. (2) = (3)
On suppose que f est continue en xo = 0 et on démontre que f est
bornée sur la boule unitée By(0,1) i.e :

Ve>0, >0 /llz =0y <n=|[fz) = fO)[p <e

et montrons que
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IM >0/ Yy e By(0,1) |[f()llp <M.

T

Soit, y € By(0,1), on pose y = - avec, |zl <.
Ona :

lyllg =I5l = Sllzllp < 2 =1
on a aussi,

e =N, =I5 f@I, = IIf@llF <&

Si on pose M = £ alors,
1

||yHE <l= ||f($)HF <M,

ce qui veut dire que f est bornée sur la boule unitée By(0,1).
- (3)=(4)

On va supposer que f est bornée sur la boule unitée et on démontre
que [ est lipschitzienne .
1.€.

AM >0, Yy € Bs0,1):||f(2)||, < M.
On veut montrer que,

30> 0/ Vre B ||f(@)lly < ol
Soit, t € E et ©#0 :

— _ . 1 .
Y= ||;c:T\E = ||yl = ||HmﬁEH||E = MH‘IHE =1

donc,
Nyllg =1 et||f(W)|lz < M ce qui est équivalent a :

TN <M o= |l @) <M

lzlle" p lzllz" " p
= [[f@)llp < Mz,

[1£(

avec M = «, donc f est lipschitzienne.

- (4)=(1)
On va supposer que f est lipschitzienne et on démontre que f est conti-
nue sur F.

ie.3IM >0 / Ve € E : ||f(2)|lp < M|z||5,
et on veut démontrer que :

Vee B, Ve>0dn>0, ||z — x|l <n=||fx) = flzol|p < €
Or,
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1f () = fzo)llp = |/ (x — 2ol| < M|z — ||,
car f est supposée lipschitzienne,
Ve >0, n=q, |z —xollp <n =5 = If(x) = flzo)llp <&

Autrement dit f est continue en xg € E = f est continue sur E .

Proposition 5.1.2 .
Soit f une application linéaire de (E,||.||z) dans (F,||.||r)-
Si E est de dimension finie, alors f est continue de (E,||.||z) dans (F,|].||)-

Démonstration 5.1.2 .
Soit (eq, €3, ...,enx)une base de E, n=dim(E), ¢ ’est a dire :

VeeE: xz=>. zie (T)ien €R
On choisit la norme de E définie par :
Vee B |zl = [lally = 2o fwl,

f est linéaire, pour démontrer qu’elle est continue on doit verfier l’assertion
swivante :

Or f est continue sur E <= M >0 /Nx € E ||f(2)||r < M||z|| .
Aussi on a :

1 @) = 1 iz wie)l|p = 11225 @i f (el

car [ est une application linéaire sur FE, et d’apres ['inégalité triangulaire de
la norme ||.|| on obtient :

1 @)l p < 22 il f(ellp, (%)

on pose :

M = Max(|[f(e)l|p, [lf(e)l[ g, -, [ (en)l| ),

ce M existe car c’est le mazximum d’un nombre finie de termes,
(x) implique,

Lf (@) < M3 2] = M|z]];.
Alors,

M >0/ Vo€ B ||, < M|,

Donc f est continue sur E.
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Remarque 5.1.2 .

Quand E est un K-espace vectoriel de dimension infinie, il est possible que
des applications linéaires sur E ne soient pas continues sur E.

Ezxzemples 5.1.1 .

1. Soit E = C([0,1],R l’espace vectoriel réel des formes linéaires conti-
nues muni de la norme notée ||.||, est définie par :

1
-1 = f = 1Al = f [f(®)ldt,
et nous munissons R de la valeur absolue.
L’application :
u: B — R
. — u(f) = f(0)
est une forme linéaire sur E. Nous utilisons la suite (f,.),~, de vecteurs
de E, définie par :
fa:[0,1] — R
n—mn’ sitel0,l]

b f"<t)_{ 0 si t €]l 1]

et on introduit la suite (gn),s, de vecteurs de E, de terme général :

gn = %fm
pour tout n € N* |
u(fn) = fa(0) = n
donc
1 1
u(gn) = gu(0) =1, et [lgall, = [y I3 fu(®)ldt = 1[5 In —n?t] = 5,

il en résulte que la suite (g,),cn- converge dans E vers le vecteur zéro
de E, c’est a dire Uapplication nulle 0 de [0,1] dans R, alors que la

suite u(gy),en- ne converge pas dans R vers u(0)=0. Par suite u n'est
pas une forme linéaire continue sur F .

2. Soit E = R[X]| muni de la norme ||.||, définie par :

1o = Sup{lax|, k € N}
avec, P € E, et P = ZkzoakXK, et ap € R, Vk € N.
Soit ¢ Uapplication linéaire de dérivation :

¢:RX] — R[X]
P — P.

Considérons la suite (P,) définie sur N* par :

42



On a d’une part :
1Palloe = 5
et d’autre part :
1Palloe = [ X" M| = 1.

Ainsi , la suite (P,) converge vers 0 pour la norme ||.|| . tandis que
la suite ¢(Py), cy ne converge pas vers ¢(0) = 0.

On déduit que ¢ n’est pas continue en 0, et comme ¢ est linéaire , ¢
n’est continue en aucun point de F.

5.2 Le théoréme du graphe fermé

Définition 5.2.1 .
Soient (E,||.||z), (F,||.||p) deux espaces vectoriels normés.
On dit que :

f:EFE — F

est une application ouverte si ['image de tout ouvert de E par f est un ouvert

de F.

Théoréeme 5.2.1 (Théoréme de lapplication ouverte).
Soient E, F' deux espaces de Banach et f € L (E, F) surjective.
Alors, f est ouverte.

Corollaire 5.2.1 (Théoreme d’homéomorphisme de Banach).
Soient E et F deux espaces de Banach, et f une application linéaire bijective.
Alors f est un homéomorphisme.
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Démonstration 5.2.1 .

Soit U un ouvert de E, Comme [ est bijective, on a (f~4) " (U) = f(U), mais
fU) est ouvert en vertu du théoréeme précédent. On peut donc maintenant
conclure que I'image réciproque de tout ouvert de E par f=1 est ouvert. Donc
f=1 est continue.

Définition 5.2.2 .
Sotent E et F deux e.v.n. et f une application linéaire de FE vers F.
On appelle graphe de f noté G(f) le sous ensemble de (E x F) suivant :

G(f)={lx,y) e (ExF) [ y=fz)}

Théoréeme 5.2.2 (Graphe fermé).
Sotent E, F des espaces de Banach.

Une application linéaire f de E dans F est continue si et seulement si son
graphe G(f) est fermé dans (E x F).

Démonstration 5.2.2 .
Supposons d’abord que f est continue et montrons que G(f) est un fermé de

(Ex F)ie G(f) =G(f).

On a, G(f) C G(f) il nous reste a démontrer l’autre inclusion.

Soit (z, f(z)) € G(f), comme (EXF) est un espace normé (méme chose pour
un espace métrique), alors il existe une suite (x,, f(xy)), o dans (Ex F) qui
converge vers (L,y). -

D’ou,

iMooy = X,
et

limn—>+oof(xn) =Y,

et comme f est continue en x alors on a lim,—, f(x,) = f(x), et par unicité
de la limite dans un espace normé (méme espace métrique), on a f(x)=y, d’ot
(z,y) € G(f)-

Réciproqguement, supposons que G(f) est un fermé de (E x F), et montrons
que f est continue sur F.

Comme E et I sont deuz espaces de Banach, alors (E x F) est aussi un
banach, également G(f) en étant sous espace fermé de (E x F') Considérons
les restrictions des deux projections suivantes :

m:G(f) — E
(z, f(z)) — =
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et

p2:G(f) —
(z, f(z)) — flz),

qui sont deuz applications linéaires sur G(f), et p1 bijective sur G(f) par
construction. Alors, on a par construction :

f=propt.
Comme les projections sur E et F' sont continues (par définition de la topo-
logie produit sur (E x F)), les restrictions a G(f) que sont py et ps le sont
aussi, et par le théoreme d’homéomorphisme de Banach p,~—' l'est aussi, et
on déduit que f est continue comme étant la composé de deux applications
continues.

5.3 Formes linéaires continues

Définition 5.3.1 (Forme linéaire).
Soit E un K-espace vectoriel .
On appelle une forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

Définition 5.3.2 (Noyau d’une forme linéaire).
Si f est une forme linéaire d’un espace vectoriel E dans K, alors le noyau de
f est défini par :

ker(f) ={z € E/ f(x)=0}.

Le noyau est un sous-espace vectoriel de l’espace E.

Définition 5.3.3 (Espace dual).

Soit E un K-espace vectoriel.

On appelle espace dual de E, noté E*, l'espace des formes linéaires sur F.
Autrement dit,

E* =L (E,K).

Définition 5.3.4 (Hyperplan).

Soit E un K espace vectoriel.

On appelle hyperplan de E le noyau de toute forme linéaire non nulle sur F .
Autrement dit, une patie H de E est un hyperplan de E s’il existe p € E* tel

que H = ker(yp).
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Proposition 5.3.1 Soit (E,||.||) un espace normé.
1. Tout hyperplan de E est ou bien fermé ou bien dense dans (E,||.||).

2. Une forme linéaire sur E est continue si et seulement si son noyau est
fermé dans E.

Démonstration 5.3.1 .

1. Soit H un hyperplan de E et a € E tel que
E=H & Ka.
Supposons que H non fermé dans E et montrons qu’alors H est dense
dans E.
Puisque H n’est pas fermé, il eviste v € H tel que x ¢ H.
Alors il existe h € H et A € K tels que x = h + Aa et A # 0.
On en déduit que a = % € H car H est un sous espace vectoriel de
E, par conséquent , on a E = H.
Donc H est dense dans E.

2. Soit f une forme linéaire sur E et H = ker(f).
St f =0, alors f est continue et on a H = F, d’ou H est fermé dans
E.
Donc on peut supposer f non nulle , si f est continue, alors H =
ker(f) = f~Y({0}) est un fermé dans E car il est l’image réciproque
d’un fermé {0} de K.

Soit a € E tel que f(a) =1, puisque l'application :

r—a+uzx,

est un homéomorphisme de E, alors (a + H) est un fermé dans E ne
contenant pas 0, donc il existe r>0 tel que :

B(0,r)N(a+ H) = 0.

Soit x € B(0,7r).
Si |f(x)| > 1, alors :

15511 = prgy < llzll <7,

et on en déduit que A = 1 donc,

(&7 =a+h) € (a+ H),

ce qui est impossible, donc on a |f(z)| < 1.
Soit  un élément non nul de E, alors on a :

Hgﬁiu“ = % <,

d’ou,

46



m,f( )| = |f(2|\x||>|
Par conséquent , on a | f(x)] < 2||z||, donc f est continue sur E.
Corollaire 5.3.1 Soit E un espaces vectoriel normé, et soit :
f:EF — R
r — f(x).

le noyau de f est dense dans E si et seulement si f est non continue sur E.

5.4 Norme d’une application linéaire :

Proposition 5.4.1 .
Soit f une application linéaire continue de (E,||.||z) a valeurs dans (F,||.|| )
On définit alors la norme "trois barres” de f par :

f(x
I = sumem#oHH(H)HF
E

Supya <1l Lf (@)
SupHmHE:le(x)HF‘

Démonstration 5.4.1 .
On va démontrer que ces trois noemes qu’on vient de définir sont égales.

1. Montrons d’abord que :

Sup,ep, x;éoHHiHHF = SUP||x\|E<1||f( )| p-
En effet, soty € E tel que ||y||z <1, on a :

I @Wlle

f W)l
< Super—{O}W7

de l'autre part on a :
Soity e E—{0}, on a :

W Wlle
Myl

IIf(|| ||E)||F

< Supyy <l f(@)]]ps

d’ou,
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SUp,ep_{o} WHelle < Supye <1l F (@)

Iyl g
) N . Pys o . .
c’est a dire on a l’égalité suivante :

f
SUp,ep_{o} HH;yH)!F = Supyg, <1l lf (@)

2. Montrons que :

SUP||x\|E=o||f(if)||F = SUPHIHESOHf(x)HF‘
En effet, on a pour tout y € E tel que ||y||, <1

W p < Supjp <11 (@) s
d’o,
Supyy =1 LF W < Supyey, <ol [f (@) £

Soit v € E avec, 0 < ||z||z < 1, dans ce cas on pose :

Y = s ce qui est équivalent a ly||z =1
on a:
F@)llp =l
= =l f @)l
< [f@Wllp
< SupHyHE:1Hf<y>HF7
d’ou,

Sup”:l:HESOHf(x)HF < SUPHyHE:le(Z/)HF'

Et par suite, on obtient | "égalité suivante :

SupHxHEgOHf(x)HF = SupHyHE:le(y)HF‘

On conclut donc que les trois quantités qu on a définies sont égales.

Remarque 5.4.1 .
La quantité ||| f||| déja définie existe, car f étant continue de (E,||.||z) dans
(Ey[[-I]) alors,

IM >0, Vze B ||f(2)|lp < Ml|z||g
On a:

s < IS = Supremos i, = < M,

||| llzlle  —

ce qui implique,
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ANl < M.

Corollaire 5.4.1 .
L’application f+—— |||f||| est une norme sur L (E, F).
De plus, |||f||| est la plus petite constante positive M vérifiant :

1f@)lp < Mzl g,

pour tout x € E, c’est a dire s’il existe une constante M > 0, telle que :

1f @)l < [zl

pour tout x € E, alors |||f]|| < M.

Corollaire 5.4.2 .
Pour tout x € E et pour tout f € L (E,F) on a :

F @) < (LA |-

Proposition 5.4.2 .
SifeLlL (E,F)etLl (E,G), alors on a :

g o fIIT < gl HAII-

Démonstration 5.4.2 .
Soit fe L (E,F) etge L (E,G).

Ona:
g o flll = Sup)ja =1llg o f(2)l|
et
lgo f@)le < (A If(@)lp
< gl AN el g,
d’ot

g o flIl = Supjppy=illg o F(@)le < Al

Théoréeme 5.4.1 .
Soit E, et F deux e.v.n. sur K.
Si F est un espace de Banach alors L (E, F) est un espace de Banach.

Démonstration 5.4.3 .
Soit (fn),en une suite de Cauchy dans £ (E,F), c’est a dire
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Ve >0, AN EN*, Vn >N, Vp>0, |||[fusrp— foll| <c.

Or pour tout x € E, pour tout n > N,

1 fntp(@) = (@] = (I(Farp = Fa) (@)
< MM fosp = fulllll]]
< elfall(x)

d’ot, pour chaque v € E, (f,), oy st de Cauchy dans F qui est complet, donc
(fn)nen converge dans F vers I’élément f(x).
Montrons que f € L (E, F),

1. f est linéaire car :
fn€L (EF) — fo(Ax) = Afu(x), et

fn(x + y) = fn(x) + fn(y)7
lorsque n — oo, on obtient :
fQz) = Az, et f(z+y) = f(x) + f(y),
par unicité de la limate.

2. f est continue :
en faisant tendre p vers +o0o dans (%) on obtient :

Ve>0, AN€eN, Yn >N, Vp >0, [[f(z)— ful@)|] < ellz]| ()
Donc,
F @] < ellel[ + [ fn(@)]] < ella]] + MI[X]],
avec M = [|fu|l],d "ot
F (@) < (e + M)||l],

donc f est continue.
Montrons que f, converge vers f dans L (E, F) :
En effet, d’aprés (xx) on a :

Ve>0, 3N €N, Vn >N, Vp >0, [|f(z)— ful2)l] <ell2|l
ce qui veut dire,

(= fa) (@) < elll],

or |||f — fall| est la plus petite constante M vérifiant l'inégalitée sui-
vante :

I(f = fa) (@) < M|]],

donc pour tout
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n= N, ||If = falll <€

i.e. fn tend vers f lorsque n tend vers +oo dans (L (E, F),|||.|||). Et
par suite, (L (E, F),|||-|||]) est un espace de Banach.

Remarque 5.4.2 .
Lorsqu’on veut calculer la norme "trois barres”, on procéde toujours de la
méme fagon suivante :

1. A Uaide des majorations aussi fines que possible, on détermine la
constante M la plus petite possible telle que :

Vee B, [|lf(@)|l < M |z]].

D’apres le corollaire 5.4.1. on en déduit alors que :

Al < M.
2. Puis on essaie de construire explicitement un vecteur xo € F tel que :
Lf (@)l = M.
On a alors :
Al = M.

3. On en déduit finalement que |||f||| = M.

Ezxzemples 5.4.1 .
1. Soit f Uapplication définie par :
f:R* = R
(x,y) — ax+ Py, avec a,f €R.

On veut calculer la norme "trois barres” de l'application f, en effet
f est une application linéaire sur R? qui est un espace vectoriel de
dimension finie, donc f est continue sur R? i.e. f € L(RS,R).

Soit X = (z,y) € R?,

(a) Pour la norme 1 :
[F(XO]

on a [|[f|[| = Sup) x|, <1 =7, Dune part on a :
(X)) = [f(z,y)] = |az+ Byl
< loz|+ 8yl
= lallz[ +15]ly]
< (el +lyhSup{lal, 8]}

= |[X[lySup{lal, 151}

Ce qui implique,
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109 < Sup {a, )

D’ou,

A1l = Supyxy, <1 i < Sup{lal, |81}

D’autre part on a,

i. Sta>pf,
on considere le vecteur Xy = (1,0) € R?,
et on aura,
LA = 1£(1,0)]
= |af
= Sup{lal, B[}
i. Si B> a,
on considere le vecteure Xy = (0,1) € R?,
et on aura,
LA = 10, 1)]
= 16
= Sup{lal, B[}

Done , ||| ]Il = Sup {lal, [B]},
et par suite on a
Al = Sup {lal, [6]}-
(b) Pour la norme 2 :

FXO7  fly)’

X1, (2, 9)|l,°
(ax + By)”
72 + y?|
2aBxy — (aPy? + B2a?
— a2+ﬁ2+ B y 2( yQ 6 )
Tt +y
< o+ B
car,
(ay — Bz)* = (o®y* + B°2%) — 2aBxy > 0
= 2afzy — (o*y* + B*2?) < 0.
d’ou,
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Lf(X)] /2 2
ce qui 1mplique,

X
171l = Supyes S22 < /T T 2
On a aussi pour Xo = (a, 3) € R?, et

Xy = [, Bll, = Vo + B2

(o)
Al > S

la® + f]
a? + 3?2

_ i

D’ou :
Al = Va2 + 52

(¢) Pour la norme infinie :
D’une part on a :

F(X] = lex+ Byl
< lallz| +15]ly]
< Sup{|z[,[yl} (|l +15])

Ce qui est équivalent a :

X
YOl < 1) 4 9]

d’ot,
I < fe] + 18]
D’autre part on a :

i. Si o, >0, on considére le vecteur de R* Xy = (1,1), avec

1 Xo0|]o = 1,
on a .
| f(Xo)|
Al > 5 0
|1 X0/ |
= |a+p|
> a4+ 18]
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ii. Sia, 8 <0, on considére le vecteur de R?* Xy = (—1,—1), avec
|1 Xolloo =1,
on a :
|—a=p8] = [=(a+5)
- —(a+5)

car —(a + f3) est positif

ol +18] = —a—=p

(o)
Al = s

= |—a-4|
> ol + |3

. Sia > 0,8 <0, on considére le vecteur de R?* Xy = (1, 1),
avec || Xo||, =1,

on a .
Al > o=
> |af+ 8]
= +a—pf.

w. Sia<0,8>0, on considere le vecteur de R* Xy = (—1,1),
avec || Xo||, =1,

on a :
Al = [—a+8
> |af+ (B
= —a+p.
Donc, pour tout a, 3 € R?, on a :
A = [ + 18]
D’ou I’égalité suivante :
AT = lal + 18]

2. Soit S lespace des suites réelles qui convergent vers (.
Pour x = (1,),cn+ € S, on pose :
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[|z]] = Suppen |-

Soit Uapplication suivante : u(x) = () _ ..
) n ’/n>1 ) )
On veut calculer la norme "trois barres” de cet application u, commen-
cons d’abord par montrer que u est bien définie c¢’est a dire linéaire et
continue sur S.
(a) u est bien définie, en effet, soit x € S, on a |%=| < |x,| — 0,
n — +oo, donc u(z) est aussi convergente vers 0, i.e. u(x) € S .

(b) u est linéaire, en effet, soit x,y € S et A ER :

On a,
T + Ay,
u(z + \y) = In T An
n
= ﬁ + /\y_"
n n
= u(z) + Au(y).
(c) u est continue, en effet,

Tn
lu@)l] = Suppz|—|

IN
=
s

3

V

-
&

3

= lzl],
donc u est continue et |||u]|| < 1.
On a d’autre part,
lulll = Sup)jp= [u(z)]
> [ufzo)]]
Ty
= SUP@J%’

= 1.

donce |||ul]| = 1.
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