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Introduction

Les inégalités jouent un roéle important dans diverses branches de mathématiques modernes
telles que la théorie des espaces de Hilbert, des probabilités et des statistiques, ’analyse réelle,
I’analyse complexe, ’analyse numérique, ainsi que la théorie qualitative des équations différen-
tielles et des équations aux dérivées partielles...etc. Elles sont un outil puissant et indispensable.
Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours de 18&me et 19éme
siécles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Tchebychev, dans les années
qui suivirent, le sujet attira encore plus de chercheurs : Poincaré, Lyapounov, Gronwall, Holder,
Hadamard, Polva, Bellman et Ostrowski.

L’une des méthodes les plus utiles pour étudier un systéme d’équation différentielle non linéaire
est de comparer ce systéme a une équation de premier degré. Cependant, il est difficile d’esti-
mer explicitement les solutions données par la méthode de comparaison. En effet, dans plusieurs
applications, les estimations explicites sont plus utiles lors de I’étude du comportement des so-
lutions de tels systémes. Il s’avere que l'utilisation des inégalités intégrales donne des bornes
explicites pour les fonctions inconnues. Pour ces raisons, la mise en ceuvre des inégalités inté-
grales dans ’étude des propriétés des solutions des équations différentielles est indispensable.

L’inégalité de Gronwall qui est un outil fondamental en mathématiques a attiré 'attention de
plusieurs mathématiciens et plusieurs généralisations sont apparues dans la littérature mathé-
matique. Inspiré par cette inégalité, Bellman, en 1943, a introduit une inégalité plus générale
qui porte le nom d’inégalité de Gronwall-Bellman et en 1956, Bihari a généralisé cette derniére.
Cette mémoire propose quelques résultats classiques des inégalités de Gronwall unidimension-
nelles ainsi que quelques unes de leurs généralisations. Au chapitre 1, les notions clés d’espaces
vectoriels normés, des applications continues, différentiables sont introduites. La connaissance
de telles notions est fondamentale pour la suite de ce chapitre. Au chapitre 2, on donne quelques
inégalités intégrales de Gronwall linéaires et certaines applications de ces inégalités dans le do-
maine des équations différentielles. Au chapitre 3, on cite quelques inégalités intégrales de
Gronwall non linéaires ainsi quelques applications de ces inégalités. Au chapitre 4, on parlera
de quelques inégalités de Gronwall & retard avec ses applications aux équations a retard. En
fin, le chapitre 5, est consacré aux inégalités de Gronwall discrétes et quelques unes de ses
applications.



Chapitre

Préliminaires et Rappels

On commence & citer dans ce chapitre quelques définitions, rappels et propriétés de base qui
seront utilisés par la suite soit explicitement ou implicitement. Le lecteur pourra esquiver la
lecture de ce chapitre.

Soient E et F' des espaces vectoriels normeés.

Notations :

L(E, F) : ensemble des applications linéaires continues de E vers F.
R : ensemble des nombres réels.

R : ensemble des nombres réels positifs.

N : ensemble des nombres entiers naturels.

R* : ensemble des nombres réels non nul.

C(I,J) : ensemble des fonctions continues de I vers J.

Dom(g) : domaine de g.

C* : ensemble des fonctions de classe CF.

Définition 1.0.1. Une fonction f : E — F est dit continue en xg € E si :
Ve> 0,36 >0, ||z—zolle <9, [[f(xz) — f(zo)llr <€ (1.1)

Définition 1.0.2. Une fonction f : E — F est dit différentiable en a € U (un ouvert de
E), s’il existe une application linéaire continue g : E — F telle que :
L (@) — f(a) —g(x — a)lr
im

z—a |z — alle

=0 (1.2)

Définition 1.0.3. Soient f : E — F une application. On dit que f est une application
linéaire si : Vx,y € E et Vaa € R

1 f(x+y) = f(z) + f(y)
2. flax) = af(z)

Remarque 1.0.1. Pour montrer qu’une application est linéaire, on peut vérifier la condition
équivalente de la définition qui est : Ve, y € E et Va € R,

f(x+ay) = f(z) + af(y)-

Proposition 1.0.1. Soit f : E — F une application linéaire. On a les équivalences sui-
vantes :

1. f est continue en 0.

2. [ est continue en xg € E.



3. f vérifie linégalité suivante des normes :
3k >0, Vz € E, |f(z)llr <k X [zlle

Remarque 1.0.2. [§] Soit I un intervalle de R. Soit Uapplication f : I — F qui & T associe
f(x) € F. On dit que f est dérivable au point a € I s’il existe l € F tel que :

| i @) = F(@)

r—a €T — Qa

on pose l = f'(a) € F; f'(a) est la dérivée de f au point a.

Dans la définition précédente, on a défini f'(a) = (df)(a) comme un élément de L(R, F),
on enlévera le doute en montrant que L(R, F') est isomorphe a F (on note : L(R, F) = F).
Ce qui donne le résultat suivant.

Proposition 1.0.2. f : I — F est différentiable en a si et seulement si elle est dérivable

en a et on a f'(a) = (df)(a)
En effet, soit Uapplication ¢ : F — L(R, F') définie par :
Q = ¢(1) définie par Q(x) = xl pour tout x € R
1. 1l est facile de vérifier que ¢ est linéaire.
2. ¢ est une isométrie de norme égale a 1 : ||¢(1)|| =||Q|cr,p) = |:s7:1|J.<pl|:13|||l|| = |||

(D’apres la propriété 2 d’une norme).
En particulier, ¢ca entraine que ¢ est injective.
On rappelle que la norme d’une application linéaire de E vers F' est définie par :

IPllee,r = sup [lo(@)]lr = Suplllcb(«’lf)llF

llzlle<1 lzll e=

3. ¢ est surjective : soit g € L(R, F). Posonsl = g(1) € F. Ce qu’implique que ¢(1) = g.
On identifie g € L(R, F') avec l’élément l = g(1) de F'.

F(t) — f(to) = F(t) — f(to) — (t — to)l _ F(t) — f(to) — Q(t — to)
t— to t— to t— to
| -] -]

D’ou la compatibilité des deux définitions.

Remarque 1.0.3. La propriété est équivalente a 'une des propriétés suivantes :
1. Ve >0,3n > 0,z € U, |z —alls < n = ||f(z) — f(a)—g(z—a)|r < e|z—alls
2. |f(x) — f(a) — g(x — a)||lr = o(||x — a||g) pour z voisin de a.
3. ||f(a+ h) — f(a) — g(h)||r = o(||h||g) pour h voisin de 0.
Définition 1.0.4.
1. Une fonction est différentiable sur E, si elle est différentiable en tout point de E.
2. Une fonction est continue sur E, si elle est continue en tout point de E.

Remarque 1.0.4. Une fonction dériwable est toujours continue. Mais ["inverse n’est pas tou-
jours vraie.

Un exemple simple sur I'étude de la dérivabilité d’une fonction montre que la fonction t — |¢|
est continue en 0 mais non dérivable en 0.

Le résultat suivant sera trés utile dans la suite pour justifier la dérivabilité des fonction parti-
culiéres (voir la proposition [1.0.3)).



Proposition 1.0.3. Soit I un intervalle de R.
t

Soienta € I et f:t — f(t) = / g(s)ds une fonction.

a
t

Sit — g(t) est continue sur I alors t — f(t) = / g(s)ds est dérivable sur I et sa
a
dérivée f'(t) = g(t) est continue sur I. Dans ce cas, on dit que f est de classe C* sur I.

Définition 1.0.5. On dit qu’une fonction est de classe C* sur un intervalle I, si elle est k fois
dérivable sur I et sa dérivée k™€ est continue sur I.

Définition 1.0.6. Soit (€, )n une suite de E. On dit que (), est une suite de Cauchy dans
FE si:
Ve > 0, Ing € N, Vn,m > ng, ||, — zn||g < €.

Définition 1.0.7. (Espace de Banach) Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace de
Banach s’il est complet. En d’autre terme, si toute suite de Cauchy de E converge dans E, on
dit que E est un espace complet.

Définition 1.0.8. [§] Soit f : E — F une fonction. On dit que f admet une limitel € F
enaxg € F st :

Ve >0, 36 > 0, ||z — zo||lg <9, || f(x) —I||r <e.

Proposition 1.0.4. (Critére séquentiel de la limite) f admet une limitel € F en xg € E si
et seulement si pour toute suite (x,) C E telle que x,, . %o lim f(x,) =1 et elle est
n——+0o0 n— 00

indépendante de (xy,).

Théoréme 1.0.1. (Inégalité des accroissements finis) Soit a et b deuzx points de R, a < b.
Soit F' un espace vectoriel normé sur R. Soit f : [a,b] —> F une application continue.

1. Si f est différentiable sur |a, b[, et s’il existe une constante M > 0 telle que pour tout
x €]a,b[ on a ||f(x)||r < M alors

1£(b) = f(a)]| < M(b— a).

2. Plus généralement, si g : [a,b] —> R est une application continue, et si
(i) f et g sont différentiable sur ]a, b[
(ii) Vx €la, b, || (z)|lr < g'(x)

Alors on a
| £(b) — f(a)l| < g(b) — g(a)

Corollaire 1.0.1. (Inégalité de la moyenne) Soit U un ouvert convexe de E et f : U — F
une application différentiable. On suppose que

3k >0, Va € U, ||f'(z) < k.

Alors pour tous x,y € U on a

1f(2) = F(W)I < Ekllz —yll



Chapitre 2

Inégalités de Gronwall linéaires

Dans ce chapitre, on va citer et démontrer quelques inégalités intégrales continues linéaires
unidimensionnelles de base, qui ont trouvé des applications importantes dans le domaine des
équations intégrales et équations différentielles. Et a la fin de ce chapitre, on verra quelques
applications de ces inégalités.

2.1 Inégalité différentielle linéaire

Le lemme suivant sera trés utile pour démontrer certains résultat de Gronwall, Bihari...etc.
Certains 'appellent Inégalité différentielle linéaire ou lemme de Gronwall. Elle est 'une des
trés célebre des inégalités de ce type, qui joue un réle crucial dans 'analyse, a titre d’exemple,
I’étude de 'existence, de I'unicité et de la stabilité et des estimations des solutions aux équations
différentielles. (le lecteur pourra consulter [23] pour plus de détails).

Lemme 2.1.1. (Lemme de Gronwall [9]) Soient b et f deux fonctions continues sur J =
[a, +00[. Soit v une fonction différentiable sur J, et on suppose que pour tout t € J,

v'(t) < b(t)v(t) + f(¢t), (2.1)

alors pour toutt € J, on a

v(t) < v(@) X exp (/t b(s)ds) + /: £(s) X exp (/t b(u)du) ds.  (22)

(07

Preuve : linégalité (2.1)) donne :

(0/(5) = b(s)o(s)) x exp ( [ bupdn) < £(5) x exp ([ blurau)

ie: % Lu(s)exp tb(u)du < £(s) X exp tb(u)du (2.3)
s (e esn ([ o) | (/] weran)

Puis en intégrant (2.3)) entre ac et t, on obtient I'inégalité suivante :

v(t) — v(@) X exp (/: b(s)ds) < /: £(s) X exp </t b(u)du) ds

ie : v(t) < v(@) X exp (/: b(s)ds> + /: £(s) X exp (/t b(u)du) ds  (24)

Ainsi, termine la preuve du lemme [2.1.1



2.2 Quelques inégalités intégrales linéaires

Théoréme 2.2.1. (Inégalités de Gronwall [10)]) Soit w une fonction continue, définie dans un
intervalle I = [, o 4+ h)] et pour tout t € I,

0<u(t) < /t[bu(s) + alds (2.5)

ot a,b € Ry, alors :
vVt € I, 0 < u(t) < ahexp(bh). (2.6)

t
Preuve : On considére la fonction g(t) := / [bu(s) 4+ a]ds qui est bien dérivable (d’aprés

la proposition [1.0.3)) avec a,b € Ry, g(«) ~0et g'(t) = bu(t) + a
D’aprés ([2.5)), on obtient :
g'(t) < bg(t) +a

Le lemme [2.1.1] appliqué a g donne :

() < a/: exp (/t bdu) ds (2.7)

Or : b|t — s| < bh,Vt,s € I, la croissance de exp et / donne I'inégalité souhaitée 1}

Remarque 2.2.1. Peano a explicitement traité le cas particulier du théoréeme ct dessus
avec a = 0 et quelques résultats généraux sur les inégalités différentielles et les solutions
mazimales et minimales des équations différentielles [22).

Le théoréeme précédant a été énoncer et démontrer pour la premiere fois par Gronwall, ce qui
ne cesse de soulever la curiosité des chercheurs tels que Bihari, Bellman...(Voir les résultats qui
suivent) .

Théoréme 2.2.2. (Inégalité de Bellman [3/)
Soient y et g deuz fonctions continues positives pour tout t € [0, T tel que l'inégalité suivante
est satisfaite : ¥t € [0, T,

y(t) < n+ / g(s)y(s)ds (2.8)

avec m une constante positive. Alors pour tout t € [0,T], on a
t
v(® < nexo ( [ as)as) (29)
0

t
Preuve : On considére la fonction v définie par t — v(t) = n + / g(s)y(s)ds qui est
0
bien dérivable et (2.8 résulte que :

V(8) = g(8)y(t) < ng(t) + g(t) / g(s)y(s)ds = g(t)v(t)

t
En multipliant l'inégalité précédente par exp(— / g(s)ds), on obtient :
0

/0 - g®u)exp (— [ tg(s)ds) <o (210)

9



e : % {v(s) exp (— /Osg(u)du)} <o. (2.11)

S
Deés lors, on intégre dans [0, t] et en multipliant I'inégalité précédente par exp(/ g(u)du) >
0
0, on obtient I'inégalité souhaitée (12.9)).
Corollaire 2.2.1. [23] Soient uw et b deux fonctions continues positives sur [, +00[, et soil
pour tout t € [a, T,
t

u(t) < aexp(—v(t — a)) +/ exp(—y(t — 8))b(s)u(s)ds (2.12)

avec a > 0 et v des constantes. Alors pour tout t € [, T], on a
t
u(t) < aexp (’y(t —a) —|—/ b(s)ds) (2.13)

Preuve :
On considére la fonction w(t) = wu(t) exp(vt), De '’hypothése du corollaire, on obtient :
vVt > «,

t

w(t) = exp(vt)u(t) < aexp(yt — vt +va) + / exp(—t + 7t + v8)b(s)u(s)ds

(o7

<— w(t) < aexp(va) + /t b(s)w(s)ds (2.14)

(2.14) qui satisfait I'hypothése du théoréme résulte que :

w(t) < aexp(ya) X exp </t b(s)ds) (2.15)

[e%

Il s’en suit que :
t
u(t) < aexp <—’7(t —a)+ b(s)ds) (2.16)
Ainsi termine la preuve du corollaire.

Remarque 2.2.2. L importance et la puissance de ce type d’inégalités en analyse, ont fait
Uobjet d’améliorations et généralisations du théoreme[2.2.2,

Remarque 2.2.3. Le théoréeme|2.2.2 peut fournir des bornes de solution en terme de solution
d’une équation intégrale linéaire Connezxe

v(t) < +/0 g(s)v(s)ds

et les fondements de base de la théorie des équations différentielles. Elle a été introduite et
étendue dans des divers contextes tel que : dans ['itération de type Picard-Cauchy pour établir
lexistence et ['unicité des solutions. Des inégalités de ce type sont souvent rencontrés dans la
théorie des perturbations et de la stabilité des équations différentielles.

Bellman a montré la variante suivante du théoréeme pour étudier le comportement asymptotique
des solutions des équations différentielles linéaires [4).

10



Théoréme 2.2.3. (Inégalité de Bellman [])]) Soient w et f deux fonctions continues positives
dans J = [a, B], et soit  une fonction continue, positive et croissante dans J satisfaisant
pour tout t € J,

u®) < n(t) + | Fls)u(s)ds. (2.17)

Alors pour tout t € J, on a
t
u(t) < n(t) X exp (/ f(s)ds) (2.18)

u(t
Preuve : On suppose que n(t) > 0 et on considére la fonction w(t) = ——=, alors dans

n(t)
(2.17) et puisque 1 est croissante, on a :

w(t) < 1+/ F(5)w(s)ds

o(t) <o ( [ £(s)as)

Remarque 2.2.4. Dans le cas ot m(t) est simplement positive, on peut faire la méme dé-
monstration en remplacant n(t) par n(t) + € avec € > 0 une constante arbitraire trés petite
et ensuite passer a la limite.

Le théoréme résulte que

D’ou le résultat.

+oo
Théoréme 2.2.4. [/ Soient f une fonction continue positive définie dans Ry telle que/ f(s)ds <

400 et ) est une fonctions continue positive et décroissante définie sur Ry. Siw est une fonc-
tion continue positive bornée dans Ry et vérifie : Vt € R,

+oo
w®) Sn®+ [ f)uls)ds, (219)
alors pour tout t € R,
+oo
u(t) < n(t) X exp (/t f(s)ds) . (2.20)

Preuve : Soit n(t) > 0, 'hypothése (2.19)) résulte que :

u(s) oo u(r )
e <1+/ For) o e (2.21)

On définit une fonction z(t) a droite de (2.21f), définie par z(s) = 1 + f( )—— u(r )

on a: z(+oo) = 1. ) ()
— 2/(s) = —f(s)—= u(s) > —f(s)z(s) En intégrant de [t, +oo] dans I'inégalité précédente,
on obtient : ()

/t+°° Zz,((j;d > /+°° _f(s)ds

i.e:/t z,(s)dsg/t+oof(s)ds

+oo 2(8)

11



+o0
[In|2(s)[]". < / f(s)ds

20 < exp ([ " F(e)ds)

D’ou :

Il s’en suit que :

u(t) < n(t) x exp ( [ o F(e)ds)

On obtient I'inégalité cherchée.
Si n(t) est tout simplement positive, on remplace 1(t) par n(t) 4 € avec € > 0 une constante
arbitraire trés petite, et faire tendre € vers 0. Le raisonnement est similaire.

Théoréme 2.2.5. (Rodrigues [27]) Soient f et g deux fonctions continues positives définies
sur Ry. Soit y une fonction conlinue décroissante strictement positive pour tout t > o et o
suffisamment grand tel que :

—+o0

8= /+Oog(s)ds —I—/ f(s)ds < 1. (2.22)

(a2
On suppose que u est une fonction continue positive telle que y X w est bornée et pour tout
t>a,ona:
“+o0o
u()) <O+ [ fo)uls)ds + o 5| v@e@usas (223)

avec C' 2> 0 une constante. Alors pour tout t € Ry,

u(t) < (%) X exp (ﬁ /t +oog(s)ds) . (2.24)

Preuve : Soit v(t) := max u(s). Alors v(t) est une fonction continue croissante telle que :
a<s<t

u(t) < v(t) et y(t) X v(t) est bornée pour tout ¢ € Ry. Pour tout ¢ > a, il existe &, € [ar, ]
satisfaisant v(t) = w(t1) (D’aprés le théoréme Weierstrass).
D’ou (2.23]) résulte que :

“+o0

w(t) < C + / " F(s)v(s)ds + y(s)g(s)v(s)ds (2.25)

P y(t1) Ju

Sachant que :

400 t +oo
/t y(S)g(S)v(S)d8=/t y(S)g(S)v(S)dSJr/t y(s)g(s)v(s)ds,

la décroissance de y et la croissance de v sur [t1, t] donne I'inégalité suivante :

too t +oo
| v@a@ueds Sy) x o) [ a(s)ds+ [ p@a@veas. (220

t1

“+o0

y(t1) Je

t “+o0
y(s)g(s)v(s)ds < v(t)/ g(s)ds + /t y(s)g(s)v(s)ds

1
y(tl)
“+oo
<o) / g(s)ds+—— [ y(s)g(s)v(s)ds

Et par suite (2.25)) résulte que :

(t)
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+o0 +o0 +oo
o(t) sc+v(t){ | s+ | g(s)ds}+ﬁ [ y©g(e)(s)s

(82 (81

¢a implique :

w0 x ) (1= [ [ s0ds+ [T a@as]) soxvr+ [ e

(a7 «

Or 1 — B8 > 0 par hypothése, d’otu :

1 Foo
u(®) x o) < - (Cx @+ [ welae)as). (2.27)
— t
Dés lors, (2.27)) satisfait 'hypothése du théoréme on obtient :
C x y(t) 1 Foo
y(t) X v(t S—exp(—/ gsds). 2.28
0 x o) £ T2 exp (=5 [ a9 (2.98)

Ainsi termine la preuve du théoréme .

Théoréme 2.2.6. [2]] On suppose que g est une fonction positive intégrable dans [0, T](0 <
T), f et y sont des fonctions positives absolument continues dans [0, T] vérifiant pour tout
t € [0,T],

v <50+ [ " g(s)y(s)ds. (2.20)

Alors nous avons :

y(t) < F(0) exp ( / tg(s)ds) + [ exp ( / tg(u)du) Fs)ds.  (2.30)

Avant de passer a la preuve de ce théoréme, nous allons rappeler quelques notions qui seront
utiles pour prouver ce théoréme.

Définition 2.2.1. Soit I un intervalle de R. on dit qu’une fonction F' : I — R est absolu-
ment continue s :

Ve > 0,36 > 0/ V(([an, bn]) <y C I disjoints), > (bp—an) < 8, Y |F(an)—F(by)| < €.
n>0 n>0

Voici un résultat connu sur la continuité absolue.

Proposition 2.2.1. [76]

1. F est absolument continue sur [a, b] si et seulement s’il existe une fonction f intégrable
sur [a, b] (au sens de Lebesque) tel que pour tout x € [a, b],

F(z) — F(a) = / " F(t)dt

2. D’apres le second théoréme fondamental de l’analyse, si sur ([a,b]) F' est dérivable partout
el a dérweée intégrable, alors F' est absolument continue.

3. Le produit de deux fonctions absolument continue est continue .

4. Si F est absolument continue, sur [a,b] alors :
— FElle est continue.
— Elle est dériwable presque partout.
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Passons maintenant & la preuve du théoréme précédent.

Preuve : Puisque f(t) et y(t) sont des fonctions positives absolument continues dans
[0, T], y'(t) et f'(t) existent presque tout ¢ € [0,T]. Alors, si on prend w(t) = f(t) +

t
/ g(s)y(s)ds, on a pour presque tout t € [0, T] et d’aprés (2.29) :
0

w'(t) = f'(t) + g(t)y(t) < f(t) + w(t)g(?)
D’aprés le lemme PTT} on obtient :
w(t) < w(0) X exp </Otg(s)ds> + /Ot f'(s) X exp (/:g(u)du) ds (2.31)
D’ou :
u(®) < w(t) S0 x e ([ a@ds) + [ 16 x e ([ gtwran)ds 2

Ce qui achéve la preuve .

Remarque 2.2.5. Si f(t) = n = constante > 0, on tombe sur le théoréme . c-a-d :

v(®) < nx exp ( [ gs)ds )

Ce qui généralise le théoréme [2.2.2]

Théoréme 2.2.7. (Gollwitzer [11]) Soient u, f, g et h des fonctions continues positives dans
J = [a, B], et pour tout t € J,

ult) < £(£) + () / h(s)u(s)ds. (2.33)

(07

Alors pour tout t € J,

u(t) < f(t) +9() /at h(s)f(s) exp (/: h(T)g(T)dT> ds (2.34)

t
Preuve : Soit z2(t) := / h(s)u(s)ds. Alors z(a) = 0, et (2.33)) donne,

a

Z'(t) = h(t)u(t) < h(t)f(t) + h(t)g(t)z(t)

En exploitant le lemme et puisque g(t) > 0, on obtient :

9(®) x =0) < 9(0) x [ h()1()exp ([ (rig(ryar ) ds

(07

Dés lors, u(t) < f(t) + g(t) x z(t), le résultat est clair.

Dans ce chapitre, on a cité quelques inégalités intégrales linéaires unidimensionnelles de base, mais elles en
existent plusieurs déduites de ce type par d’autres chercheurs tel que Pachpatte, Chandirov, Qude, Filatov,
Rudakov, Bykov-Salpagarov...etc (voir [23] pour plus de détaille).
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2.3 Applications

2.3.1 Application du théoréme au théoréme de Cauchy Lipschitz
pour démontrer 'unicité de la solution d’un probléme de Cau-
chy

On considére le probléme de Cauchy :

y'(t) = f(t,y(t)),
{ y(to) = a € R" (2.35)

Ou f : R X R™ — R continue et L-Lipschitzienne en y (hypothése du théoréme de Cauchy
Lipschitz). On cherche a démontrer 'unicité de la solution de ce probléme. Pour prouver l'unicité
de la solution du , on admet I'existence de cette solution. Soit y cette solution. Il est facile
de voir que est équivalente a 1’équation intégrale :

t
u(t) = y(to) + | S(s,9()ds (2:36)
Soit 1 une autre solution de (2.35)), c-a-d :
YP'(t) = f(t, (1)) et (o) =
D’ou,
t
ly(t) — @) <0+ L/t ly(s) —2b(s)llds

Il en résulte du théoréme que

t
ly(®) = $(®)ll <0 x exp( | Lds)
to
¢a entraine que y(t) = ¥ (t). D’ou 'unicité.

Noter qu’ici on a montrer juste l'unicité de la solution d’un probléme de Cauchy satisfaisant les hypothéses du
théoréme de Cauchy Lipschitz, en utilisant le théoréme[2.2.2 Mais, dans d’autres ouvrages, on montre a la fois
lexistence et ["unicité de la solution par le biais du théoréme de point fixe de Banach Picard.

La proposition suivante est une application du théoréme pour étudier la durée de vie d’une
solution.

Proposition 2.3.1. [35/ Siy > 0 est une solution sur R dey’ = ¥ (y) tel que |¢p(x)| < C|x|
pour tout * € R, alors

y(t) < y(0) exp(tC)
Preuve : La preuve ici consiste a remarquer que :
t
¥ Sy + [ € xy(s)ds
0

et appliquer le théoréme [2.2.2]

2.3.2 Application du théoréme a la résolution du probléme de
valeur terminale

On considére le probléme de valeur terminale suivant :

{ Z'((R;) ];(tzli(g)fj p(t), (2.37)
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avec f: Ry X R — R, p: Ry — R des fonctions continues. On s’intéresse a trouver une
estimation d’une solution de et prouver 1'unicité de la solution du probléme de valeur
terminal.

Le théoréme suivant fournit une estimation pour une solution du probléme de ce type :

Théoréme 2.3.1. (Pachpatte-Pachpatte [18]) On suppose que :

|f(t, w)| < b(t)]ul (2.38)
et

4o — Q(t)| < a(t) (2.39)
avec a est une fonction continue décroissante définie dans Ry et b est une fonction continue

+oo o0
positive définie dans Ry satisfaisant/ b(t)dt < 400 et Q(t) = / p(s)ds.

0 t
Si u(t) est une solution du probléme , alors pour tout t € Ry,

(@l < () xoxp ([ b(s)ds

Preuve :
Si u(t) est une solution du probléme (2.37)), alors on peut faire :

/t+°° u'(s)ds = /t+°°[f(s,u(s)) + p(s)]ds

b () —ultoo) = = [ [f(s,uls)) + pls)lds (2.40)
c-a-d : oo
wlt) = um = [ [f(s,u(s) + p(a)]ds
D’ou : oo
[u ()] < Jue — Q)| + / |£(s, u(s))|ds
D’apres et (2.39), on obtient :

+oo
lu(t)| < a(t) +/t b(s)|u(s)|ds (2.41)

Donc, le théoréme résulte que :

lu(t)| < a(t) X exp (/t+°<> b(s)ds) (2.42)

En suite, nous allons montrer I'unicité de la solutions d’un probléme de ce type (2.37)).
Si de plus f satisfait I'hypothése du théoréme suivant, on aura 'unicité de la solution :

Théoréme 2.3.2. [18/ On suppose que la fonction f satisfait la condition :

|f (¢, uw) — f(E,v)| < b(t)|u — v, (2.43)

avec b(t) définie comme dans le théoréme précédent. Alors le probléme admet une unique
solution dans Ry .
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Preuve : Le probléme (2.37)) est équivalent a I'équation intégrale (2.40)). Soient u(t) et v(t)
deux solutions du probléme (2.37)), Ainsi d’aprés (2.40)) et (2.43)), il s’ensuit que :

+oo

u(t) — v(t)] = | / (s, u(s)) — F(s,0(s))lds]
+o0

ut) — vo(t)] < / £ (5, u(s)) — f(s,0(s))|ds

—+oc0
= |u(t) —v(t)| < /t b(s) X |u(s) —v(s)|ds+ 0

Le théoréme résulte que :

lu(t) —v(t)] <0 X exp (/t+°° b(s)ds) =0 (2.44)

= u(t) = v(t)
D’otu l'unicité de la solution du probléme de valeur terminal (2.37) .

2.3.3 Application du lemme 4 une étude particuliére d’équation
différentielle

On considére 'équation différentielle suivante :

y'(t) = sin(|ly(®)])g(?) (2.45)

ou g : R — R™ continue telle que pour tout t € R, g(t) # 0.

Ici, On se propose de chercher l'intervalle maximale de la solution de I’équation différentielle
. Pour se faire, on va appliquer le lemme en montrant que cette solution maximale
est définie sur R.

1. Soit (to,a) € R X R™, (2.45) admet une unique solution maximale ¢ définie sur un
intervalle I tel que ¢(to) = a. En effet :

(a) (t,y) — sin(]|y||)g(t) est continue sur R X R™ comme composées, puis produit de
telles fonctions.

(b) En posant f(t,y) = sin(||y(¢)||)g(t), f est localement Lipschitzienne en y. En effet :
Soit (t,y), (t,z) € R X R" ona:

£t y) — £ 2)] < [lg@®llly — =l

La continuité de g et y entraine que pour (to,yo) € R X R", il existe un voisinage
V = [to—h,to+ h] X B(yo, T) et il existe k > 0 tel que pour tout (¢,y),(¢t,z) € V,

1 (& y) — £, 2)|] < Elly — =]

Noter que B(yo, r) désigne la boule fermée de centre yq et de rayon 7

11 s’ensuit du théoréme classique de Cauchy-Lipschitz que (2.45)) admet une solution maxi-
male unique vérifiant ¢(tg) = a

2. Il est facile de trouver que les solutions maximales constantes de (2.45)) sont :

lo@)|| = nm
oun €N
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3. La solution maximale ¢ est définie sur I = R. En effet, par 'absurde soit ¢ définie sur

I =]a,b[# R (a,b € R). Soit M = sup ||g(t)|| qui existe puisque g est continue sur
to<t<b

R donc continue dans [tg, b] C R.

(a) on vérifie facilement que

&' < Mlp@)]-
D’ott le lemme [2.1.1] résulte que

lp@)Il < ll@(to) || exp(M (b — to)).

¢a entraine que pour tout t € [tg, b[
&' ()]l < K

ot K = M]|¢(to)| exp(M (b — to)).

D’ou le théoréme des accroissement fini résulte que pour tout t, s € [to, b],
o) — &(s)ll < K[t — s (2.46)

(b) Soit (tn)n C [to, b[ tel que lim ¢, = b
n— oo

i. (¢(tn)) converge. En effet, soit m,n € N tel que (t,), (tm) C [to, b[.
(2.46) entraine que :

Donc (¢(t,)) est une suite de Cauchy dans R™ qui est complet, donc convergente.
Posons lim ¢(t,) =1 € R"

ii. I ne dépend pas de la suite (¢,). En effet, soit (s,) C [to, b[ tel que s,, —> b. 1l

) A . _ . n—o0
s'avére que lim ¢(s,) =1 car :
n—oo

[¢(sn) — Ul < Ksn — bl + Kltn —b] + [[¢(tn) — U — 0.

Donc lim ¢(t) existe et est finie, de méme on montre par la méme procédure que
t—b—

lin}r ¢(t) < oo ce qui contredit le fait que ¢ est une solution maximale de (2.45
t—a

définie sur I =]a, b[# R et vérifiant ¢p(t9) = a. Donc on peut affirmer que la solution
maximale ¢ est définie sur I = R.

2.3.4 Application du théoréme i I’étude de la stabilité entrée-
état des systémes a retard

Dans cette section, on présente une application du théoréme [2.2.3] pour étudier la stabilité
entrée-état de quelques systémes a retard (Voir [31]). Pour faire cela, on considére les notations
suivantes :

C : ensemble des fonctions continue de [—h, 0] dans R™.

C, : ensemble des fonctions continues dans C' bornées par une constante a > 0.

IC : ensemble des fonctions continues de [0,a) — [0,00) (@ > 0 est un réel), strictement
croissante et nulle en 0.

Ko : ensemble des fonctions continues de [0, 00) — [0, 00) de classe KC tendant vers oo.
KCL : une fonction continue 8 : [0, a) X [0, 00) —> [0, 00) est dit de classe ICL si pour s fixé,
la fonction B(., s) est de classe IC par rapport a la premiére variable et si, pour r fixé, la fonc-
tion B(r, .) est décroissante par rapport a la deuxiéme variable avec 3(r, s) — 0 quand s — 0.
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Considérons les systémes sous la forme suivante :
ou f est une fonction continue définie sur R4 X C X C. L’entrée de perturbation w; est

considérée comme bornée.

Définition 2.3.1. Le systeme est dit stable entrée-état s’il existe une fonction 3 de
classe ICL et une fonction ~y de classe Koo telles que, quelle que soit la fonction initiale o et
une entrée bornée u, la solution xy (to, o) = x(t;to, po) existe pour tout t > to et vérifie
["inégalité

llz (320, o) | < B (llollc » £ — to) + v (|uels) - (2.48)
L’inégalité est en cohérence avec celle obtenu dans le cas linéaire. Pour se rendre compte,
on consideére I’équation différentielle a retard de la forme :

' (t) = Ax(t) + Aqxe(t — 7) + Bu(t),t > 0

ol A est supposée de Hurwitz, A4 et B sont des matrices de dimensions appropriées, 7 > 0
est une constante représentant le retard, (t) € R™ et u(t) € R™ représente la valeur du
signal exogéne. La solution de cette équation avec la condition initial ¢ € C vérifie

¢
x(t; to, o) = € (0) + / eAt=9) [Ax(s — T) + Bu(s)] ds
0

Il est clair que ||¢0(0)|| < ||ollc. on peut majorer cette quantité par

0
lz(t; to, o) Il < ce™[lolle + | ce""e"|| Agll[|z(s) | ds

-7

t t
+ / ce e || Ayl | (s) | ds + / ce™" ) || B|l||u(s) s
0 0

c|| Bl

|ufoo

A T
<of1s 184)
r

t
llpollce™ + / ce " "e™ || Ag| [|x(s)lIds +
0

ol ¢ et r sont des constantes positives choisies de telle sorte que HeAtH < ce™". En notant
c|| Bl

que |u|oo est une fonction croissante en ¢, nous pouvons appliquer le théoréme [2.2.3( de

T
Gronwall judicieusement et obtenir :

o (tstas o)l < (14 1200 g e P efieemremmemiacta
<ec (1 + W) lollce™ + Me% %00
La solution vérifie bien I’équation avec les fonctions
B(s,t) =c (1 + w) se”"™ e KL
et
v(s) = C”B”se% € Koo

T

Remarque 2.3.1. Il y’ en a d’autres applications des théoremes de ce type par exemple I’étude
des perturbations des systémes différentielles non linéaires o les chercheurs (Brauer, Strauss...etc)
ont travaillé la dessus.
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Chapitre 3

Inégalités de Gronwall non linéaires

Dans ce chapitre, on va présenter quelques inégalités intégrales non linéaire et des applications
de quelques théorémes qui seront cités par la suite. A noter que ce chapitre généralise quelques
théorémes énoncés dans le chapitre précédent(cf chapitre .

3.1 Quelques inégalités intégrales non linéaires

Théoréme 3.1.1. (Inégalité de Bihari [3]) On suppose que x et v sont des fonctions continues
positives dans [0,7), et f(u) est une fonction continue positive croissante pour tout u €
[0, +00) tel que pour tout t € [0, T),

2(t) <n+ / v(s) f (x(s))ds (3.1)

ot m > 0 une constante, alors pour tout t € [0,71),

o) < 67 (o) + | tv(s)ds) , (32)

o

v o1
o(u) = /u0 705 ds, u > up > 0, (3.3)

¢~ est Uinverse de ¢ et

r = sup (€ 0,7):0(+00) 2 () + [ o(s)ds )

Preuve : On considére la fonction définie par

u(t) 1= [ fla(s)o(s)ds
pour tout ¢ € [0, 7), on a bien y(0) = 0 et donne :
y'(t) = f(x(t)v() < f(n+yt))v(?)

= ¢'(y(t) +n) < v(t)

Et en intégrant dans [0, t] I'inégalité précédente, on obtient pour tout t € [0, 7],

s +m < | "o(s)ds + ()
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comme ¢ croissante, donc ¢~ 'est aussi, on obtient I’inégalité souhaitée :

20 <y +n<e ([ o(s)ds + o))

Ce qui termine la preuve.

Théoréme 3.1.2. (Inégalité de Dragomir-Kim [7f) Soit g une fonction continue monotone
dans un intervalle I contenant un point ug qui disparait dans I. Soient u et k des fonctions
continues dans un intervalle J = [a, B], tel que uw(J) C I, el supposons que k est de signe

constante dans J. Soit a € 1.

1. supposons que g est croissante et k positive. Si pour tout t € J,

ult) < a+ / k(s)g(u(s))ds,

alors pour tout o < t < By,

u(t) < G™! (G(a) + /tk:(s)ds)

o7

“ ds
G(U):/UOENLGI,

et 31 = min(vy, vs2), avec pour tout a < t < v,
t
vi=sup{veEeJ:a +/ k(s)g(u(s))ds} € I
* t
vy = sup{v € J : G(a) +/ k(s)ds}
2. On suppose que J = (a, B]. Si pour tout t € J,
B
u®) Sa+ [ k(s)g(u(s))ds.
t
Alors pour tout a; < t < 3,
B
u(t) < G [G(a) + / k(s)ds}
t
Ot oy = max(py, p2), avec pour tout p < t < 3,
B
i =sup{u€J:a+ [ k(eg(u(s)ds} €1
t
B8
p2 =sup{p € J : G(a) —I—/ k(s)ds}
t

Preuve :

1. On considére la fonction

y(®) = [ k(&)g(u(s)ds,

[e%

alors y(a) = 0, u(t) < a + y(t) et avec les hypothéses du théoréme, on obtient :

Y'(t) = k(H)g(u(t)) < k(t)g(a + y(t))
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En intégrant dans [a,t], on obtient pour tout ¢ € [a,31] et avec un changement de
variable dans le coté gauche :

t
Gla+y(t) < [ k(s)ds + G(a)
et puisque G est croissante, donc G~ aussi, on obtient :

w(t) < a+y(t) < G [G(a) + /t k(s)ds

a

_

D’ou la preuve.
2. Si

B
y(t) == / k(s)g(u(s))ds,

alors y(B8) = 0 et u(t) < a + y(t)
De plus :
yY'(s) = —k(s)g(u(s)) = —k(s)g(a + y(s))-

En intégrant dans [, 3] 'inégalité précédente et avec un changement de variable & gauche,
on obtient :

B
Gla+ y(t) < / k(s)ds + G(a).

t

Dés lors G™1 est croissante, on trouve l'inégalité souhaitée :
B
u() Saty() <67 |G@) + [ ko)ds]
t

Théoréme 3.1.3. (Inégalité de Yang [30)]) Soient ¢ € C (R4, Ry) une fonction strictement
croissante avec ¢(+00) = +oo et P € C(Ry,Ry) une fonction croissante. Soit ¢ > 0 une
constante. Si u, F € C(R4,Ry) et linégalité suivante est vérifiée pour tout t € R

Bult) < e+ [ Flo)w(uts)ds 36
alors pour tout t € [0,T],
u(t) < ¢t [G_l (G(c) + /Ot F(s)ds)]
avec ¢, G sont les fonctions inverses respectivement de ¢ et G définie par :
r ds

G(z) := mom,w2w0>0

et T > 0 est choisi de sorte que pour tout t € [0, T,
t
G(c) —l—/ F(s)ds € Dom(G™). (3.7)
0

Preuve : On définit dans R une fonction positive , croissante et différentiable par :

(1) :=c—|—e—|—/0 F(s)t(u(s))ds,
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ol € > 0 une constante arbitraire. Alors :
P (u(t)) < 2(t)
et puisque ¢ est strictement croissante et ¢(4+00) = 400, on obtient :
u(t) < ¢~ (=(1)) (3.8)
En suite, la différentiabilité de z et la croissance de @ donne :
2 (t) = FOw(u(t)) < Pt {67 (=()}
Par définition de G, I'inégalité précédente s’écrit :

dGl=(s) _  #(s)
ds— P{e7 ()} T

En intégrant dans [0, t] et quand € — 0, on obtient pour tout t € [0,T] :

F(s)

G(z(t)) < G(c) —I—/O F(s)ds € Dom(G™) (3.9)

d’aprés la condition (3.7)).
De plus :

t
2(t) < G [G(c) + / F(s)ds}
0
Comme ¢! est croissante et puisque u(t) < ¢~ (z(t)), on trouve I'inégalité souhaitée.

Lasalle établit le résultat remarquable suivant en 1949 qui n’a pas recu une grande attention.

Théoréme 3.1.4. (Inégalité de Lasalle [I2]) Soient f, g des fonctions continues positives dans
[0, T]. On suppose que k > 0 est une constante, F(t) une fonction croissante, continue et

positive pour tout 0 < k < u,
v ds

k F(S)
et linégalité suivante tient pour tout 0 < t < T,

G(u) =

o0 <k+ [ F(s)F(g(s))ds. (3.10)

Alors nous avons pour tout 0 < t < T,

G(g(t)) < / f(s)ds

De plus, si F' est Uapplication identité, c-a-d : F(u) = wu, alors l'inégalité de Lasalle se
réduit o l'inégalité de Bellman-Gronwall (cf théoréme (@ chapitre@

Preuve : En s’inspirant des preuves précédentes, on considére la fonction définie par :
t
y(t) := / f(s)F(g(s))ds
0
D’ou (3.10) et par définition de y(t), on a :
g(t) < k+y(t). (3.11)
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Par différentiation de y, on obtient I'inégalité suivante en remplacant ¢ par s :

Y'(s) = f(s)F(g(s)) < f(s)F(k +y(s))

En intégrant dans [0, ] 'inégalité précédente et avec un changement de variable a gauche, on
obtient :

t
Gk +y(t) < | F(s)ds
0
Il s’ensuit avec (3.10) et la croissance de G que :

t
Glat) < Gk +y(®) < | f(s)ds
Ainsi termine la preuve.

Le résultat suivant a été prouver aussi par Lasalle [12] (voir [23] volume 2).

Définition 3.1.1. (Sous-additivité) On dit qu’une fonction f est sous-additive si pour tout x

ety, f(x+y) < f(x)+ f(y).

Théoréme 3.1.5. (Inégalité de Lasalle ) Si x, h, et v sont des fonctions continues dans [0, T),
et f(u) est une fonction continue, positive, croissante et sous-additive pour tout u € [0, +00)
telle que pour tout t € [0,T),

2(t) < hit) + | o(s) £(h(s))ds,

alors pour tout t € [0, T3),

20 < b0+ [0 ([ o shsas) + [ oo)as]

ot @ et ¢~ sont définies comme dans le théoréme et

T3 = sup {t €1[0,7): ¢(+00) > ¢ (/Otv(s)f(h(s))ds) + /Ot'v(s)ds}

Définition 3.1.2. (Application mesurable) Soient (2, T) et (E, &) des espaces mesurables.
Soit f : (Q,7) —> (E, &) une application. On dit que f est mesurable si :

VAet fi(A)er
c-a-d :
7l cr

Dans la suite, on dira qu’une fonction h(t,r) posséde la propriété I si h(t,7) > 0 pour
lintervalle de définition de t et 7, s’il est mesurable en ¢ pour » > 0 fixé, continue en r pour
t fixé, to < t < 400, r > 0, et si r(t) est la solution maximale de I’équation différentielle
r’ = h(t,r) passant par le point (g, 0), nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.1.1. (Inégalité de Lakshmikantham [13]) On suppose que la fonction h(t,r) a la
propriété I. Soit y une fonction continue sur [to, +00) et satisfaisant l'inégalité pour tout
t € [0, +o00),

t+At
Ay(t)] < / h(s,y(s))ds, (3.12)

alors pour tout t € [to, +00), on a
y(t) < r(t)
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Preuve : Les hypothéses montrent que y est absolument continue dans [tg, +00), ce qui
assure l'existence de y'(t) presque partout dans [tg, +00) (cf proposition [2.2.1]). De plus, on
peut supposer presque tout que :

ly'(t)| < h(t,y(t)) (3.13)

En suite, supposons que b(t, €) est une solution de v’ = h(t,r) + €, 7(to) = 0, o € est une
quantité trés petite arbitraire. Il en résulte de ces hypotheéses que :

y(t) < b(t,e€) (3.14)

En effet, par Pabsurde si (3.14)) ne tient pas, choisissons [tg, t1] un intervalle ot y(¢t) > b(t, €).
En to, nous avons y(tg) > b(tg, €). Donc en g, on a :

y'(to) > b'(to,€)

De cela, on obtient :
h(to, y(to)) > h(to,b(to,€)) + €

ce qui n’est pas possible. Alors (3.14) tient. Dés lors lir% b(t,e) = r(t), le résultat est clair.
e—

Soient maintenant y et f(t,y) des vecteurs & composantes réels qui sont (Y1, Yas ooy Yn) €t
(f1(tyy), f2(t,y)y ..., fru(t,y)) respectivement. On considére le systéme suivant :

y’(t) = f(t,y)
{ y(ts) = 0 (3.15)

Ou f(t,y) est continue dans tg < t < 400, ||y|| < 4o00. On peut obtenir les résultats
suivants.

Lemme 3.1.2. [13] Supposons que h(t,r) a la propriété I et que

IF@E I < h(t, [lyll), (3.16)

alors si r(t) = O(1) quand t — +o00, la norme de toute solution de tend vers une
limite finie lorsque t — 4o00. Si en particulier, r(t) = o(1) alors chaque composante de toute
solution de tend vers 0 quand t — +o0.

t
Preuve : Soit y(t) = / f(s,y(s))ds la solution de (3.15)) et
0

t+ At 0
Ay(t) = y(t + At) — y(t) = / F s y(s))ds + / F(s y(s))ds

t+At
i Ay(®) = [ f(s,u()ds
t+At
— Ay < / 1£ (s, y(s)) | ds

t+At
— Ay < / h(s, lly(s)ll)ds

Le lemme [3.1.1] résulte que
ly@)| < r(t)

Ce qui achéve la preuve.
Rappel de la notion de r(t) = O(1) lorsque t — 400 :

r(t) = O(1) <= 3IM >0,36 >0, (Vt>d = |rt)|| < M x 1)
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Lemme 3.1.3. (Inégalité de Lakshmikantham [1]]) Soit g(t,w) une fonction continue positive
sur [a, b] X Ry. Soit la fonction f(t,y) de satisfaisant la condition suivante :

£ (&) < g2, |y])- (3.17)

Soit y(t) satisfait |y(t)| > 0 et soit une solution de dans la région a < t < b. Alors
nous avons pour tout t € [a, b],

ly(t)| < M(t) (3.18)
et
ly(t)] < m(t) (3.19)
ot M (t) et m(t) sont les solutions respectivement mazimale et minimale de
g(t,u)
u'(t) =< ou ,
—g(t,u)
u(a) = [y(a)|
Preuve : L’inégalité (3.18]) découle du lemme Pour obtenir (3.19)), on peut utiliser le
méme argument mais cette fois-ci, on considére la solution minimal de u’(t) = —g(t,u),
u(a) = |y(a)| au lieu de la solution maximale de u'(t) = g(t,u), u(a) = |y(a)| et ¢a sera
terminée.

Théoréme 3.1.6. (Inégalité de Willet-Wong [29]) Soient les fonctions v(t), w(t), v(t)u(t)
et w(t)uP(t) des fonctions positives et localement intégrables dans R4. Siug > 0, p > 0,
p # 1 et linégalité suivante tient pour tout t € Ry,

u(t) < ug—l—/o 'v(s)u(s)ds—l—/o w(s)uP(s)ds, (3.20)

alors pour tout t € R,

u(t) exp (— /Otv(s)ds) < [ug—l-q/ot'w(s) exp <—q /Os'v(r)dr) dsr'

ouq=1—p
Preuve : On considére la fonction définie dans le coté droite de (3.20))

6(1) = o+ [ vpu(s)ds + [ wis)ur(s)ds

Alors ¢(0) = uyg et donne :
¢'(t) = v(t)u(t) + w(t)uP(t) < v(E)d(t) + w(t)P?(t)

puisque p > 0. Le lemme résulte que @(t) est bornée supérieurement par la solution
maximale 7(t) de
r'(t) = v(t)r(t) + w(t)rP(t); r(0) = ug (3.21)

qui correspond & une équation de Bernoulli qu’on sait résoudre. Soit r(t) # O.

r'(t) _ v()
3.21 ro(2) = 1(2) + w(t) (3.22)
En posant :
z(t) = = ri(t)

rP—1(t)
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(g=1—petpF#1)
r'(t)

= 2/(t) =g xrT(t) x r'(t) = q

TP(t)
Y 1,
O
D’ou devient : )
EZ/(t) = v(t)z(t) + w(t) (3.23)

qui correspond a une équation différentielle linéaire de 1" ordre.
Pour résoudre ca, on peut procéder par la méthode de la variation de la constante.
Il es facile de résoudre ’équation homogéne

(E.H) : %z’(t) = v(t)z(t)

¢
et obtenir z(t) = K exp (q/ ’U(T)dT) comme solution de I’équation homogéne (E.H).
0

En suite, faisons varier la constante K pour obtenir la solution général.

Ona: z(t) = K(t) X exp (q /Otv(f)df)

— 2/(t) = [K'(t) + qK (t)v(t)] X exp (q /0 tv(T)dT) .

Si on remplace dans ([3.23)), on obtient :

%K’(t) exp (q /Ot’v(T)dT) = w(t)

Puis, en intégrant dans [0, ¢], on obtient :

K= K(©)+a [ w)ew (=a [ oryar) as

Sachant que : K(0) = 2(0) = r7(0) = u,

KO =i+ [ wio)exp (—a [ oirar) ds

¢
z(t) = K(t) X exp (q/ ’U(T)d‘l')
0
t
<— ri(t) = K(t) X exp (q/ v(7)d7’>
0
t
— 7(t) = KY9(t) X exp (/ 'v(‘r)d7'>
0
t
Dés lors u(t) < r(t) et puisque exp (—/ ’U(T)dT) > 0, on obtient I'inégalité souhaitée :
0

u(#) exp (_ /ot U(T)dT) < {ug +4q /ot w(s) exp (—q /OS 'U(’T)d’T> ds] e

Ce qui achéve la preuve.

27



Théoréme 3.1.7. (Inégalité de Pachpatte [I7]) Soient a, b € C(I,R4) des fonctions crois-

santes avec a(t) < t dans I, k>0, c> 1 et p > 1 sont des constantes.
1. Siu € C(I,Ry) et pour toutt € I,

t a(t)
u(t) <k —|—/t a(s)u(s)ds —|—/ b(s)u(s)ds,

a(to)
alors pour tout t € I,
u(t) < k x exp(A(t) + B(t)),

ot pour tout t € I,

A(t) = /t a(s)ds

to

et

a(t)
B(t) = / b(s)ds

a(to)

2. Siu € C(I,Ry) et pour tout t € I,

t a(t)
u(t) <c —l—/t a(s)u(s) log(u(s))ds —I—/ b(s)u(s) log(u(s))ds,

a(to)

alors pour tout t € I,
u(t) < cSXP(A)+B(t))

ot A(t) et B(t) sont définies précédemment.
3. Siu e C(I,Ry) et pour toutt € T,

t a(t)
uP(t) < k+ t a(s)u(s)ds + /(t | b(s)u(s)ds,

alors pour tout t € I,

1

u(t) < [k + 1%1 (A(t) + B(t))} ~

ot A(t) et B(t) sont définies précédemment.

Preuve :

1. Soient k > 0. On définit la fonction z(t) dans le coté droite de (3.24) qui est :

t a(t)
z(t) ==k —|—/t a(s)u(s)ds + b(s)u(s)ds,

a(to)

alors z(t) > 0, z(to) =k, u(t) < z(t), et

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Z'(t) = a(t)u(t) + b(a(t))u(a(t))/(t) < a(t)z(t) + b(a(t))z(a(t)) o' ().

Comme a(t) < t et z croit, on obtient :
Z'(t) < a(t)z(t) + b(a(t))z(t)/ (1)
C-a-d :

S < alt) + ba)a' ()

Puis en intégrant dans [tg, t] 'inégalité précédente et avec un petit changement de variable

a droite, on trouve le résultat cherché :

z(t) < k X exp(A(t) + B(t))
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2. On définit dans le coté droite de la fonction
t a(t)
z(t) ;= c+ / a(s)u(s)log(u(s))ds + / b(s)u(s)log(u(s))ds
to a(to)
= z(t) > 0, z(to) = cet u(t) < z(t)
(1)
z(t)

Il en résulte par intégration dans [to, t] que :

< a(t) log(z(t)) + b(a(t)) log(z(a(t))) e’ (t)

t a(t)
log(z(t)) < logc+ /t a(s) log(z(s))ds + / b(s)log(z(s))ds

a(to)
de 1) entraine que
log(z(t)) < (logc) exp(A(t) + B(t)) = log c=PAO+ED)
— u(t) < z(t) < cSXP(A()+B(?))
3. Soient k > 0 et on définie la fonction z(¢) dans le coté droite de (3.28). Alors z(t) > 0,

2(to) = k, u(t) < [z(+)]7,

t a(t)

z(t) :=k+ | a(s)u(s)ds+ / b(s)u(s)ds

to a(to)

= 2'(t) = a(t)u(t)+b(a(t))u(a(t)a’(t) < a(t)[z(t)]"/P+b(a(t))[=(t)]P/(t)
= [2(s)]7P2'(s) < a(s) + b(a(s))a’(s)
Puis en intégrant dans [to, t], on obtient :
t

< /t a(s)ds + /a(t) b(s)ds

to a(to)

1 1
T z(s)"» 1!
—1+1

to

P 1 X (z(t)pT?1 — k:pT?l> < /t a(s)ds + /a(t) b(s)ds

p— to a(to)

p—1

— [2()]7 <Kk + X (A(t) + B(t))

1

p—1

p—1

= u(t) 207 < [17 + 222 x (a00) + BO))|

D’ou la preuve.

[

1. Noter que les inégalités de ce type peuvent étre vu comme inégalités avec retard au niveau du temps t (voir le chapitre qui suit).
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Théoréme 3.1.8. (Inégalité de Pachpatte [17]) Soient a, b, a, k, ¢, p définies comme dans
le théoréme [3.1.7, Pour i = 1,2, soit g; € C(R4,R4) croissante avec g;(u) > 0 pour tout
u > 0.

1. Siu € C(I,Ry) et pour toutt € I = [to,T), il tient que :

t a(t)
ult) < k + / a(s)gs (u(s))ds + / g2(u(s))ds, (3.30)

a(to)

alors pour tout tg < t < tq,

(a) Dans le cas oi ga(u) < gi(w), nous avons
w(t) < GG (t) + A(t) + B(t)] (3.31)
(b) Dans le cas ot gi(u) < ga(u), nous avons
w(t) < GG (t) + A(t) + B(t)] (3.32)

ot A(t) et B(t) sont définies comme dans le théorémem et pour tout i = 1,2, G; * est la
fonction inverse de

™ ds
Gi(r):/ g-(s)’r2r0>0

et t1 € I est choisi de sorte que :
Gi(k) + A(t) + B(t) € Dom(G; ")
respectivement pour tout t € [to, t1].

Preuve :

1. D’aprés les hypothéses, on observe que a’(t) > 0 pour tout t € I. Soit k > 0 et on
considére la fonction z(t) définie par

t a(t)
2(t) =k + [ a(sg(ue)ds + [ bls)ga(u(s)ds
to a(to)
alors z(t) > 05 z(to) = k; u(t) < z(t)
= 2'(t) = a(t)g1(u(?))+b(a(t))g2(u(a(t))(t) < a(t)gi(z(t))+b(c(t))g2(2(t))c (t)
(a) et comme ga(u) < g;(u), il s’ensuit que :
Z'(t) < a(t)g1(z(?)) + b(a(t))g1(z(8)) e’ ()
dGi(2(s)) _  2'(s)
ds ~ g1(2(s))

En intégrant dans [to, t], on obtient :

< a(s) + b(a(s))a'(s).

G1(z(t)) < Gi(k) + A(t) + B(1)
et puis Gl_1 est croissante donne :
u(t) < 2(t) < GG (k) + A(t) + B(t)]

(b) La preuve dans le cas ot g1(u) < g2(u) est similaire .

Le sous intervalle to < t < t; est évident.
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Théoréme 3.1.9. (Inégalité de Lipovan [15]) Soient u, f € C([to,T],R4). De plus, soit
w € C(Ry,Ry) croissante avec w(u) > 0 dans (0,4+00) et a € C'([to, T}, [to,T)])
croissante avec a(t) <t dans [to, T'). Si pour tout to < t < T,

a(t)
wt) <k+ [ F(s)w(u(s))ds (3.33)

a(to)

ou k constante positive, alors pour tout to < t < tq,

a(t)
u(t) < G™1 (G(k) + /(t ) f(s)ds)

o

G(7):/17%97>0

et t1 € [to, T') est choisi de sorte que pour tout t € [to,t1),
a(t)
G(k) + / £(s)ds € Dom(G™")
a(to)

Preuve : Supposons que k > 0 et on considére la fonction définie par

a(t)
z =k s)w(u(s))ds.
®) +/a(t0)f( yw(u(s))
Alors z(to) = k et
Z'(t) = fa()w(u(a(t))a'(t) < fla(t))w(z(a(t)))a(t).
On en déduit de a(t) < t dans [to, T),
2'(t) < fla(t)w(z(t))a'(t)

dG(=®) _ 2 _ o
G ey <T@,

Il en résulte par intégration dans [tg, t] que :

a(t)

G(=(t) < G(k) + / S(s)as

a(to
et puisque G~ est croissante dans Dom/(G™'), pour tout to < t < t,

a(t)

u(t) < z(t) < G™1 (G’(k) + f(s)ds) .

a(to)
Ce qui termine la preuve.

Remarque 3.1.1.

1. pour a(t) = t et a(ty) = to = 0, on obtient l’inégalité classique de Bihari (théoréme

3.1.1]).
/+oo ds +
= +4-00,
1 w(s)

2. 51
alors G(+00) = +oo et l'inégalité est valide dans [to, T'). Des exemples de telles fonc-
tions sont w(u) = u et w(u) = (v + 1) In(1 4 u).

En fizant w(u) = u dans le théoreme [3.1.9, nous pouvons obtenir le corollaire suivant .
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Corollaire 3.1.1. Soient u, f € C([to,T],R). En plus, soit a € C'([to,T], [to,T))
croissante avec a(t) < t dans [to,T), et soit k > 0 une constante. Si l'inégalité suivante
tient pour tout to < t < T,

a(t)

ult) < k+ / F(s)u(s)ds,

a(t())
alors pour tout to < t < T,
a(t)
u(t) < k X exp / f(s)ds
a(to)

Remarque 3.1.2. .

1. Avec a(t) =t dans le corollaire, on peut obtenir la célébre inégalité de Gronwall-Bellman
du théoreme[2.2.2

2. Soit on utilise ’hypothése que to = 0 et T' = 400. Dans ce cas, a(0) = 0 et ’hypotheése
du théoréme donne pour tout t > 0,

ult) < k + / £ (s)w(u(s))ds.

Par conséquent, le résultat de Bihari pourrait également étre appliqué afin d’obtenir une
estimation supérieur de u(t). Ce pendant, l’estimation du théoréme est plus précise.

On démontre au préalable 'inégalité célébre suivante

a?  be
VYa,b >0, ab< — + — (3.34)
p q
avec — + — = 1 (c-a-d p est le conjugué de q), que Pon utilisera par la suite pour prouver

certains résultats.
Preuve : la fonction @ — exp(x) est convexe. Cest a dire, pour tout ¢,y € R et pour tout
a € [0,1],

exp(az + (1 — a)y) < aexp(z) + (1 — a) exp(y).

En choisissant, « = —, * = Ina? et y = In b?%, on retrouve le résultat.

Remarque 3.1.3.

1 1 a b
3.34) < Va,b >0, ar X bs < — 4+ —
q

i

C’est cette équivalence qu’on utilisera directement par la suite.

Lemme 3.1.4. [19] Soient u et g des fonctions continues positives sur Ry. Si pour toutt > 0

t
u?(t) < c® + 2/ g(s)u(s)ds, (3.35)
0
avec ¢ > 0 est une constante, alors
t
u(t) < c—l—/ g(s)ds
0
pour tout t > 0.
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Preuve : On définit la fonction z(t) par
t
2(t) :=c* + 2/ g(s)u(s)ds.
0

Alors 2(0) = 2, z(t) > 0 pour tout ¢ > 0, u(t) < \/z(t) et

Z'(t) = 2g(t)u(t) < 21/2(t)g(t)
Z'(s)
= 2.\/z(s)

Par intégration dans [0, ] 'inégalité ci-dessus, on obtient :

< g(s)

u(t) < va(t) < e+ / g(s)ds.

Ainsi termine la preuve.

Ce lemme a été utilisé fréquemment pour obtenir I’existence, 'unicité, la stabilité, et quelques
propriétés autres que ces derniéres pour une certaine classe d’équation différentielle non linéaire.
D’autres résultats seront établis par la suite a partir de ce lemme (lemme|3.1.4).

Théoréme 3.1.10. [F3] Soient u, a, b, f et h des fonctions continues positives définies dans
Ry et p > 1 une constante.

1. St pour tout t € Ry

uP(t) < a(t) + b(t)/o [f(s)u”(s) + h(s)u(s)]ds, (3.36)

alors pour tout t € Ry

u(t) < {a(t) + b(t) /Ot [f(s)a(s) + h(s) (p ; 1 N a;S)) o efst,,(T)(f(THhS))des}l/p

2. Soit c(t) une fonction a valeur dans Ry continue et croissante définie dans Ry. Si pour
toutt € Ry

uP(t) < e (t) + b(t) / [F(s)uP(s) + h(s)u(s)]ds, (3.37)

alors pour tout t € R4

¢ 1/p
u(®) < e(®) {14 00) [ 17(6) + (o) (5)) x MO0 g

3. Soient k(t, s) et sa dérivée partielle ak(t, 8) des fonctions continues positives a valeur

dans R pour tout 0 < s <t < oco. 51 pour tout t € Ry

uP(t) < a(t) + b(t)/o k(t, s)[f(s)uP(s) + h(s)u(s)]ds, (3.38)

alors pour tout t € Ry

u(t) < {a(t) +b(t) /OtB(s) exp (/:A(T)d7'> ds}l/p,
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A = ke 05(0) (10 + 22 ) + [ Dkt i) (1) + 2 ) as,

B(t) = k(t, )(F(Ha(t) + h(t)) (” L “;t))

+/0t %k(t, 5) {f(s)a(s) + h(s) (P; L a(s))} ds

p

pour tout t € Ry.

Preuve :

1. On considére la fonction définie par

() = [ [F)w(s) + hs)u(s)lds.
Alors z(0) = 0 et
= uP(t) < a(t) + b(t)z(t)
= u(t) < [a(t) + b(t)z()]/P x (1)1
L’inégalité résulte que
p—1_ a®) b
p p p

u(t) <

z(t)

D’ou

2(t) = FOWO+hBut) < FE{ald)+bt)=()}+h() (p N L el ”(t) (t))

p

i.e: 2'(t) < b(t) (f(t) + Q) 2(t) + [f(t)a(t) +h(t) (p ; 1. a(t)ﬂ

p

X exp ( / “b(r) (f(T) + Q) ) ds

wP(t) < a(t) + b(t)=(2),
on obtient I'inégalité souhaitée.

2. Soit € > 0 une constante arbitraire trés petite, de I’hypothése (3.37), on a pour tout
te Ry

(c(l‘)(fie)p +/ [f( )( Or >p+h(s)c1‘p(s) (C(Z)(S_')_e)}ds

A Taide du résultat démontré précédemment et dés qu’on fait tendre € — 0, le résultat
est clair.

le lemme (cf chapitre [2) résulte que :

z(t) < /Ot [f(S)a(s) + h(s) (p; 1. a:))

Dés lors,
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3. On considére la fonction définie par

2(t) = / K(t, 8)[f (s)uP(s) + h(s)u(s)]ds,

alors z(0) = 0 et

2(t) = bt O Ou(0) + h(Ou)] + [ ST (s)u(s) + h(s)u(s)lds

< k(t,t) [f(t){a(t) +b(t)=(t)} + h() {p; Ly "‘g) b®) (t)}]

+ [ 2k(ts) [F9)1a(0) + (01200} + h(s) (2o 4+ 2 b(s)z<s>)}

< [k 000 (50 +22) + [ 2kt sppte) (190 + 2 ) as] 200

+(t,) (7o) + (o) [P+ “OT)

p

n /Ot %k(t, 5) {f(s)a(s) + h(s) (p; Ly “S)) } ds = A(t)z(t) + B(t).

En appliquant le lemme [2.1.1, on obtient :

2(t) < /OtB(s) exp (/:A(T)df) ds

wP(t) < a(t) + b(t)=(2),

dés lors

le résultat est clair

Théoréme 3.1.11. Soient u, a, b, g des fonctions a valeur dans R continues, positives définies
sur Ry et p > 1 une constante.

1. Soitn : Ri — R une fonction continue telle que :

0< n(ta CC) - 77('5, y) < m(ta y)(w - y) (3'39)

pourtoutt E Ry etx >y >0, oum: Ri — R une fonction continue. Si

uP(t) < alt) + b(t) / n(s, u(s))ds (3.40)

pour t € R4, alors

u(t) < {a(t)—i—b(t) /Otn (s,p; L a;3)> X exp (/:m <T,p; 1, a(pT)) b(pT)dT> ds]l/p

pourt € Ry

2. Soit n : Ri — R une fonction continue et ¢ : Ry — Ry une fonction continue et
strictement croissante avec @(0) = 0 telle que :

0 S n(ta :E) - "7(75, y) S m(ta y)@_l(m - y)a (3'41)
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pourt € Ry, etx >y > 0 ot m : Ri — R, une fonction continue et @~ est

1

Vinverse de @ el ¢~ est sous-multiplicative. Si pour t € Ry

wr(t) < a() + b0 ( [ t’n(8,U(8))d6> , (3.42)

alors pour t € R4

t - ]_ t p—1 , a(tT —1(b(T
a(t) + b(t)p ( [ ( Pty “ij’) ) el m(r ) o (M ar
0

1/p
u(t) <

3. Soit W (r) une fonction continue croissante, sous-additive et sous-multiplicative définie
dans Ry et W(r) > 0 dans Ry. Si

P (t) < a(t) + b(t) / g (5)W (u(s))ds, (3.43)

pourt € Ry, alors pour 0 <t < T,

u(t) < {a() + s6 |GO®) + [ Cg(s)W (bs)) as] }””

ou

G~ est linverse de G, et T € Ry est choisit de sorte que

b(s)
b

G(D(t)) + /Otg(s)W ( ) ds € Dom(G™)

pour tout 0 < t < T.

Théoréme 3.1.12. (Inégalité d’Ammari- Tucsnak [1]) Soit (€) une suite de nombre réels po-
sitifs satisfaisant pour tout k > 0

i1 < & — CELT, (3.44)

o C > 0 et o > —1 sont des constantes. Alors il existe une constante positive M (a, C') tel
que :

¢ vk > 0.

<
P = (k4 1)Y/0F)”
Preuve : On considére la séquence définie par

M

Fi = kT 1)1/(1+a)9

ot M > 0 est a déterminer. Aprés un calcul simple, on obtient

1
1—|—a.

1 o
M Jm [(Fr = Frpr)k(k 4 2)Y/ 0] = (3.45)
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Donc il existe kg > 0 tel que pour tout k > kg,

Fo_F < 2M 3.46
PR = 0 4 a)k(k + 2)/0+)” (3.46)

La relation ci-dessus résulte que pour tout k > k; = max{kog, 2},

Foe Fous < 1 g 3.47
kE — k+1_(1+a)M1+a k41 ( )
Si on suppose que
> .
1+ a)Mite < C et (k1 + 1)1/(Fe) = &k (3.48)
De (B27), on
Fro — Frpr < CFpiy, YV > k. (3.49)
11 suffit de montrer que pour tout k > kq,
& < Fi. (3.50)

On procéde par récurrence sur k.

Pour k = k1, (3.50) découle de (3.48)). Si on suppose que (3.50) tient pour k < m, en
combinant (3.44)) et (3.49), on obtient

Em+1 + Cffntfl < Fny1 + CFES

m—+1°

Ce qu'implique évidemment que &,,41 < Fpt1. Ce qui achéve la preuve.

Le théoréme précédent a été utilisé par KAIS AMMARI et MARIUS TUCSNAK comme
lemme pour démontrer un résultat sur la stabilisation de poutres BERNOULLI-EULER au
moyen d’une force de rétroaction ponctuelle.

Lemme 3.1.5. Soit p : Ry — R une fonction décroissante et satisfaisant pour tout t > 0,
Ce'(t) < p(t) — p(t+T),

o C >0, v > 0 etT > 0 sont des constantes. Alors nous avons p(t) = O(t%l) quand

t — +oo.

Théoréme 3.1.13. (Généralisation du théoréme[2.2.9 de Gronwall-Bellman ) Considérons les
réels a,byn et k aveca < byn > 1 et kK > 0. Soit

1. f : [a, b] — Ryiune fonction intégrable telle que, pour tout o, 3 € [a, b] avec av < B3, on

ait s
/ f(s)ds > 0, (3.51)
2. x : [a,b] — Ry une fonction bornée telle que, pour tout t € [a,b], on ait

o) <kt [ P @) ds (3.52)

alors, sous ’hypotheése suivante
1—(n—1k"! /bf(s)ds >0 (3.53)

nous avons linégalité suivante
x(t) < k — Vt € [a, b] (3.54)

[1 — (n— 1)k [ f(s)ds} T
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Preuve : La relation peut s’écrire
z(t) < k+ /t (f(8)(z(s))™ ") z(s)ds, Vt € [a, b]
Le théoréme (cf chapitre [2) résulte que
xz(t) < k X exp (/t f(s)(a:(s))"_lds> (3.55)
Cette derniére inégalité est équivalente a
(z(t))" ™" < k" X exp ((n —1) /t f(S)(w(S))"_ldS) (3.56)
Multiplions l'inégalité par —(n — 1) f(t), nous obtenons

—(n = 1DFO) ()" = —(n - 1) F[HR"" X exp ((n —1) / f(s)(a:(s))"_ld8>

qui peut se réécrire de cette facon

—(n—1)f@)(z(t))" 'exp (—(n — 1)/ f(s)(w(s))”_lds> > —(n—1DE" 1 f(t)

Ce qui donne
e (=0 [ e @e)mas)] 2~ - i
dt o -
En intégrant de a a t, on obtient
exp (~(n-1) | t FE) () ds) 21— (n— ke [ ' f(s)ds
De , on a

exp ((n-1) [ t F6) ()" ds) < ! (357)

T 1—(n—1)kn1 [ f(s)ds

Les inégalités (3.56|) et (3.57) impliquent que
1
1— (n—1)kn1 ! f(s)ds

(w(t))n_lk_(n_l) <

Donc k
z(t) < i

1= (n = 1)kn=1 [1 f(s)ds| ™

Remarque 3.1.4. Le théoreme précédent représente une nouvelle généralisation du théoreme
de Gronwall-Bellman qui constitue un élément clé dans la stabilisation des systémes non
linéaires affines, qu’ils soient non linéaires a dérivée d’ordre entier ou non entier. Cette nouvelle
généralisation permet d’élaborer une commande simple afin de stabiliser exponentiellement par
retour d’état statique le systéme non linéaire affine considéré par le jeune thésard Ibrahima
N’DOYE (Le lecteur pourra consulter la mémoire de Ibrahima N'DOYE [10]).
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3.2 Applications

3.2.1 Application du théoréme a ’étude du comportement asymp-
totique d’une solution d’équation différentielle non linéaire

Ici on va voir une application du théoréme |3.1.1| pour étudier le comportement asymptotique
des solutions d’une équation différentielle non linéaire. Pour cela, on considére I’équation diffé-
rentielle non linéaire suivante :

uw’ + f(t,u) =0 (3.58)
Cohen a prouvé les résultats suivants :
Théoréme 3.2.1. [6] Supposons que f(t,w) satisfait les conditions suivantes :
1. f(t,u) est continue dans D := {(t,u)/t > 0,—0c0 < u < 400}
2. La dérivée f(t,w)(pour uw fixé) existe dans D et f,(t,u) > 0 dans D
3.
|f(tu)| < fult,u)|ul
dans D.

Alors 'équation a des solutions asymptotique a at + b quand t — 400, ot a,b sont
des constantes et a # 0.

Théoréme 3.2.2. Soit f(t,u) une fonction continue dans D. Si les fonctions v(t), @(t)
sont continues positives pour tout t > 0 et g(u) est une fonction continue pour tout u > 0 tel
que :

1. oo
/ v(t)b(t)dt < +oo

2. Pour tout uw > 0, g(u) est positive croissante.
3. Pour toutt > 1 et —oo < u < 400,

|, w)| < v(t)p(t)g(|ul/t).

Alors ’équation a des solutions qui sont asymptotiques a at + b, ot a, b sont des
constantes et a # 0.

Preuve : En intégrant 2 fois dans [1,¢] (3.58)), on obtient :

u(t) = ¢y + cot — /1t {/17' f(s, u(s))ds] dr (3.59)

t
t.e:u(t) =c1 + cat — / (t —s)f(s,u(s))ds (3.60)
1
En choisissant ¢; > 1 et ¢g3 = ¢1 + |c2|. Alors pour tout £ > 1, on a :

[u(®)]
t

et [ 15 u()lds
1

<t / v(5)$(s)g(|u(s)|/5)ds.
Il s’ensuit du théoréme que :
u()l/t < G (G<c3> + [ v(s)¢(s>ds)
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T dt
G(z) = / s

G~ ! est 'inverse de G.
De g(t) > 0, on sait que G croit, donc G~ existe et elle est également croissante. Posons

+oo
cs = G(c3) + / v(s)¢p(s)ds et on aura
1

lu(t)|/t < G (cq)- (3.61)

En dérivant (3.60), on a :
t
W(t) = ca— [ fls,u(s)ds
1

D’aprés les hypothéses du théoréme et (3.61)), on obtient :

/1 17 (5, u(s))|ds < / o(5)d()g(|u(s)|/s)ds

— [ 1f(s u(e)lds < 9@ (en) x [ o(s)p(s)ds < oo

—+oc0

Par conséquent, , liﬁ_n u'(t) = ca— f(s,u(s))ds. Sion choisit ¢z suffisamment grande,
—>T 00

1
/ . /
alors u/(t) > 1. Donc tl}g_noou (t) #o0.

Remarque 3.2.1. Si on suppose que : v(t) = fu(t,0), ¢(t) = t et g(u) = u dans le
théoréeme on obtient le théoreme|5.2.1).

Ici, on donne un exemple ot le théoréme |3.2.1| ne s’applique pas, par contre le théoréme |3.2.2
marche trés bien.
Exemple : Soit I'équation différentielle suivante :

u” +t *u?cos(u) = 0 (3.62)

On a f,(t,0) = 0. D’ou 'hypothése 3) du théoréme n’est pas vérifiée. Donc on ne peut
pas appliquer le théoréme m Par contre, pour v(t) = t=*, ¢(t) = t?, g(u) = u?, toutes
les conditions du théorémes sont satisfaites. Donc 1’équation admet des solutions
asymptotique a at + b quand t — +o00.

3.2.2 Application du théoréme [3.1.10] pour trouver une borne expli-
cite de la solution de certaine classe d’équations différentielles

Dans cette section, nous appliquerons le théoréme [3.1.10| (partie 1)) pour obtenir une borne
explicite sur la solution d’une certaine équation différentielle

uP~(t)u'(t) + F(t,u(t)) = r(t); w(0) = ug (3.63)

ot p > 1 est un nombre réel fixe, ug est une constante réelle, et u, r» : Ry — R,
F : Ry X R — R sont des fonctions continues. Il est facile de vérifier que le probléme ([3.63))
est équivalent a ’équation intégrale

uP(t)  ug

p b

+/0tF(3,u(3))ds = /Otr(s)ds. (3.64)
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On suppose que F' satisfait la condition
|F'(t, u)| < h(t)|u]

ot h : Ry — R est une fonction continue. Il s’ensuit de (3.64)) que

u(t)|? < at) + p / h(s)|u(s)|ds

t
avec a(t) = |uo|? + p/ |7 (s)|ds, en appliquant le théoréme |3.1.10| qui tient avec f(t) =0

0
pour tout ¢ > 0, on obtient une limite de la solution de (3.63) qui est :

lu(t)] < [d(t) +p/0t h(s) (p -1 N d;s)) oxp (/: h(r)dr) ds] 1/p

p

Noter qu’avant que le théoréeme|[3.1.1(] soit établit, les inégalités établies avant celle-ci n’ont pas pu fournir une

limite de la solution de , ce qui donne le succés du théoréme|3.1.10,
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Chapitre |

Inégalités de Gronwall avec retard

Ce chapitre est consacré sur I'étude de quelques inégalités de Gronwall avec retard et quelques
applications de ces inégalités qui peuvent fournir des limites explicites sur des fonctions in-
connues. Ces inégalités jouent un role trés important sur 1’étude de certaines propriétés des
équations différentielles a retard et équations intégrales a retard. Ces derniéres apparaissent
souvent a I’étude de la stabilisation des systémes dynamiques.

Noter que certaines inégalités de ce type sont déja été énoncées au chapitre 3| (tels que le théo-
réme ainsi que ses corollaires, théoréme [B.1.9]..etc) qui font I'objet de généralisation de
quelques inégalités linéaire et non linéaire.

4.1 Quelques inégalités intégrales avec retard

Théoréme 4.1.1. (Inégalité de Agarwal-Kim-Sen [2]) Soient u, fi, g € C (I,R4), ¢ =
1,...,n, et soit ay € C*(I,I) est croissante avec a;(t) < t, i =1,...,n. On suppose que
c >0 et g > 0 des constantes, ¢ € C* (Ry,Ry) est une fonction croissante avec p(c0) =
oo dans I, et P (u) est une fonction continue croissante pour u € Ry avec ¥(u) > 0 pour
u>0.Sipourt el
n o ()
p®) Sc+ Y [ wi(s) [fils)bluls)) + il 5)) ds, (1)

i—1 Y @i(to)

alors pour t € [to,t1)

n o (t)
u(t) < ¢t {G—l [’tb_l (¢ (k (to)) + Z/ fi(s)ds>] } , (4.2)

=1 ai(to)
ol
T ds

e T
P(r) ' ds > pe >0

r)= r r
o Yl 1 (G-1(s))] T T

t;(t)

k (to) = G(c) + Z/ gi(s)ds,

i(to)

avec G et ™1 sont respectivement les fonctions inverse de G et , pourt € I. t, € I est
choisi de sorte que

a;(t)

)+ [ fils)ds € Dom(y ),

=1 Y % (to)
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Preuve : On suppose que ¢ > 0. Du coté droite de (4.1)), on définie la fonction z(t) par
n o;(t)
sy =t Y [ (o) (A (u(e) + i) ds.
i=1 7 eilto

Clairement, z(t) est croissante, u(t) < @ '(z(t)) pour t € I et z(ty) = c. En dérivant
z(t), on obtient

Z'(t) = Z [u(cs (2)]* {Fi(i(®) P (u(i(?))) + gi(ai(t)} e(t) <

e (=] [filaa(®)p (™ (2(u(t)))) + gi(eu(t))] e (t).

=1

En utilisant la monotonie de ¢! et z, on en déduit que
[~ ()] > [0 (2(t0)]? = [0 (c)]? > 0.
C’est a dire

o S O [ bl (sl ()] + aulas(0)] (0

En intégrant I'inégalité précédente dans [to, t] et avec des changements de variable appropriés,
on obtient

i(t)
GE®) < GO+ [ [ e 60 +auls)] s

i=1 a;(to)

n o rog(t)
De cette inégalité, en posant p(t) = G(c) + Z/ gi(s)ds et en réécrivant, on a
=1 a;(to)

a;(t)

G(=(t)) < p(t) + Z / Fils)plo (2(s))lds.

i(to)
De l'inégalité précédente, observe que
() )
G0 <pt) + 3 [ pevle o)as
i=1 Y @i(to
pour t < t;. Maintenant, on définie k(t) par le coté droite de I'inégalité précédente (
az(t)

k(1) = p(t:) + Z [, T s

i(to)

) Clairement, k(t) est croissante, z(t) < G~'(k(t)) pour t € I et k(to) = p(t1). En dérivant
k(t), on obtient

n

K'(t) =) [filai(®)y (e (z(eui(t))] ai(t) < ¥ (G (K(?)))) Z fi(ai(t)) o ().

=1

En utilisant la monotonie de 1, ¢~ *, G~ et k, on en déduit que
K'(t)

Y [~ (GTH(K(D)))] —

j{: fi(a;(t))e(2).
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En intégrant dans [tg, t] I'inégalité ci-dessus, par définition de v et avec un changement de
variable a droite, on obtient

a;(t)

P(k(t)) < ¥(k(to)) + Z/ fi(s)ds.

— az(tO)

Et via la monotonie de ¥~ et G, on obtient

n o (t)
-t (¢(P(t1)) Z fi(S)d3>]

z(t) < GTH(k(t) < G

pour tog < t < ty. Dés lors u(t) < ¢ *(z(t)) et en remplacant t; = t dans l'inégalité
précédente, on obtient 'inégalité souhaitée.

Si ¢ = 0, on réutilise la méme procédure avec € > 0 une constante arbitraire trés petite au
lieu de ¢ et en suite faire tendre € vers 0 (¢ — 0). Ce qui compléte la preuve.

Le cas spécial p(u) = uP (p > q > 0 est une constante), le théoréme donne l'in-
égalité intégrale avec retard suivante pour les fonctions non linéaires.

Corollaire 4.1.1. Soient u, fi, gi € C(I,R}), i = 1,...,n, et soit a; € C*(I,1I) est
croissante avec o;(t) < t, ¢ = 1,...,n. On suppose que ¢ > 0 et p > q > 0 sont des
constantes, et P (u) est une fonction continue croissante pour w € Ry avec ¥(u) > 0. Si

pourt € 1
o (t)

ur () < c+Z [y R ) +ai(lds, (4.9

alors pour t € [to, T)

1

. P—q o [0 v
<¢o<k1<to)>+72 / ﬁ(s)ds)] ,

i—1 7 ou(to)

u(t) <

ou

r ds
ro W (81 (P—D) ’

— g M rea(t)
kl(to) — c(p_Q)/p _|_ u Z/ gi(s)ds,
p

i—1 7 o(to)

"pO(T) = r>19 >0,

o 1/)0_1 dénote la fonction inverse de g pourt € I. T € I est choisi de sorte que
o (t) L
olka(t0) + P05 [ ge)as € Do)
z(tO)
Preuve : Dans le coté droite de (4.3]), on définit la fonction z(t) par
a;i(t)
2(t) = e+ Z [, B + ailo)ds

1,(t0)

Ce qui implique que u(t) < {z(t)}/? et

2'(t) = Z u? (i (t))[fi(cu(t))(u(u(?))) + gi(eui(t))]a ()
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< ({=()}/P)e Z [fili(®)y ({z(@i() }P) + gi(eu(t))] a(2).
Z'(t) " 1/p ,
= (=) 177) < ; [Filai(®) ¥ ({z(ai(®))}/P) + gi(cu(t))] aj(t).
En intégrant dans [to, t] l'inégalité ci-dessus et avec un changement de variable & droite, on
obtient

n a;(t)
Yo(=(1) = (2} < wo(e) + 723 > / o FEPEOI) +gi(s)) ds
P—q P—q — n i(t)
ice apo(2() = (2(0) 7" < '+ PR o) FEPEOI) 4+ gi(s) ds
En posant .
o (t)
= (3 p _ i\S ds
p(t) = "7 + 7 Z / R0

et pour t < 7 nous avons

p a;(to)

n o (t)
w(=(®) = ()7 <p)+PIY [ gy s )

De (|4.4)), on définie la fonction k4 (t) dans le coté droite de (4.4]). Ce qui entraine que 1o (2(t)) =
{z()}7" () et

K(6) = 2 Y fulea)w({2(ea) Y Mad(t) < B3 files()p({ka () )al(0).
Il s’ensuit que
A0
P (ks )

En intégrant dans [tg, t] 'inégalité ci-dessus et avec un petit changement de variable, on obtient

Z Fi(i(t))e(t).

o (t)

ok ()) < o(ka(to)) + Z / fi(s)ds.

Qg tO)
Puisque g, 1y ! sont croissantes, alors

a;(t)

ki(t) < ¢ [@bo(’ﬁ(to)) + Z/ fi(s)ds] .

_1 Y ai(to)

Deés lors {z(t)} < Ky (t) et w(t) < {z(t)}/P, le résultat est clair.

Remarque 4.1.1. Le théoréme a été appliqué pour générer d’autres inégalités non linéaire
utiles dans des situations plus générales (le lecteur pourra lire Uarticle d’Agarwal-Kim-Sen [2])

Théoréme 4.1.2. (Inégalité de Lipovan ) Soient k € C(Ry,Ry), « € C*(R.,Ry), a €
C(R2 da(t, s)

(R, Ry) avee (t,8) > ————
et a(t) <t pour toutt > 0. Si u € C(R4,Ry) satisfait pour tout t > 0

S C(Ri, R.). On suppose de plus que o est croissante

a(t)

u(t) < k(t) + / a(t, s)u(s)ds,
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alors pour tout t > 0,

it t a(r) o r
u(t) < k(t) + elo ( )a(t,s)ds/ exp (—/ a(r, s)ds) or (/ a(r, s)k(s)ds) dr
0 T \Jo

0

Preuve : Soit ®
z(t) ::/ a(t, s)u(s)ds.
0

Avec les hypotheéses de a et «, il est claire que z est croissante dans R.. Donc pour tout ¢ > 0,

Z'(t) = a(t, a(t))u(a(t))a’(t) —|—/O %a(t, s)u(s)ds

at) §

a®) g
< a(t.a®) k@) + 2O’ () + [ Sataksds+20) [ Salts)ds.

a(t)
t.e: 2'(t) < z(t) [a(t,a(t))a’(t) —I—/O %a(t, s)ds]

a(t)
+a(t, a(t))k(a(t))a'(t) + /0 %a(t, s)k(s)ds.

a(t) o(t)
t.e: 2'(t) < z(t)% (/0 a(t, s)ds) + % (/0 a(t, s)k(s)ds)

a(t) o(t)
t.e: 2/(t) — z(t)% </0 a(t, s)ds) < % </0 a(t, s)k(s)ds)

a(t)
En multipliant I'inégalité précédente par exp (— / a(t, s)ds), on peut faire :
0

a(t) a(t) o(t)
% {z(t) exp (—/0 a(t, s)ds)} < exp (—/0 a(t, s)ds) % (/0 a(t, s)k(s)ds) .

En intégrant 'inégalité ci-dessus dans [0, t], on obtient

z(t) < exp (/Oa(t) a(t, s)ds) X/Ot exp (— /00(7‘) a(r, 8)d8> % (/Oa(r) a(r, s)kz(s)ds> dr.

Dés lors u(t) < k(t) + z(t) et a(r) < 7, le résultat est clair.

Corollaire 4.1.2. On suppose que a, o sont définies comme dans le théoréme précédent et
k(t) = k > 0 une constante. Si u € C(R4,Ry) satisfait 'inégalité de Uhypothése du
théoréme précédent, alors pour tout t > 0,

u(t) < k X exp (/a(t) a(t, s)ds)

Preuve : Le théoréme précédent donne

u(t) < k+exp (/Oa(t) a(t, s)ds) X/Ot exp (— /004(7“) a(r, T)dT> % (/Oa(r) ka(r, s)ds> dr
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. a(t) t a(r) ) a(r)
t.e:u(t) < k—kexp (/0 a(t, s)ds) X/o exp (—/0 a(r, T)dT) ar (—/0 a(r,s)ds) dr.
a(t) o(r) ¢
< u(t) < k—kexp (/ a(t, s)ds) X [exp (—/ a(r, s)ds)]
0 0

< u(t) < kexp (/a(t) a(t, s)ds>

0

Le résultat suivant découle du corollaire précédent

Corollaire 4.1.3. On suppose toujours a, o comme dans le théoréeme précédent et k(t) =
k>0.5%uéeCRL,Ry) est une solution de l’équation intégrale de Volterra

a(t)
u(t) =k + / a(t,s)u(s)ds
0
a(t)

pour tout t > 0. Si tli+m a(t,s)ds < 400, alors u est bornée dans Ry.

—+oo Jq

: t e
Exemple : La fonction a(t, s) = (pour t, s > 0) satisfaite les hypothése

1+2t+ (1+¢t)s?
du corollaire précédent pour tout & € C* (R4, Ry) croissante avec a(t) < t pour tout ¢ > 0.
Dans ce cas, la solution u € C(R4,Ry) de 'équation intégrale est bornée.

4.2 Application

4.2.1 Application du théoréme 4.1.1] et du corollaire [4.1.1] aux équa-
tions différentielle avec retard
Nous utiliserons le théoréme [4.1.] pour trouver des estimations de solution a certaines équa-

tions différentielles avec retard. Considérons I'équation différentielle fonctionnelle impliquant
plusieurs arguments retardés avec la condition initiale

@' (x(t))a'(t) = F(t, 2t — hi(2)), ..., (t — hn(t))); 2(to) = o (4.5)

ol &g est une constante, F € C(I x R",R), h; € C(I,R}), ¢ = 1,...,n sont des fonctions
qui sont décroissante tel que t—h;(t) > 0,t—h;(t) € C'(I,1I), hj(t) < 1,et ¢ € C*(R,R)
est une fonction croissante avec p(|x|) < |@(x)|. Le théoréme suivant traite d’une limite de
la solution du probléeme (4.5).

Théoréme 4.2.1. On suppose que F' : I X R™ — R est une fonction continue pour laguelle
il existe des fonctions continues positives f;(t), gi(t), ¢ = 1, ..., pour t € I tel que

|F (8w, ooy un)| <Y i [fi(8)9(Juil) + gi(E))], (4.6)

1=1

ot q > 0 est une constante et 1 est définie comme dans le théoreme[f.1.1. Soit

Qi =

I?Ealx ]__—h,’/i(t), = ]_, eees TN,

Si x(t) est une solution quelconque du probleme , alors pourt € 1

5 n t—h;(t) _
lz(t)] < {G_l [1#_1 <¢(k(to)) + Z/t fi(U)dff)] } ’

o—hi(to)
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ot G, sont définie comme dans le théoréme et

_ n t—h;(t)
Eto) = Gle@) + Y [ dlo)de,

0

fi(e) = Qifi(o + hi(s)) et §i(0) = Qigi(o + hi(s)) pour s,o € I
Preuve : Il est facile de voir que la solution x(t) du probléme ({4.5)) satisfait ’équation intégrale

p(x(t)) = ¢(x(to)) +/t F(s,z(s — hi(s)), ..., (s — hn(s)))ds.

Il s’ensuit de (4.6]) que
lp(x(t))] < le(x(to))] + /t Z |2 (s — hi(s))|?[fs(®) P (Jx(s — hi(s))]) + gi(t)]ds

pour t,s € I. En effectuant un changement de variable dans le coté droite de I'inégalité
précédente et en la réécrivant, nous avons

o—hi(to)

n t—h;(t) -
e(lz®)]) < |p(mo)| + Z/t |z(0)|?[fi(o) Y (|z(a)]) + gi(o)]do,

oit fi(0) = Qifi(o + hi(s)), §i(0) = Qigi(o + hi(s)) pour s,o € I. Maintenant, une
application de I'inégalité établie dans le théoréeme |4.1.1| & I'inégalité précédente donne le résultat

suivant
_ n t—h;(t) _
()] < ¢~ {G_1 [«,b-l (wk(to)) +y ﬁ-(a)da)] }

o—h;(to)

Remarque 4.2.1. On considére I'équation différentielle impliquant plusieurs arguments retar-
dés avec la condition initiale

pxP 1 (t)x'(t) = F(t,z(t — hi(t)), ..., x(t — hn(t))); x(to) = xo (4.7)
ot p > 0 et g est une constante, F € C(I x R",R), h; € C(I,R;), i = 1,...,n des
fonctions décroissantes tels que t — h;(t) > 0, t — h;(t) € C*(I,I), hj(t) < 1. On suppose

que F : I X R™ — R est une fonction continue pour laquelle il existe des fonctions continues
positives fi(t), gi(t), ¢ = 1,...,n pour t € I tel que

|F (8 w1, ooy un)| < Z | [ fi ()b (|usl) + gi(#)], (4.8)

ot g > 0 (p > q) est une constante et 1 est définie comme dans le théoreme |4.1.1. Si x(t)
est une solution quelconque du probléme , alors elle satisfaite [’équation intégrale

2(0) = 2" (to) + | F(s,2(s = ha(), s 0(s = hn(s))) s

il s’ensuit avec ’hypothése @ que

2(@®)P < |zol” + [ D la(s = ha() U [Fi( )9 (|2(s — hi(5))]) + gi(t)]ds

to j—1
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pour t,s € I. Par un changement de variable dans le coté droite de l’inégalité précédente et en
réécrivant, on a

t—hy(t)

[z (@)|” < |@ol” + Z/ |33(0')|q[fi(0')"/’(|93(0')|) + gi(o)]do,

o fi(o) = Qifi(o + hi(s)), gi(6) = Qigi(c + hi(s)) pour s, € I. En appliquant

immédiaternent ’inégalité établie dans le corollaire [{.1.1] dans l’inégalité précédente, on obtient

t—hi(t) _ =a
¢0 (d’o(kl(to)) + —Z/ fz(O')d0'>]

—hi(to)

lz()] <

pour t € I, ot g est définie comme dans le corollaire

q t hz(t)
fata) = a1+ 21 3 / Gi(o)dor,

i=1 to—hi(to)

fi(o) = Qifi(o + hi(s)) et §i(9) = Qigi(o + hi(s)) pour s,o € I
Le théoréme suivant prouve l'unicité de la solution du probléme (4.7]).

Théoréme 4.2.2. On suppose que F' : I X R™ — R est une fonction continue pour laguelle
il existe des fonctions continues positives f;(t), i = 1,...,m pourt € I tel que

|F(ty tny ey ) — F(t, 015 000,00)| <Y fi(t)|ud — 7,

i=1
ol p > 1 est une constante. Alors le probléme admet une solution unique dans I.

Preuve : Soient z(t) et y(t) deux solutions distincts du probléme (1.7)), on a :

t
xP(t) —yP(t) =/ [F (s, 2(s—h1(5)); s 2(s—hn(s))) = F(s,, y(s—hi(s)), ..., y(s—hn(s)))]ds

to

= |«P(t) —y"(t)| < / (Z fi(s)|xP (s — hi(s)) — yP(s — hs (S))I) ds

pour t, s € I. En réécrivant cette derniére d’une autre fagon, nous avons

(lz?(t) — g ()|VP)” < /t (Z fi(s)|xP(s — hi(s)) — yP(s — hi(S))I) ds

pour t, s € I. En effectuant un changement de variable approprié et en réécrivant, nous avons

Bi(t)

(P (£) =y (t)[V/7)P < ‘H‘Z/ |27 (a) — yP ()| "/]""" X fi(o) 2" (o) —yP (o) /7] do,

ou Bi(t) =t — hi(t), fi(o) = Qifi(o + hi(s)) pour s,o € I, or lorsque ¥(u) = u,q =
p— 1, une application directe de I'inégalité du corollaire sur la fonction |xP(t) —yP(t)|/P
de l'inégalité précédente, on conclut

2P (t) — 4P ()P < 0
pour tout t € I, donc x(t) = y(t).
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Chapitre

Inégalités de Gronwall discrétes

Il est bien connu que les inégalités discrétes jouent un role essentiel dans le développement
continue de la théorie des équations différentielles, équations intégrales, équations aux dérivées
partielles... Ces inégalités sont beaucoup utilisées en analyse numérique pour 'approximation
des solutions numériques de telles équations. Dans ce chapitre nous allons introduire quelques
inégalités discrétes de type Gronwall ainsi que quelques applications de ces inégalités.

5.1 Quelques inégalités discrétes

Théoréme 5.1.1. (Inégalité de Pachpatte [20]) Soient (uy), (an), (bn) des suites réelles
positives et on suppose que (an) est croissante. Si pour tout n € N,

+oo
u, < a, + Z bsug, (5.1)

s=n-+1

alors pour tout n € N, on a
u, < anHj:"fLJrl(l + bs)

Preuve : Supposons d’abord que a,, > 0 pour tout n € N. 'hypothése ({5.1)) donne

u I u
< b,—.
<14 ) o

an s=n-+1
Soit alors
+o00 u,
Zn =1+ Z b.—
s=n+1 as
—> —n < Zn
an
et
g Ug g Ug
Zn T Zn41 = Z b,— — Z b,—
s=n-1 as s=n-2 Qs
b +1Un+1
< Zp — Zn+1 — e S bn_,_lzn—l— 1
an+1

< Zn S [1 + bn_,_l]zn +1

Pour s =n,n+1,...,m — 1 (m > n + 1), on obtient

zn < zp L (1 + by)
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Noter que lirJrrl zZm = 1 et en laissant m — oo dans l'inégalité précédente, on obtient
m—r—+00

Un m

== u, < anH;”:n_i_l[l + bs].

Si a,, est positive, on utilise la méme procédure avec a,, + € a la place de a,,, ou € > 0 une
constante arbitraire trés petite, et ensuite passer a la limite, on obtient le résultat.

Théoréme 5.1.2. [2]] Soient (x,,), (Pn), (hn) et (gn) des suites réelles satisfaisant l'inéga-
lité pour tout n € N,

2(n) < 20+ 3 p(s)[x(s) +h(s)] + 3 p(s) (i q(r)wm) L 62

s=no s=no T=no

ol xg est une constante positive. Alors pour tout n € N,

n—1 s—1
z(n) < xot+ Y p(s) |h(s) + oIl (1 4+ p(t) +a() + > p(HRMOIG, (1 + p(k) + Q(k))] :
s=no t=no

Remarque 5.1.1. Soit (x,) C R. Pour faciliter les annotations, on note le terme d’une suite
() par x(n) = x,, ot n € N.

Preuve : Soit (m,,) définie dans le coté droite de (5.2) par

m(n) =20+ 3 p(s)x(s) + h(s)] + 3 p(s) (i q(T)w(T)> -

s=ng s=mng T=no

= Am(n) = m(n +1) —m(n) = p(n)[z(n) + h(n)] + p(n) z_: q(T)z(T)

et m(ng) = xo
= Am(n) < p(n)[m(n) + h(n)] + p(n) Z_: q(T)m(7)

<= Am(n) < p(n)h(n) + p(n)

mn) + Y q(f)mm]

T=no

On pose

(v(n) —mn)+ Y q(r>m<r>) :

T=mno

v(ng) = m(ng) = xo. D’ott m(n) < v(n) et

Av(n) = Am(n) + q(n)m(n) < p(n)h(n) + q(n)v(n) + p(n)v(n).

= v(n+1) = (1 +p(n) +q(n))v(n) < p(n)h(n) (5.3)
En multipliant par II7__ (14 p(s) + q(s))™", nous avons

[v(n+1) — (1 + p(n) + q(n))v(n)] II_,, (1+p(s)+a(s)) " < p(r)h(n)I_, (1+p(s)+a(s))

puis en sommant de ng a n — 1, on obtient :
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n—1 n—1

> wk+DIE_ (1 +p(s) +q(s)™ — D v(R)ITEZ (14 p(s) +q(s) ™"

k=ng k=ng

< 3 PRI, (1+ p(s) + ().

k=ng

En manipulant les indices de sommation, on obtient

S w(B)TEL (14 p(s) +a(s) ™ — 3 oI (14 p(s) + a(s)) ™
k=ng+1 k=mno

< 3 pR(K)IT, (14 p(s) + a(s)) ™

e s oI (14 p(s) + ()" — v(no) < 3 p(kYR(RITE, (1 +p(s) + q(s)) "
— w(n) < v(no) "L (1 + p(s) + a(s))
LI (14 p(s) + () S p(R)R(RITE, (1 + p(s) + q(s)) "
= v(n) < o)=L (14 p(s) + a(s) + 3 p(k)ARITISE (1 4+ p(s) + a(s))

Sachant que Am(n) < p(n)h(n) 4+ p(n)v(n), on a alors

n—1
Am(n) < p(n) [h(n) + 2ol (14 p(s) +a(s)) + D p(s)h(s)T}Z; (1 + p(7) + Q(T))]

s=no

Puis en sommant de ng & n — 1, on obtient

n—1 s—1
m(n) < wo+ Y p(s) !h(s) + zoll; 2, (1 + p(t) + a(t) + > p(OABTZ (1 +p(k) + Q(k))] :
s=no t=mno

Dés lors &(n) < m(n), le résultat est clair.

Théoréme 5.1.3. (Inégalité de Salem [28]) Soient les deux systémes linéaires satisfaisant

.

w(t) < ar(t) + pr(®) S H(ur(s)) + ar(t) S H(us(s))

ws(t) < as(t) + pa(t) 3" H(ur(s)) + qa(t) 3 H(us(s))

\

ot ay(t), az(t), p1(t), p2(t), q1(t), q=(t) sont positives et croissantes pour tout t € N, et
H est positive continue , croissante, sous-additive et sous-multiplicative. Alors

{ ui(t) < ai(t) + pi(t)Pa(t) + qu(t)Pa(t)

uz(t) < aq(t) + pa(t)Pa(t) + q2(t)rha(t)
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Ga(t) = z_: {H(a1(s) — p1(s) — qu(s)) + [H(p1(s)) + H(q1(s))|H(¢(s))}

t—1

$a(t) = ) {H(as(s) — p2(s) — a2(s)) + [H(p2(s)) + H(a2(s)) | H(%(s))}

s=0

p(t) = G {G@) -3 (AGs) + B(s»}

{ A(t) = H(ai1(t) — pi(t) — qi(t)) + H(az(t) — p2(t) — q2())
B(t) = H(pa(t)) + H(q:(t)) + H(p2(t)) + H(q=2(t))

et , ds
G(r) :/TO st H(s)' O0<ro<r
de sorte que
t—1
G(2) + ) (A(s) + B(s)) € Dom(G™).
s=0

Preuve : les inégalités satisfaites comme hypothése peuvent étre réécrites comme

ui(t) < (ai(t) —pi(t) — qu(t)) + p1 () Ri(2) + g1 (t) R2(t) (5.4)
et
uz(t) < (az2(t) — p2(t) — q2(t)) + p2(t) Ri(t) + q2(t) Ra(t) (5.5)
R, (t) = iH(ih(S)) +1
et 1
Ry(t) = ) H(ua(s)) + 1.
Alors

H(u1(t)) = ARy (t) < H(a1(t)—p1(t)—q1(?))+H (p1(t)) H(R1(2))+H (q1(t)) H (R2(1))
et
H(uz(t)) = AR2(t) < H(ax(t)—p2(t)—q2(t))+H (p2(t)) H(R1(t))+H (q2(t)) H(R2(1)).

Puisque R;(t) et Ra(t) sont croissantes et R;(0) = R3(0) = 1, alors de la définition de G,
il s’ensuit que

Ri(t+1)+Ra(t+1) ds

G(Ri(t+1) + Ra(t + 1)) — G(Ru(t) + Ra(t)) = /R O+ Ra(t) s+ H(s)

[ s AL () + Ralt)) < A(H) + B(0).
Ri(t)+Ra(t) s+ H(s) = Ri(t) + Ra2(t) + H(Ru(t) + R2(t))
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En sommant de 0 & t — 1 I'inégalité ci-dessus, on obtient

t—1 t—1 t—1

S G(Ri(k+1) + Ra(k + 1) = Y G(Ru(k) + Ra(k)) < Y [A(K) + B()).
ca réplique que L
G(Ri(t) + R(t)) — G(2) < ) [A(k) + B(k)]

k=0

— Ri(t) + Ra(t) < G (G(2) + i[A(k) + B(k)]) = p(t)

= H(ui(t)) = AR (?) < H(al(t)—pl(t)—qi(z))+[H(pl(t))+H(q1(t))]H(1/J(t))
Puis en sommant de 0 4 ¢t — 1, on peut obtenir
Ry (t) < ¢a(1)
De la méme maniére, on peut obtenir avec H (us(t)) que
R»(t) < va(t)
De et (6.5, on peut obtenir
u1(t) < ax(t) + p1(t)Pa(t) + a1 () Ya(t)

et
uz(t) < az(t) + p2(t)Pa(t) + q2(t)a(t)

Ce qui achéve la preuve.

Théoréme 5.1.4. (Inégalité de Salem [28]) Soient les deuz systémes suivants des deux inéga-
lités satisfaites
t—1 t—1
ui(t) < ar(t) + p1(t) Y er(s)ua(s) + p2(t) D ea(s)ua(s)
s=0 s=0
t—1 t—1
+ps(t) > es(s)H(ui(s)) + pa(t) Y ea(s)H (uz(s))
s=0 s=0

ua(t) < as(t) + a1(6) 3 ha(s)ur(5) + @2(6) 3 ha(s)ua(s)

1as(®) S ha(s)H (ur(5)) + aa(t) S ha(s)H (ua(s))

ot toutes les fonctions données sont des fonctions a valeur réelle, positives, croissantes et conti-
nue, H est définie comme précédemment, et pour tout t € N, a1(t) > p1 + p2 + ps + pa et
az > q1 + q2 + q3 + q4. Alors

ur(t) < ax(t) + p1(8) Y ex(s)as ()ebo(s)

54



12t 3 ea(s)an(s)thr(s) + pa(t) 3 en(s)du(s) + pa(t) 3 eals)do(s)

et
us(t) < az(®) + @1(®) 3 hu(9)as (5)366(s) + () S ha(s)a(s)e(s)
Fas(t) S hs(5)d6(5) + aa(t) 3 ha(s)e(s)

([ ¢6(t) = H(ay — p1 — p2 — ps — pa) + (H(p1) + H(p2))
+(H (p2) + H(ps3) + H(pa))H (vs)

¢7(t) = H(az — q1 — q2 — g3 — qa) + [H(q1) + H(qz2)] + [H(qs) + H(qa)|H (7)

9 t—1

Yo(t) = 44 ) [Ai(s) + Bi(s)y(s) + ci(s)H((s))]

Po(t) =G {G(S) + i(A(S) + B(s) + C(8))}

\

((A(t) = e1(a; — P) + ex(az — Q) + esH(a; — P) + esH(az — Q)

Bi(t) = e1P + e2Q

[ c1(t) = es(H(p1) + H(p2) + H(ps) + H(pa)) + es (H(q1) + H(q2 + H(gs) + H(q4)))
(Ay(t) = hi(a1 — P) + ha(az — Q) + hsH(ay — P) + hyH (a2 — Q),

B,(t) = h1P + h2Q,

| c2(t) = hs(H(p1) + H(p2) + H(p4)) + ha[H(q1) + H(g2) + H(q3) + H(q4)]
([ A(t) = Ai(t) + Ax(t)

B(t) = Bi(t) + Bs(t)

C(t) = c1(t) + ea(t)

| P=p1+p2+pPs+pPssQ=q1+q2+ g3+ qu4

G()—/T B <<
r)— TOS_'_H(S), To ST

de sorte que
t—1

G(8) + Z(A(S) + B(s) + C(s)) € Dom(G™)
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5.2 Applications

5.2.1 Application du théoréme [5.1.1] aux équations somme-différence

Dans cette section, nous présentons une application du théoréme pour obtenir une borne
sur la solution d’une équation somme-différence non linéaire

+o0
u(n) = F(n)+ Y B(n,s,u(s)), (5.6)
s=n-+1
otu, F:N— R, B:N?XxR — Ret
|F(n)| < a(n)
|B(n, s, u(s))| < b(s)|u(s)]

ou a(n) et b(n) sont définies comme dans le théoréme Soit u(n) une solution de (|5.6]).
Des hypothéses de F' et B, on a

—+o0
lu(n)] < a(n) + ) b(s)lu(s)].
s=n-+1

En appliquant immédiatement le théoréme [5.1.1] on obtient

[u(n)| < a(n)IT= (1 + b(s)].

=n+1

Ce qui donne une borne de la solution w(n) en termes de fonctions connues.

5.2.2 Application des théorémes [5.1.3| et [5.1.4] aux systémes discrets

Ici, on utilise ces deux théorémes et pour étudier certains systémes discrets.
Exemple 1 : On considére le systéme suivant :

wr () = C(t) + 3 ke (ua (), ua(s))

et
us(t) = Calt) + Y ki(ui(s), ua(s))

ol
ki(ui, uz2) < H(|ua|) + H(|uz|).

Donc, on obtient :

ur(8)] < Cot) + 3" H(lua () + 3 H (Jua(s)))

et

us(®)] < Calt) + 3" H(lur () + 3 H (Juua(s)]).
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Les deux inégalités ci-dessus sont exactement de la méme forme que les hypothéses du théoréme
b.1.3| avec @y = C3, as = C4y et p; = p2 = q1 = q2 = 1 du théoréme [5.1.3] Donc, une
application immédiate du théoréme donne

(A(t) = H(Cs(t) — 2) + H(Cy(t) — 2)

B(t) = 4H(1) = constante

P(t) =G {G(Z) + 2—:[4H(1) + H(Cs(s) — 2) + H(Cu(s) — 2)]}

s=0

t—1

[us(8)] < Cs(t) + Y [H(Cs(s) — 2) + 4H(1)9(s) + H(Cu(s) — 2)]

s=0

t—1

lua ()| < Ca(t) + > [H(Cs(s) — 2) + 4H(1)3p(s) + H(Cu(s) — 2)]

\ s=0

G()—/T © <<
r) = ST HG) ro < 7.

Exemple 2 : On considére les systémes somme-différence de type Volterra suivants

t—1

ui(t) = C1 + Z [Fi(t, 5, u1(8), ua(s)) + ki(ui(s) + ua(s))]
et 1
us(t) = C2 + Z [F2(t, 5, u1(8), ua(s)) + ka2(ui(s) + ua(s))]

ou C7; > 4, Cy > 4, et les fonctions Fy, Fy, kq, ko satisfont pour tout t € R,
([Fi(t; s, u1(s), ua(s))| < ei(s)|ua(s)] + ez(s)|ua(s)]
|F2(2, 8, u1(8), uz(s))| < ha(s)|u(s)| + ha(s)|uz(s)],

k1 (u1(s), uz(s))| < es(s)H(Jui(s)]) + ea(s)H (Juz(s))

[ [F2(ua(s, ua(s)))] < ha(s)H (lui(s)]) + ha(s) H(|uz(s)])

Donc, on obtient

ur(8)] < CtY" en(8)|u ()43 ea(s)|ua() 43" ea(s)H (fur(s) )+ ea(s)H (Jua(s)])
et
()] < Cot S b () ()43 P (5) iz (8) |+ rs(8) H (fua () )13 ha(s) HE (fua(s)]).

Ces deux inégalités ci-dessus sont exactement de la méme forme que les hypothéses du théoréme

ol p1 = P2 = P3 = P4 = q1 = Q2 = q3 = q4 = 1. Donc, on peut trouver des
estimations de |u1(t)| et |uz(t)| avec des termes connues via le théoréme
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