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Introduction

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et (F,,), une suite croissante de sous tribus de F. Une suite
de variables aléatoires (X,,),, est dite adaptée a (F,,), si pour tout n, X,, est F,, mesurable. Cette notion
est apparue naturellement dans la théorie des probabilités. Les martingales, les sous-martingales et les
sur-martingales sont des suites adaptées intégrables ayant une grande importance dans la théorie des
probabilités, puisqu’ils modélisent de nombreux phénomenes en probabilité. Considérons par exemple
un jeu aléatoire. Le cas de martingale correspond & la situation ou cette chance reste constante au
sens de l'espérance conditionnelle. Le cas de sur-martingale correspond a la situation ou le jeu est
défavorable dans le méme sens, alors que le cas de sous-martingale correspond a la situation ou le jeu
est favorable dans le méme sens.

Parmi les questions les plus posées sont celles de savoir dans quel cas (et vers quel élément) une telle
suite adaptée converge presque surement.

Dans ce travail nous allons étudier une classe des suites adaptées appelées les martingales asymptotique
brievement les amarts. La théorie des amarts apparait dans les années 1975, dans des articles de Austin,
Edgaret Ionescu Tulcea [5], Chacon et Sucheston [22], et Edgar et Sucheston [22]. Elle est considérée
comme une généralisation des martingales prenant comme fondement de base le théoréme de Doob. Ce
dernier fournit une caractérisation des martingales, une suite adaptée (X, F)n>1 est une martingale
si et seulement si pour tout temps d’arrét borné 7, E(X;|Fy) = Xo. Par conséquence la plupart
des théoremes de convergence des martingales, s’étendent a des amarts. De plus, la notion d’amart
garde plusieurs propriétés utiles des martingales, sous-martingales et sur-martingales. Par exemple la
classe des martingales est stables par combinaison linéaire. La classe des sur-martingales est stables
en prenant I’inf. La classe des sous-martingales est stable en prenant le sup, mais la classe d’amart
est stable sous les trois opérations.

Etant donnés un espace de probabilités (€2, F,P). On considere une suite adaptée (X, Fn)nen- (Xn)nen
est dite amart si la famille (E(X;));er converge, ou T est I’ensemble des temps d’arrét bornés. La
convergence des amarts est liée aux propriétés de ’espace de probabilité comme espace de départ ainsi
qu’a celles d’espace d’arrivé. Ce travail sera composé de trois parties suivant la nature de l’espace
d’arrivé des amarts. Les amarts réels, les amarts vectoriels puis les amarts multivoques.

Dans un premier temps, nous allons donner un rappel de la notion des martingales et quelques résultats
généraux sur la mesurabilité et I'intégrabilité des fonctions a valeurs vectorielles. Puis nous rappelons
la propriété de Radon-Nikodym vue son importance dans 1’étude de la convergence des amarts. Apres
ce rappel notre étude commence par les amarts a valeurs réelles. et c’est le cas le plus simple et riche
a la fois car (R, |.|) est un espace tres régulier. Les propriétés riches de 1’espace R vont nous aider a
établir plusieurs résultats concernant la convergence, la stabilité et la décomposition des amarts. Il est
connu dans la littérature que toute martingale bornée dans L', converge presque surement. Les amarts
est une notion plus générale que les martingales, mais ce résultat reste vraie pour les amarts L'-bornés
grace au fameux théoréme de Doob. La deuxiéme partie de ce travail sera dédiée aux amarts vectoriels.
Un amarts réel L'- bornée converge presque surement, ce résultat n’est pas généralement valable pour
les amarts vectoriels. Dans cette partie nous allons étudier une version de ce résultat pour les amarts
vectoriels & savoir la convergence presque surement de ces derniers au sens de la topologie faible en
supposant que ’espace vectoriel considéré possede la propriété de Radon-Nikodym. Malheureusement
la convergence forte n’est pas assurée pour ces classes de processus stochastiques. Ce besoin a poussé
A. Bellow [6] & introduire une nouvelle classe d’amarts appelée amarts uniformes. Pour ces nouveaux
processus la convergence au sens de la topologie forte est assurée s’ils sont L'-bornée et 'espace de
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Banach considéré posséde la propriété de Radon-Nikodym. Dans la troisiéme partie de ce rapport, nous
allons évoquer une nouvelle notion d’amart pour des variables aléatoires plus générales que les variables
aléatoires vectorielles, ce sont les variables aléatoires a valeurs dans ’ensemble des parties d’un espace
vectoriel (appelée variable aléatoires multivoques). Avant d’aborder 1’étude des amarts multivoques,
nous allons rappeler quelques définitions de mesurabilité d’intégrabilité et I'existence de ’espérance
conditionnelle des variables aléatoires multivoques. La mesurabilité des fonctions multivoques est
développé par plusieurs auteurs, Aumann[!], Castaing [9], Debreu [14], Himmelberg [31], Hukuhara
[32], Jacobs [33], Kuratowski et Ryll-Nardzewski [35] et plusieurs d’autres. Pour I’étude de I'intégration
des fonctions multivoque il y a plusieurs résultats voir [1], [9]. La théorie des espérances conditionnelles
et des martingales a été établie pour les fonctions Bochner-intégrable a valeurs dans un espace de
Banach par Chatterji [11], et [12]. notre but est de donner une extension de ces notions dans le cas
multivoque. Nous allons présenter I'essentiel des résultats nécessaires a notre étude. Pour plus de
détails voir [29], [27], [30] et [37]. Comme le théoréeme de Radon-Nikodym a été I'une des clés dans la
convergence des amarts vectoriels L'-bornés, il sera aussi de la méme importance dans la convergence
des amarts multivoques. Nous commencons par donner une extension au cas multivoque de ce théoreme
puis nous donnons des théorémes assurant ’existence d’une dérivation de Radon-Nikodym multivoque.
Ces résultats sont développés dans [28].

Dans le dernier chapitre on va traiter les £l-amarts. cette classe est présentée et étudiée dans [10],
[39]. Cette classe généralise les martingales multivoques, les quasi-martingales et les amarts uniformes.
L’objectif principale est de donner des caractérisations puis des théoremes de convergence pour les
L'-amarts multivoque.
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Chapitre 1

Rappel de quelques notions en théorie
d’intégration et martingale

1.1 Les fonctions mesurables et les fonctions intégrables

Dans cette section nous allons définir la notion de mesurabilité et d’intégrabilité pour les fonctions
définies sur €2 a valeurs dans un espace de Banach.

1.1.1 Les fonctions mesurables

Soit f :  — E une fonction définie sur 2 a valeurs dans F, avec E est une espace de Banach.
On dit que f est scalairement mesurable si (z*f) est mesurable pour tout z* € E*. Une fonction
(fortement) mesurable est toujours scalairement mesurable mais la réciproque n’est pas en général
vraie. Le théoréme suivant donne les conditions ou on a 1’équivalence (voir [15]);

Théoréme 1.1.1

Soit f : Q — FE une fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est fortement mesurable.

2. f est scalairement mesurable et f est a valeur presque séparable, i.e. il existe un négligeable
A tel que f(Q\A) est séparable.

1.1.2 Les fonctions intégrables

Soit f : 2 — E une fonction. On dit que f est Bochner-intégrable, s’il existe une suite (f,,)nen des
fonctions étageres telle que :
Le théoréme suivant donne une relation entre la convergence p.s et la convergence dans L(Q, E).

1. f, — f P-p.s, lorsque n — 0.
2. / | fr.— fm || dP — 0 lorsque m,n — co.
Q

On peut remplacer 2 par
2/./ | fo—f 1 dP =0, 1 — oo.
Q



1.1. LES FONCTIONS MESURABLES ET LES FONCTIONS INTEGRABLES

Notons que 1 implique que f est mesurable. D’aprés 2. ou 2'. on peut définir I'intégrale de Bochner

comme suit : Soit A € F
/ FdP = lim / £, dP.
A n—+oo J A

A i=1

Le théoréme suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit soit Boch-
ner intégrable (Voir [23])

Si f est étagere

Théoréme 1.1.2: (S. Bochner)

Soit f : @ — E une fonction. f est intégrable au sens de Bochner si et seulement si f est
mesurable et

L If1dp < oo
Q

Théoréme 1.1.3

Soit (fn)nen une suite dans L*(Q, ). On dit que (f,)nen est uniformément intégrable si :

A—00 neN

lim sup/ | fn || dP = 0.
2V

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite soit uniformé-
ment intégrable (Voir [13]).

Théoréme 1.1.4

Soit (f,)nen une suite dans L'(Q, E). On dit que (fy)nen est uniformément intégrable si et
seulement si :

1. sup/ | fr |l dP < oc.
neN JQ

2. lim su/ dP = 0.
plim s [

Le théoréeme suivante peut étre considéré comme une application simple des suites uniformément
intégrable (voir [1]).

Théoréme 1.1.5

Soit (fn)nen une suite uniformément intégrable. On suppose que f, — f p.s. Alors :

lim /Q | fu—f1 dP.

Remarque 1 Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue est un corollaire du théoréme précé-
dent.
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1.2. LES SUITES ADAPTEES

La norme Pettis est définie sur L' (€, E) de la facon suivante :

LY, E) — R

Il
fr It = sup [ 1@ e,
z*elU° JQ

ol Ue={z" e E":|| =" ||< 1}.
Ona | fll, < IIfIl, mais ||| et [ -[|; ne sont pas équivalentes en général. alors on donne le
théoréme suivant (voir [23]).

Théoréme 1.1.6

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (LY(Q, E),| - llp.) est complet.
2. |- Hpe et || - ||1 sont équivalentes.

3. E est de dimension finie.

1.2 Les suites adaptées

Dans cette section, on donne des définitions concernant les suites adaptées et on rappel la notion
de temps d’arrét.
Soit (£2, F,P) un espace de probabilité. On appel filtration toute suite (F,),en de sous-tribu croissante
(i.e. fo ng - )

Définition 1.2.1

On dit que (X,,, Fn)nen est une suite adaptée si X,, est F,,- mesurable pour tout n € N.

Remarque 2 Toute suite (X, )nen dans L' (Q, E) peut étre considérée comme une suite adaptée, par
rapport a la filtration suivante :

Fn=0(X1,---,Xn), pour toutn € N.

Définition 1.2.2

Soit 7 : Q@ — NU{+o0}, on dit que 7 est un temps d’arrét par rapport a (Fp, )nen si {7 = n} € F,,
pour tout n € N.

On note par T I'ensemble de tous les temps d’arréts bornés. L’ensemble peut étre considéré comme
un ensemble ordonné par la relation d’ordre suivante

T <0 <= 7(w) <o(w), pour tout w € Q.
Pour 7 € T, on définit F; par :

Fr={A e F: An{r =n} € F,, pour tout n € N},

FST Fes 8 Abbou Lahcen



1.3. L’ESPERANCE CONDITIONNELLE

max 7

X = Z Xn]l{T:n}’

n=min T
i.e. pour tout w € Q, (X;)(w) = X7 (w). Il est évident que X est F-mesurable et X est intégrable.
Et si,

sup/ | X, || dP < oo,
T€T JQ

alors (X, Fn)nen est de classe (B).

1.3 L’espérance conditionnelle

Soit & une sous-tribu de F. On donne le théoréme suivant qui montre I'existence et I'unicité de
I’espérance conditionnelle dans L(Q, E) (voir [23]).

Théoréme 1.3.1

Il existe une unique application :
ES : LY(Q, F,P,E) — L} (Q,3,P |g, E)
telle que pour tout A € S et f € LY(Q, F,P,E), on a :
/ fdP = / ES(f) dP. (1.1)
A A
ES(f) est noté aussi (E - |J).

Proposition 1.3.1

On donne les propriétés suivantes pour I'espérance conditionnelle.

1

2. E¥(z) =, ot z € E.
3. ES est linéaire.
4

. ES est contractante.

1.4 Propriété de Radon-Nikodym et convergence des martingales a
valeurs dans un espace de Banach.

Cette section concerne les théorémes de convergence des martingales a valeurs dans un espace de
Banach.

1.4.1 La propriété de Radon-Nikodym.

La propriété de Radon-Nikodym ( en abrégé R.N.P) est une propriété concernant les espaces de
Banach. On donne des résultats concernant cette propriété. Et 'importance de la R.N.P dans la

FST Fes 9 Abbou Lahcen



1.4. PROPRIETE DE RADON-NIKODYM ET CONVERGENCE DES
MARTINGALES A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH.

convergence des martingales ( aussi pour les amants dans la suite). On commence par les définitions
suivantes (voir [17]).

Définition 1.4.1

Soit p : F — E une mesure vectoriel. On dit que u est P-continue ou continue par rapport a P
si et seulement si :
lim A)=0
y AHOM( )
Ce qui est équivalent a :
p(A) =0= pu(4) =0

Et on note : p << P.

Définition 1.4.2

Soit v : F — E une mesure vectoriel. Soit A € F', on note = 'ensemble de toutes les positions
finies de A.
La variation de p sur A est définie comme suit :

ul (A) = sup > [lu(A)]

()i €E =1
On dit que p est de variation bornée si :

|l (€2) < o0

Soit E un espace de Banach, on dit que E possede la propriété de Radon-Nikodym : si pour tout
espace de probabilités (2, F,P) et toute mesure p de variation bornée et 1 << P, il existe f € Ll(Q, E)
tel que, pour tout A € F :

p(4) = [ fap

Cette propriété n’existe pas dans tous les espaces de Banach. Alors on donne les théorémes suivants
(voir [15] :

Théoréme 1.4.1

Soit F un espace de Banach. Si E est réflexif ou si F est de dual séparable. Alors F possede la
R.N.P.

Théoréme 1.4.2

Soit F un espace de Banach. Si E possede la R.N.P. Alors tout sous-espace de F posséde R.N.P.
Si tout sous-espace de E séparable posséde la R.N.P, alors E possede la R.N.P.

FST Fes 10 Abbou Lahcen



1.4. PROPRIETE DE RADON-NIKODYM ET CONVERGENCE DES
MARTINGALES A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH.

1.4.2 Convergence des martingales vectorielles

Définition 1.4.3

Soit (X, Fn)nen une suite adaptée a valeurs dans E. On dit (X, F,,)nen est une martingale
si:
E(Xp+1|Fn) = X, p.s, pour tout n € N

i.e. (Xp, Fn)nen est une martingale si

/ Xnd}P’:/XanJP’
A A

pour tout A € F, et n € N.

Lemme 1.4.1

Soit (Xp, Fn)nen une martingale et o € T, 7 € T> . Alors :
1. E(X,|Fs) = Xo.
2. Pour toute A € F, :

[ X< [ 1% a
A A

Théoréme 1.4.3

Soit F un espace de Banach. Les assertions suivantes sont équivalantes :
1. E possede la R.N.P.

2. Toute martingale uniformément intégrable est ||.||;-convergente

3. Toute martingale uniformément bornée est ||.||; —convergente.

Théoréme 1.4.4

Soit F un espace de Bnach, et 1 < p < oo, alors les assertions suivantes son équivalantes :
1. E posseéde la R.N.P

2. Toute martingale ||| ,-bornée est |.|[,-convergente.

Le Théoréme suivante assure la convergence presque surement des martingales vectorielles (Dans
la suite on cherche a généralisé ce théoreme pour les amarts) (Voir [12]).

Théoréme 1.4.5: (Chatterji)

Soit E/ un espace de Banach qui posséde la R.N.P. Alors toute martingales & valeurs dans E
L'-Bornée converge presque surement.

FST Fes 11 Abbou Lahcen



1.4. PROPRIETE DE RADON-NIKODYM ET CONVERGENCE DES
MARTINGALES A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons, dans un premier temps, défini les notions les plus importantes et
qui nous seront utiles par la suite. Dans un second temps, nous avons mis en avant des résultats
concernant les martingales dans le cas vectoriel. Puis nous avons défini une classe plus générale. Nous
nous demandons alors si ces résultats restent vrais pour cette nouvelle classe. Le théoréme de Chatterji
jouera un role primordial dans le développement de cette derniere.
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Chapitre 2

Les amarts réels

2.1 Préliminaires

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, et (F,)nen une filtration. On note T I’ensemble de
tous les temps d’arrért bornés définie sur ).
Soit 7,0 € T', On définit une relation d’ordre sur 1" de la facons suivant :
7 < o si et seulement si 7(w) < o(w) présque pour tout w €
Soit (X, Fn)nen une suite adaptée, On définit la variable aléatoire X, par : X, = (w) (w) pour
toute w € Q. On donne d’abord la définition d’un amart dans réel (voir [22])

Définition 2.1.1

Soit (X, Fn)nenN, une suie adaptée définie sur (2, F,P) a valeurs dans R. La suite (X, )necn est
dite un martingale asymptotique en abrégé "amart", si :

1. / | X |dP < 0o pour tout n € N
Q

2. la famille (/ X.dP),cr converge, c-a-d, Il existe Z € R, tel que :
Q

\V/6>0,E|T0€T:T€T,T>To=>|/X-,-*Z|dIP)<6
Q

Remarque 3 1. Si(X,)nen est un amart pour une filtration (Fp)nen donc il est aussi amart pour
toutes les filtration (Cp)neN, telles que Cp, C F,, pour tout n € N.

2. Lorsque la filtration n’est pas spécifier, on va considérer que F,, = o({Xy : k <n}) (La filtration
canonique).

Nous commencons par le lemme maximale qui a été prouvé dans [10].
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2.1. PRELIMINAIRES

Lemme 2.1.1

Soit (Xy)nen une suite des variables aléatoires telle que, sup / | X+|dP < o0, Donc :
T Jo

1
P{sup [ X,| > A} < ~ sup / X, |dP
N A1 Ja

Preuve 1 Soit N € N, On pose :
A = {sup |X,| > A}
n<N

On va définir o de la fagon suivante

c:Q — N

inf :n < N:|X, , Si A
W — o(w) = {m{nEN n < | Xn(w)] > A}, st we

N, si w¢ A.

1l est clear que o est un temps d’arrét borné c-a-d o € T, donc :

sup/XT\d]P’Z/ X, |dP
T JQ Q

> [ 1%, P
A
> AP(A)

1
P ({sup | Xn| > A}) < —sup/ | X |dP
n<N AT Ja

En faisant tendre N vers oo on obtient :

1
P ({sup|Xn| > A}) < —sup/ | X |dP
N AT Ja

Par suite :

Nous allons donner quelques résultats préliminaires concernant les amarts réels (voir [22]).

Soit (X, F,) un amart, donc la famille ( / X;dP), est bornée.
Q

Preuve 2 Puisque (X,,) est un amart donc la famille (/ X,dP), converge, par suit
Q
Il existe N € N, tel que pour tout o € T>n, on a

/XTdIP—/XNd]P" <1
Q Q
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2.1. PRELIMINAIRES

Pouro eT,

/ XoandP| < / max | X, |dP et
Q Qn<N
Comme Xy = XoaN + XounN — XN, On a :

/ng|’ = ‘/ XJ/\NdIP’—F/ XUdeIP’—/ XNdIPI
Q Q Q Q

< [ max|X,|dP+1
O n<N

/XUdeIP—/ XNdIP” <1
Q Q

D’ou le résultat.

Proposition 2.1.1

Soient (X, Fn)nen €t (Yn, Frn)nen deux suites adaptées L'-bornées, alors :

1. si (/Q X:dP)er et (/Q Y;dP),cr sont bornées, alors (/Q X: VY. dP) et (/Q X: A Y. dP)

sont bornées.

2. Si (X,) et (Y,) sont des amarts, donc (X, VY,,) et (X, AY,,) sont aussi des amarts.

Preuve 3 Supposons que (/ X dP) et (/ Y, dP) sont bornées, soit T € T.
Q Q
Soit N € N, tel que n > 7, on définit o et o’ par :

c:Q — N c:Q — N

st Xp(w) >0 et B
woo— o) = {n, si Xr(w) <0. wo o olw)= {

T st Yr(w) >0
n, si Yr-(w) <O0.

Il est clair que o et o’ sont deuz temps d’arrét bornés
Ona :

/(XT V Y.)dP g/ XTd]P’+/ Y. dP
Q {X;>0} {Y->0}

:/ XUdIP’—/ XndIPHL/. YU/dIP’—/ Y, dP
Q (X, <0} Q (v, <0}

< sup/ XTdIP’—I—sup/ |Xn|dIP’+sup/ YTdP+sup/ Y, |dP
T JQ N JQ T JQ N JQ

D’ou sup/ (Y> VvV X;)dP < oo
T JO

De méme on montre que sup/ (Y AN X;)dP < 0o
T JQ

b) On pose Zy, = X,V Yy, montrons que (Zn, Fn)neny est un amart.

D’aprés le lemme2.1, sup | X dP < oo et sup/ Y;dP < 0o, Alors d’apreés a) Sup/ Zrdp < o0
Q T JQ T JQ

T
Etant donné e > 0, il existe 19 € T, tel que : 0,7 > 19, donc :

|/ XadIP—/ X, |dP < e 2.1)
Q Q
15
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2.1. PRELIMINAIRES

Puisque Sup/ Z:dP < 00, il existe 71 > 19 tel que, si o > Ty :
T JQ

/ Z,dP < / Z,,dP + ¢ (2.2)
Q Q

Soit o €T, tel que : 0 > 11, on pose A ={w € Q: X (w) <Yy (w)}.
On définit oy par :

c:Q — N
{Tl si weA
w  — o(w) = ,
o, si w¢ A.
Donc :
/XTld]P’:/ ZTldIP’Jr/ X, dP (2.3)
Q Ac A
/Xgld]P’:/ XUdIP’+/ X, dP (2.4)
Q c A

(2.4) — (2.5) :/ Z,.dP = XUdIPUr/ XTld]P’—/ X,,, d'aprés (2.3) :
Ac Ac Q Q

/ ZodP < [ Z,dP+e. (2.5)
Ac Ac

D’autre parte on a :

/Zgld]P’:/ Yad]}u/ YTldIF’—/ Y, dP (2.6)
A A Q Q

/anubg/zmtze.
Q Q

D’aprés 2.4 et 2.5, on a :
Par suite |/ Zad]P)—/ Z7, dP| < 2e.
Q Q
ce qui prewve que la famille (/ Z:dP) cr est de Cauchy, alors elle est convergente.
Q

Remarque 4 Notons qu’un amart n'est pas forcément L'-borné. Il suffit de prendre X, = Zi +
Zo+ ...+ Zy, avec Z7, Zg, ... sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, avec P{Z, =

X
-1} = P{Z, = 1} = =, donc (Z,) est une amart, on a / |Xn|dIP’ > \/HIP’(\/—E > 1), d’apres le
n
théoréme de limite centrale, <" — N(1,0), donc P(2 > 1) / = e > 0, d
éoréme de limite centrale, —— ,0), donc ex T onc
X VN Vn = Vo p( 2
P(=2 >1) — l :/XdIP’—> .
\/ﬁ(\/ﬁ_) +00, alors Q\ n| 00
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Corollaire 2.1.1

Soit (X)) un amart, On suppose que sup/ | X, |[dP < oo, Alors :
N JQ
Lo| Xul, X, X,7, AV X, A X pour A > 0, sont des amarts L'-bornés.
2. sup/|XT |[dP < oo
T JQ

3. sup | X, |< o0
N

Proposition 2.1.2

Soit (X, Fpn)nen un amart, et soit (C,,) une autre filtration telle que C,, C F,, pour tout n € N.
On note Y,, = E(X,|C,), donc (Y;,,C,,) est un amart .

Preuve 4 Par définition de l’espérance conditionnelle Y, est C,-mesurable pour tout n € N

On a
/Ypo:/XTd]P’
Q Q

Comme C,, C F,,, Donc si T est un temps d’arrét par a C,,Donc il est aussi pour F,.
Ce qui termine la preuve.

Proposition 2.1.3

Soit (X, F,) un amart, et soit 7, (k € N) une suite des temps d’arréts bornés. On définie
Y, =X, et %k:{AEf‘Aﬂ{Tk:n}E.Fn,VTLEN}.
Donc (Y, Sk) est un amart.

Exemple 1 1)Les martingales :

Soit X,, une martingale, donc : pour tout n > m : / X, dP = / X, dP.
Q Q
Soient T €T et n € N tel que n > 7, donc :

/Xd]P’ /ZXk]l{Tk}d]P’ Z/Xkd]P’ Z/XdIP /XdIP’

{r=k} {7' k}
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2.2. CONVERGENCE DES AMARTS

Donc (/ X,dP) est suite constante, par suite elle converge.
Q

2)Les quasi-martingales :

Une suite adaptée (X,,), est une quasi-martingale si (Voir [2]]) :

2:‘K;ELXﬁ'_IECXn+ﬂ]%J|dp<:OO

n>1

Nous allons montrer qu’une quasi-martingale est un amart.
Soit € > 0, et N € N, telle que :

> /Q | X — E(Xpy1/Fn)|dP < €

n>N

Soit €T, tel queT > N :
puisque 7 € T il existe M € N tel que 7 < M, et {T =n} € F, pour tout k < n, et on a de plus :

y/ XTdIP’—/ XprdP| < Y / X,y — E(Xpi1/Fn)|dP < €
Q Q n>N Q

Si 1,70 > N, il suffit de choisir M > 71 V 1o, donc

\/Xﬁd]P’—/ X,,dP| < |/ XTldIP’—/ XMdIP|+|/ XT2dIF’—/ XdP| < 2e
Q Q Q Q Q Q

Donc (/ X;) converge.

2.2 Convergence des amarts

Dans cette section on va garder les méme notations, et on notera par Fo, la tribu engendré par

U Fn, card s Foo = o(|J F)
neN neN
Nous commengons par le lemme de qu’a été prouvé dans [7].

Soit Y une variables aléatoire F,-mesurable, telle que pour toute w € Q Y (w) est une point
d’adhérence de la suite (X, (w)).
Donc ile existe 7, € T', croissante et 7, > k pour tout k, telle que : klim X, =Y, ps.

—00

Le premier théoréme de convergence pour les amarts (dans [22]) est une application du théoréme
de convergence dominée.
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2.2. CONVERGENCE DES AMARTS

Proposition 2.2.1

Soit (X, )nen une suite adaptée, telle que / sup | X, |[dP < oo, donc les assertions suivantes sont
Q N

équivalentes.
1. (X,) converge p.s.

2. (X,) est un amart.

Preuve 5 1) = 2) Supposons que (X,,) converge p.s vers Y.
Soit T, € T tel que 1, T 00, donc :

X;, — Y p.s, d’apreés le théoréme de convergence dominée, / X dP — / Y dP, d’od/ X, dP —
Q JQ Q

/ YdP. Par suite (X,) est un amart.

2?: 1) Supposons que (X,,) est un amart

On note X* = limsup X,, et X, = liminf X,,, On va montrer que X, = X* p.s.
D’aprés Le lemme2.2, ils existent 1,7, € T avec 7, T 00,7, 1 0o tels que :

X, — X" p.set Xop — X, p.s, d’apres le théoreme de convergence dominée, on a :

/ (X" — X,)dP = lim/ (X:, — X7 )dP = 0. par suite X, = X* p.s.
Q noJa "

Le théoreme générale de convergence pour les amarts est déduit de la proposition2.2 et le corollaire
2.1 (voir [22]).

Théoréme 2.2.1

Soit (X,,)nen un amart, On suppose que sup/ | Xy |dP < 0o. Donc (X,,) converge p.s.
N JQ

Preuve 6 D’aprés le corollaire2.1, on a sup | Xy, |< 0o p.s, pour A > 0 on pose A = {sup | X, |[> A},
N
on remarque p(A)=0.
On sait que (—AV X, A X) est un amart, de plus / sup | =AV X, AN | dP < oo En appliquant la
Q N

proposition2.2, on obtient :(—AV X, A X) converge p.s.
On pose B ={X,, = =AV X,, A\, ¥n € N}, il est clair que P(B) = 1, en faisant tendre \ vers oo, on
obtient la convergence p.s de (X,,).

La proposition suivante assure le sens inverse de la proposition2.2, c-a-d dans ce cas particulier si

(Xp,) est un amart, donc / sup | Xy, |dp < oo (voir [22]).
Q
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2.2. CONVERGENCE DES AMARTS

Proposition 2.2.2

On suppose que F,, = F,, pour tous n,m € N. Si (X,,Fn)nen est un amart, donc :

sup | Xy, |dp < oo.
Q

Preuve 7 On cherche a montrer que sup |X,| € L', donc il suffit de monter que infX, € L' et
1
supX, € L.

On suppose que / supX,dP = 0o, On asup X, = lim sup X, d’aprés le théoreme de convergence
9] n N—+oco n<N
monotone :
Pour tout M € N, il existe N € N, tel que / sup Xp,dP > M, On définit 7, par :
Qn<N
Tm ' —> N
w — Tp(w) = inf{k < N : Xi(w) = sup X,,}
n<N

puis que Fp, = F1,Vn €N, 7, € T

On a /XTm = / sup X, = M, donc sup/X = 00 ce qui contredit le fait que (X,,) est une amart.
n<N T

de méme on prouve que inf X,, € L'.

Remarque 5 Le théoréme2.2 nécessite que (X,) soit L'-bornée, nous allons donner dans la suite
deux théorémes de convergence des amarts réels dont lequel la suite n’est pas forcément bornée dans

LY, (voir [22]).

soit (X,,) un amart et o un temps d’arrét, X = X, est une amart.

Preuve 8 On pose o, = o An, et on utilise la proposition2.1.

Théoréme 2.2.2

Soit (X,,) un amart telle que (X,,) est F,,—i-mesurable pour tout n € N (c-a-d prévisible). Donc
il existe un ensemble G, tel que (X,,) converge p.s sur G, et lim supX,, = 400, liminfX, = —oco
sur G°.
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2.2. CONVERGENCE DES AMARTS

Preuve 9 Soit A > 0 on pose Gy = {sup X,, < \}
n

On définit o de la fagon suivante :

c:Q — N
inf{k X1 <A Xo <AL X <Z )\,Xk+1 > )\}, St w ¢ G

— =
v o (w) {oo, st w € Gy.

On a {oc =n} € F,, puis que chaque (Xn+1) est Fy,- mesurable, c-d-d o est un temps d’arrét.

On a X = Xupo, est une amart telle que X < A, donc Sup/X+ < 00, d’ou (X,) converge p.s.
D’autre part on a, X=X, pour tout n € N, sur l’ensemble G, par suite (X,) converge p.s sur Gy.
On pose G* = U Gy = {supX,, < oo} = {limsup X,, < 400}, d’ot (X,,) converge p.s sur G*.

AeN
D’une maniére similaire on montre que (X,) converge p.s sur Gy x = {liminfX, > —oo}, et on pose

G =G"UG,
D’ou le résultat.

Théoréme 2.2.3

Soit (X,,) un amart. soit (75) € T, une suite croissante, avec 7, > k pour tout k& € N. On
suppose que :

/sup|XTk — Xg—1| < 0.
keN

Donc il existe un ensemble G, tel que (X,,) converge p.s sur G, et lim supX,, = +o0, liminfX,, =
—oo sur G°.

Preuve 10 Etant donné X > 0, on pose G\ = {w € Q : sup X,,(w) < A\} On définit o et o' de la
n

facon suivante :
o =0 =400 sur Gy, et ' =inf{k € N : Xp(w) > A} pour w ¢ G, et 0 = 7o.
On pose

,:{n, si {n <o}

" o, si {n>o}

Soit X,, = X, st o' < n, donc o < 1y, alors 7, € T. par suit X, = X est un amart. Sin < o,

alors X,, < A, et sin > o', alors X, = X, oi k=0, et on a: X1 <\ par définition de k.

Dot X, < A +sup | Xy, — Xy_1|, alors sup/ ZX)jl'dp < 00, d’ou X, converge p.s sur Gy, le reste de
k n JQ

la preuve est identique de la preuve du théoréme précédent.
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2.3 Décomposition des amarts

Il existe plusieurs décompositions pour les martingales et les sous-martingales et les sup-martingales
et les quasi-martingales. nous allons étudier brievement deux décompositions pour les amarts réels. La
décomposition de Riesz et La décomposition de Doob, comme conséquence de la décomposition
de Doob nous obtenons la lois forte des grandes nombres (voir [22]).

2.3.1 La décomposition de Riesz

Lemme 2.3.1

Soit (Zy,, Fn)nen un amart, telle que grf E(Z,/Fmn) =0, p.s pour tout m € N, donc :
n o

L. / sup |E(Z,|Fm)|dP < oo, pour tout m.
Q n

2. B(Zn|Fpm) — 0 dans L', pour tout m.

Ll Z:| =
3713}/‘ =0

4. Z, — 0 p.s et dans L.

5. (Z;) est uniformément intégrable.

Théoréme 2.3.1

Soit (X, F,) un amart. Donc (X,,) peut étre décomposé d’'une maniére unique de la facon
suivante, X,, = Z,, + Y;,, ou Y,, est une martingale et (Z,) est un amart qui converge vers 0
dans L'.

Preuve 11 1)L’existence :
Pour m € N, On pose : X, = E(Xp/Fim)-

On sait que (Xpm,Fm) est un amart, d’aprés la proposition(?.?.?),/sup\Xn,m| < 00, par suite
n

(Xnm), converge p.s.
On pose Y, = nangO Xn,m. En utilisant le théoréme de convergence dominée, on obtient :
E(Yin1|Fm) = EQim E(Xn | Fni1)/ Fm)
= lim E(E(Xn|Fint1)|Fm)
= lign E(X,|Fm)
=Y,

D’ou (Yy,) est une martingale.
On pose Z,, = X, — Yy, on a :/ dpZ, = / X, Y. dP = / XT—/YldIP’, donc (Z,,) est un amart. et
Q Q Q
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2.3. DECOMPOSITION DES AMARTS

on a lim E(Z,)Fm) = liT{nE(XnU:m) — lim E(Y,|Fm) = Ym — Yo, =0, d’aprés le lemme2.3.1 Z, — 0,

dans L.
2)L’unicité : On suppose que X, = Y, + Z, =Y, + Z, On a(|Y,, — Y,)|) est une sous martingale

donc ([ |Yn, —Y.|) est croissante.

D’autre part on a :/ Y, =Y = / | Zn — Zy] — 0.
DouY, =Y, p.s.

Remarque 6 Si (X)) est un amart uniformément intégrable, ou X, = Z, + Yy, puisque (Z,) est
uniformément intégrable d’aprés le lemme(2.5.1), donc (Y,,) est une martingale uniformément inté-
grable et dans [5,page 92], On a (Y;) est uniformément intégrable, par suite (X;) est uniformément
intégrable.

2.3.2 La décomposition de Doob
Soit (X, F)nen une suite adaptée, la décomposition de Doob associée a (X,,) est :
X, =M, + A,
Avec :

M, = X, ; A1 =0
e
Mn - Mnfl — Xn - E(Xnu:nfl) An - Anfl — E(Xn|fn71) - anl

Notons que (M,,) est une martingale et (A,,) est prévisible. donc si (X,,) est un amart, alors (4,,) est
aussi un amart.

Théoréme 2.3.2

n
On suppose X,, = Z Y, est un amart, tel que :
i=1

Sup/ Y2dP < oo
i JQ

Xn
Donc — converge p.s.
n

Preuve 12 Soit X,, = M,, + A,,, la décomposition de Boob associée a X,,.

(/ Ay — An_1|)2dP < / | Ap — An_|2dP. 2.7)
Q Q
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D’autre part on a (A, — Ap—1) et (M, — M,_1) sont orthogonale dans L?, donc :

/ | A= Ay 14 Myy— M1 [2dP = / |An—An_1\2d]P’+/ | Myy— M1 [2dP = / | X=X [2dP = / Y2dp.
Q Q Q Q Q
(2.8)
D’apreés (2.2) et (2.3) :Sup/|An — A1 < 0.
On pose By, = Ant1 — An, puisque A, est un amart prévisible By, est un amart, d’apres le théoréme2.2
> Bi > B, A

. =1 i—=1 n
Bn converge p.s, par suite = COnverge p.s, et on a = = -, donc — CONVETge p.s.
n n n n

D’autre part on a d’aprés (2.3) sup/ |M, — M, _1|* < o0
n
n

1 LI |

On pose Q,, = Z —|M; — Mi_1]2, est une martingale avec (/ |Qn|)2P < / \QnIQIP’ = Z 5|Mi — Mi_1|2

— Q Q — 4
=2 =2

donc sup |Qn| < co. d’aprés le théoréme(2.2.1) Q,, converge p.s, et d’aprés le lemme de Kronecker [8],
n
1 1 &
Ona—-M,=— Z |M; — M;_1| converge p.s.
n iz
X M
Dou =" = " + = conwverge p.s.
n n n
Conclusion

Ce chapitre peut étre considéré comme une introduction & la notion d’amart. Il est clair que le
cas réel est plus simple que le cas vectoriel en général, mais c’est le cas le plus riche de point de vue
la force des résultats obtenus. Il nous assure la convergence presque siire d’un amart borné dans L'.
Dans le chapitre suivant nous allons voir que ce résultat n’est pas toujours vrai si nous remplagons R
par un espace vectoriel quelconque.
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Chapitre 3

Les amarts vectoriels

Dans ce chapitre nous allons définir les amarts vectoriels, c-a-d la suite des variables aléatoires
(Xn)nen est a valeurs dans un espace vectoriel, puis nous allons donner quelques résultats concernant
ce cas.

3.1 Préliminaire

Cette section contient quelques définitions et résultats nécessaires pour étudier les amarts vectoriels
(voir [30], ou [16]).
Les notations sont les mémes que des chapitres 1 et 2, et on note par E un espace de Banach, et
E* le dual de E, c-a-d I'ensemble des formes linéaires définies sur E & valeurs dans R. Sans perte de
généralité on suppose que F est engendré par U Fan.

neN
On commence a définir la notion d’amart dans le cas vectoriel.

Définition 3.1.1

Soient F un espace de Banach, et (X,,, F,)nen une suite adaptée. On dite que X, est un amart

vectoriel si.
limsup sup [|E(X;|Fs) — Xs|lpe =0

o€l 71€T>,

Théoréme 3.1.1

Soient E un espace de Banach, et (X,,, F,,)nen une suite adaptée. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. (Xp, Fn)nen est un amart.

2. La famille ( / X, d[P’) converge dans F.
Q TeT

Preuve 13 1) = 2) triviale.
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2)=1) Ona

|E(X7|Fs) — Xollpe = sup /Q |(z*, E(X7|Fy) — Xo)|dP

o <1
<4 sup sup [ (@ B \F,) - X,)ldP
o<1 A€, /A
— 4 sup /IE(XT|]-"U)—XUdIP>H
AeF, IIJA
=4 sup /(XT —XU)dIP’H
AeF, IIJA

On définit les deux temps d’arréts comme suit :

o0 — N

, o, st we A
w o o (w)= »
max 7, si w ¢ A.

3
o
l
Z

, T, st weA
w o= T(w) = .
max T, si w ¢ A.

Alors
/ (X; — X,)dP = / (Xp — X, )P eto €T, 7' €Tsy et >0, il en résulte que
A Q =

sup

/(XT —XU)dIP’H < sup
A

T'>0'>0

/(XT, - Xol)d]P’H
A

Par suite :

limsup sup ||[E(X,|Fs;)— X,| <limsup sup / (X — XU/)dIP’H =0
A

oeT T7€T>, c€T T1'>0'>0

d’ou le résultat.

3.2 Convergence des amarts vectoriels

Dans le chapitre 2 on a montré que si (X, Fp)nen est un amart réel borné dans L' alors il converge
p.s. Dans cette section nous allons énoncer et prouver la version vectorielle de ce théoréeme.( voir [2])

Théoréme 3.2.1

Soit F un espace de Banach qui posseéde la propriété de Radon-Nikodym tel que E* est séparable,
et (X, Fn)nen un amart a valeurs dans E, tel que sup/ | X+]| dP < oco. Alors X,, converge
T JQ

faiblement p.s, c-a-d il existe Z € E tel que pour toute f € E*, f(X,) — Z.
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Avant de prouver ce théoreme nous allons donner des résultats qui seront utiles dans la preuve
(pour le lemme et le théoreme (3.2.3) voir [10], pour le théoréme (3.2.2) voir [0])

Soit k € N, et A € Fi, si la famille (/ X;dP) cr converge alors (/ X;dP) e converge.
Q A

Preuve 14 Soit € > 0, il existe N > k tel que pour tous o1, € T>N tels que

H/XgldIP’—/XTldIP’H <e
Q Q

Soient 0,7 € TSN, On définit o1 et 71 de la facon suivante :
Soit N1 > max(o,7) :

o: Q) — N 1:Q — N

w o o(w) = { w o 7(w) = {T’ st wed

Nl, st wgéA.

o, si weA
Nl, siwgéA.

Ona{oy < N}={o1 >N} =0€eF, et{alzn}:{a:n}ﬂAE}'n, pour tout N <n < Ny et
{o1 = N1} = A® € F, C Fn,, par suite o1 est un temps d’arrét. de méme on montre que T est un
temps d’arrét. Donc :

||/ XodIP’—/ X, dP| = ||/ Xgld]P’—/ X, dP| < e
A A Q Q

D’ou le résultat.

Théoréme 3.2.2: Vitali-Hahn-Saks

Soit fi,, une suites de mesures finies définies sur F a valeurs dans E. telle que lim p,,(A) = p(A)
n
existe pour tout A € F, alors p est une mesure.

Théoréme 3.2.3

Soit E un espace de Banach, (X,,, Fy)nen un amart a valeurs dans E, tel que

X* =sup | X, € L,
neN

donc :

w(A) =lim [ X, dP=lim [ X, dP
neN J 4 T€T J A

existe pour toute A € F, et la fonction p est une mesure absolument continue par rapport a p
et de variation finie.
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

Preuve 15 On sait que cette limite existe pour toute A € U € F, (D’aprés le lemme (3.2.1)).
neN

Soit A € F. Montrons que (/ XTdIP’> est une suite de Cauchy dans E.
A TeT

Soit € > 0, il existe 6 > 0 tel que (B € F, P(B) <) :>/ X*dP <e.
B

Soit Ag € U Fn, telle que P(AAAg) <, soit ng € N tel que Ag € Fp,.
neN

Done, pour o,7 € T>p, = H/ X dP —/ X dP|| <.
Ao Ay
On a pour tout T € T :

H/ XTd]P—/ XTdIPﬂg/ HXTHdIP’g/ X*dP < .
AO A() AAA() AAA()

On déduire que pour tous 0,7 € T>y,, on a :

||/ ngp—/ X.dP|| < 3e
A A

Par suite la famille (/ X;dP) cr converge pour toute A € F.
A

D’aprés le théoréme de Vitali-Hahn-Sacks p est une mesure. puisque ||u(A)| < / X*dP pour toute
A
A € F, donc p est de variation finie , et u < p.

Preuve 16 Théoréme (3.2.1) Comme dans le cas réel on va réduire le probléme de convergence des

amarts bornés dans L', a celui de la convergence d’amarts tel que sup || X,|| € L. Etant donné a>0,
neN
on pose || Xy, ||. On définit le temps d’arrét o de la fagon suivante :

c:Q — NU{+oo}

W o(w) = {mf{neN:”XMw)IIza},

00, SiTnon.
On note Y = sup || Xnaol|
n

Nous affirmons que / YdP < co. En effet : Soit A = {w [o(w) < c0}.
Q

x Sur A° Y <a.
x Sur A, il est clair que || Xpnoll — || Xo||-
D’apres le lemme de Fatou, et le fait que n A o est un temps d’arrét on a :

/ 1 X, | dIP’gliminf/ 1 X pno||dP
A noJA
ghminf/ X o || P
noJQ

< sup/ 1X,|dP = M < cc.
T€T JQ
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

D’apres le lemme maximale on a :
1
P({sup 1| = a}) < csup [ |1 X]dP.
n a T [9)

donc pour a assez grand, on a P({sup || X, || > a}), alors (Xprs) coincide avec (Xy), presque surement.
n

Sans perte de généralité on suppose que : sup || X,|| =Y € L'. On définie maintenant la suite des
n

mesures 4 valeurs dans E pr, 7 € T de la fagon suivant :
1 (A) = / X,dP, VA€ F.
A

D’aprés le théoréme (3.2.3) et le fait que E posséde la propriété de Radon-Nikodym, il existe X tel
que :

lim / X, dP = / X.odP, VA€ F. (3.1)
T JA A

Soit (zj :i=1,2,3,...) une suite dense dans la boule unité de E*.
Fizons i, en appliquant z; sur 16, on obtient :

lim / 25 (X, )dP = / 75 (Xo0)dP, VA € F. (3.2)
T JA A

D’aprés le théoréme 3.2 lim ), (X,,) existe presque surement et par 16, cette limite est x; (Xo) presque
n
surement, c-a-d limz; (X,) = z; (Xo) sauf dans un ensemble négligeable ;.
n
L’argument est vrai pour tout i, alors X,, converge faiblement vers X, sauf sur I’ensemble négligeable

.

D’ou le résultat.

Remarque 7 La convergence faible ne peut pas étre remplacer par la convergence forte, il suffit de
prendre 'exemple suivant.
Soit E un espace LP, ot (1 < p < ), et (ey) la base canonique, Soit X, une variable aléatoire définie

1 1
par, P(X1 =¢1) =1, P(Xo =¢;) = 5,2’ =2,3, et P(X3=¢;) = Z,i =4,5,6,7.

D’abord on a || Xy,|| = 1, pour tout n, et X,, n'est pas de Cauchy, alors elle diverge pour chaque point
(n=1)(1-p)
de Q, mais d’autre part on a ||/ XpdP||=2""» — 0, donc la famille (/ XTd]P’> — 0.
Q Q T
Dans la suite nous allons donner un théoréme qui peut étre considérer comme solution de la

question suivante, pour un espace de Banach E, est-il vrai que tout amart (X, )nen @ valeurs dans E

tel que Sup/ | X-|| < oo converge fortement presque surement si et seulement si E est de dimension
T JQ

finie. (voir [0]).

Pour simplifier nous allons supposer que, Q = [0,1[, F, la tribu de Borel et P la mesure de Lebesgue.

On commence par le lemme de Drovelzky-Rogers qui va étre trés utile dans la prewve du théoréme (voir

[19]).
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

Lemme 3.2.2

Soit E un espace de Banach de dimension infinie, soient Ay > 0, Ay > 0, ..., A,, > 0, alors il existe
un base e1, €9, ...,e, € E ou ||| =1, pour i = 1,2, .., n, Soit I un sous-ensemble de {1,2,...,n},

alors :
1S el <33 A2 (3.3)

el el

Maintenant nous énongons et prouvons le théoréme

Théoréme 3.2.4

Soit E un espace de Banach, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. E est de dimension finie.

2. Tout amart (X,),en & valeurs dans E. Tel que sup / | X-|| < oo converge fortement
T Jo

presque surement.

3. Tout amart (X, )nen a valeurs dans E. Tel que || X, (w)| < 1, pour tout n € N, et tout
w € ) converge fortement presque surement.

Preuve 17 1) = 2), Soit (u;)icf1,2,...r} un base de E. Alors pour tout n € N et w € Q0 :
r .
Xp(w) = Z:X,’l(w)uz
i=1

Pour 1 < j <7, (X)),en est un amart réel tel que sup/ |X7|dp < oo, donc d’aprés le théoréme 2.2
N Jo

(Xn)nen converge fortement presque surement.

2) = 3) évidente.

3) = 1) On suppose que E est de dimension infinie, nous allons construire un amart (X, )nen tel que
| Xn(w)|| = 1 pour tout n € N et w € Q, mais il ne converge pas fortement p.s.

Pour tout n > 1, soit {Agn)}, pour 1 <1 < 2", telles que

AE”)z[Z_l,Z{, 1<i<on
2n T 2n

1
On appliqgue maintenant le lemme?? sur )\Z(»n) = on pour 1 < i < 2", donc il existe des vecteurs

distincts (e;)icq1,2ny appartient a E, tel que 3.3 est vérifiée. On définit X, par :

271
i=1 '
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

Alors, il est clear que F,, = (X1, ..., X;,) est une algébre engendré par {Agn)} 1< <2™
On doit montrer que :
A€ Fn = lim X dP = 0. (3.4)
neN TeT
ce qui entraine que (Xp)nen est un amart.
soit A € Fn,, prenons T € T>n,, donc il existe un entier k tel que No < 7 < k, pour tout Ng < n <k,

on a:
{T:n}ﬂA:UAg-n):

JeI
: : (n)y,(n)
| xae=y | S e | = 3 Eaa)e
A n=Nop {r=n}na jel J n=Noy \j&€l
D’apres linégalité , pour tout Ng < n <k on a :
1
13- pA el < (Zp (47") )
jel jel
2
jeI

&

M\»—‘

’I’L

aé

IN

—~

=

SN—
3

on déduire :

[ X< 3 1Al

n=Ng j€I

g\/§<
n:NO(

Pour Ny largement suffisant 3.4 est prouvée.
Puisque || X, || = 1 pour tout n € N, et w € Q, donc

M=
NE
\3_/
IN
™

AcF= / X, dP — 0, (3.5)
A
On suppose que X, converge p.s vers Xo, d’apres le théoréme de convergence dominée
/XndIP’—> / Xoo, pour toute A€ F. (3.6)
A A

Puisque Xo est Foo-mesurable, donc Xoo = 0 p.s, ce contredit le fait que X,, converge car
| X0 (w)|| =1, pour tout n € N et w € Q, ce qui termine la prouve.

Remarque 8 De méme on peut prouver que pour tout espace de Banach E, la classe des amart a

valeurs dans E tel sup/ X,dP < 0o, et la classe des amart a valeurs dans E tel sup/ X dP < o0,
N JQ T JQ
coincide si et seulement si E est de dimension finie (Voir [0]).
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

Conclusion

Dans ce chapitre, apres avoir donné quelques définitions et résultats préliminaires, nous avons
donné le théoreme générale de convergence des amarts a valeurs vectorielles. Nous remarquons que la
convergence de ces derniers n’est pas réalisée en générale au sens de la topologie forte mais uniquement
au sens de la topologie faible. Donc le théoréme de Chatterji n’est pas vrai pour les amarts vectoriels.
L’objectif du chapitre suivant est de définir une nouvelle classe des amarts qui a la fois généralise la
notion des martingales et ou le théoreme de chatterji reste vrai.
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Chapitre 4

Les amarts uniformes

Le théoréme générale de la convergence des amarts a valeurs vectoriels, montre que tout amart
vectoriel borné dans L', converge faiblement presque surement. dans le chapitre précédent on a montré
que dans un espace de Banach de dimension infinie on peut trouver un amart vectoriel qu’est borné
dans L' mais il ne converge pas pour la norme de E. Dans ce chapitre nous allons définir une classe des
amarts vectoriels appelé les amarts uniformes pour laquelle la convergence forte est presque surement
assureé.

4.1 Notation, définition et préliminaires.

Dans cette section on va définir la notion d’amart uniforme, on donne d’abord la définition qui
est exprimée par Bellow dans [7], aprés on va donner une autre définition qui sera adapter durant ce
chapitre.

On suppose que F est un espace de Banach séparable, soit D C {z* € E* : ||2¥|| < 1} un ensemble
dénombrable.
Pour x € E, on a

ol = sup{| (", 2)] : 2* € B}

Soit E un espace de Banach. On note par Lg(£2, F) ’ensemble des fonctions g : Q — E, de la forme

n
g=> wila,
i=1

Ou les A; sont deux a deux disjoints pour ¢ =1, ...,n, et x; € E pour chaque i.
On écrit
LE(w,F)={g € Le(Q,F)||g(w)] <1,pour toutw € N}
Nous donnons d’abord la définition d’un amart uniforme.
Soit (Xp,, Fn)nen un amart a valeurs dans E, on note p,(A) = / X.dP, pour toute A € F, d’apres le
A
lemme3.2 la famille (u;)rer converge uniformément vers une limite notée p(A) dans E, pour chaque
Ae U Fn = U F-, c-a-d, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que 0 € T>p, = sup |[pe—pn(A)| <e
neN reT AeFs

Alors, lin%/ (g9, X;)dP = L(g), existe pour toute g € Lg«(12, Fn), alors nous donnons la définition
TE Q
neN

suivante(voir [7])
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4.1. NOTATION, DEFINITION ET PRELIMINAIRES.

Définition 4.1.1

Soient E un espace de Banach, et (X, F,)nen, une suite adaptée a valeurs dans F, on dit que

X, est un amart uniforme si la famille ( / X;dP) e, converge uniformément, c-a-d :
Q

Ve>0, IngeN:(c €T, c>ny)=  sup |/<g,XU)dP—L(g)\§e
geLL(VF,) /9

Remarque 9 La définition précédente peut étre donner de la facon suivante :
Ve>0, dngeN:(ceT, 0d>ng) = |pe — (pFs)| <e

La définition suivante sera adaptée dans la suite de ce chapitre [23].

Définition 4.1.2

Soit (X,,, F) une suite adaptée. On dit que X, est une amart uniforme, si

limsup sup / |E(X+|F5) — Xo||dP = 0.
oeT Teng Q

Exemple 2 1. Toute martingale est un amart uniforme.

2. Toute suite (X, Fn)n adaptée qui converge p.s, telle que (X, )oer est uniformément intégrable
est un amart uniforme. En effet :
Puisque (Xp)nen converge p.s, alors (Xs)ser est aussi converge vers Xoo € LlE.
Puisque (Xy)ger est uniformément intégrable, on a

lim/ [ Xo — Xool| dP.
Q

oET
Donc,
EEH}TZ{I:U [E(X7[Fy) — Xoll;, = 1}?}721%50 [E(X7 — Xo|Fo)ll;

<lim sup || X, — XUHl
ocT TETga

=0.

On peut conclure que toute suite (Xp)nen, telle que sup || X, || < oo, et telle que (Xp,)nen converge
n
p.s est un amart uniforme.

3. Toute quasi-martingale et un amart uniforme. En effet :
Soit € > 0, prenons ng € N tel que :

S /Q IE(Xns1|Fn) — Xn| dP < oo.

n=ng
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4.1. NOTATION, DEFINITION ET PRELIMINAIRES.

Soit o, T € TSy, avec T > o, alors :

max o max T

JIECGIE) ~ X lap < > >

k=min oj=min o {r=i}n{o=k

}HE(XJ"Fk) — Xkl dP. (1)

Ona{r=j}N{o=k} =0, sik>jetsik=yj, alors |E(X;|F}) — Xi| = 0.
Donc,
1= > , IE(X;| Fr) — Xl dP,
keo(q) AT=7tn{o=k}

JET(Y)
k<j

d’autre part, on a

E(X;|Fk) — X, = E(X; — Xi|Fy)

Puisque [|[E(:|Fg)|| <1, on a
J
CES I > E(X|Fp1) = Xyl P
k,j {r=j}n{o=k} p=k+1
k<j
max T

< > [ IECGIE-) - X P
p=min o+1 Q

<e.

Définition 4.1.3

Soient E un espace de Banach et (X,,, Fy,)nen, une suite adaptée a valeurs dans E, on dit que

X, est un potentielle uniforme si X,, est intégrable pour tout n € N et / | X+ ||dP — 0
Q

Remarque 10 : Si X, est un potentiel uniforme, alors lir% Xpn(w) =0 presque surement.
ne

Proposition 4.1.1

tout amart réel est un amart uniforme.

Preuve 18 Si p est une fonction additive définie sur F a valeurs réelles et borné”, est de variation
finie et (voir [15] lemme 5, p.97)

|12 < 2 sup [u(A)]
AcF

Donce, pour o € T>p, :
e = (ulFo) |l < sup |po(A) — p(A)] < 2¢
AeF,

D’ou le résultat.
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4.2. CONVERGENCE ET DECOMPOSITION DES AMARTS UNIFORMES

4.2 convergence et décomposition des amarts uniformes

Le théoréme suivante et n’est d’autre qu'une généralisation du théoréme de Chatterji qui est
énoncer dans le chapitre 1.(voir [7])

Théoréme 4.2.1

Soit EZ un espace de Banach, tel que E possede la propriété de Radon-Nikodym. Alors, tout
amart uniforme borné dans L' converge fortement p.s.

Preuve 19 La preuve est basée sur la définition d’amart uniforme et le corollaire 1.10 chapitre 5,

dans [25]

La propriété notée (B;) est satisfaite puisque pour toute A € U Fn, la famille (/ X d]P’) converge
n A TeT
en norme de E.

En effet :
Soit A € Fp,. Soient 1 € T> 5, 0 € T> py, alors :

| [ Xedp— [ Xpdp )=l [ BX, - Xo\F) @
A A A

< [ NEG - X,|7,) | dP,
Q

d’o1, </ X d]P’) converge par définition d’un amart uniforme.
Q TeT

Maintenant on donne la décomposition de Riesz pour les amarts uniformes, on vira qu’elle sera tres
utiles pour prouver les résultats (voir [7]).

Théoréme 4.2.2

Soit F un espace de Banach et soit (X, F)nen un amart uniforme, alors (X, 5y )nen admet
une décomposition unique
Xn=Y,+ Zna

ot (Y, Fn)nen est une martingale et (Z,, F,)nen est un potentiel uniforme.

Preuve 20 Soit m € N, alors (E(X,|Fy))nen est une suite de Cauchy dans L}, :
Soit n1,ny € N tels que no >ng >m :
I E(Xny [ Fm) = E(Xn, [ Fm) [l = [ E(Xny = Xno|Fm) |y
= || E(Xp, — E(Xny|Fny)) ”1
< H an - E(Xn2|"rn1) ||1

On pose Y, = lim E(X,|Fn).
n—-+o0o
On pose Z, = X,, — Y, pour tout n € N

/ lim sup || Z, || dP < lim sup sup / | E(X|Fo) — Xo || dP.
9] ceT 0

n—-+oo TGTE -
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4.2. CONVERGENCE ET DECOMPOSITION DES AMARTS UNIFORMES

D’ou, lim Z, =0 p.s.
n—4o0o
D’autre part, puisque Y, = lim E(X,|F,).
n—4o0o
Pour tout c €T, on a :

/ 1Y, — X, | dP= lim / | E(X,|Fy) — X, || dP,
Q n—+oo JO

alors, leléI%H Zy ||y =0.

On suppose que pour tout n € N :
Xn=Yo+Z,=Y' + 2,

ot (Y, )nen est une martingale et Clrler;} | Z. ||=o.

On a la martingale (Z, — Z))nen €gale a (Y, — Y, )nen converge vers 0 pour la norme | - ||; (car
| Z |, =0 et Z,, —0), par suite Z, = Z], presque surement et Y, =Y, presque surement pour tout
n € N, d’ou le résultat.

Le théoréme suivant peut étre considéré comme une version vectoriel du lemme 2 de [5].

Théoréme 4.2.3

Soit E un espace de Banach et soit (X,,, F,)neny un amart uniforme a valeurs dans E, borné
dans L'. Alors :

1. (X, Fn)nen est un amart de classe (B).

2. (|| Xn ||, Fn)nen est un amart uniforme.

Preuve 21 1. D’apres le théoréme de décomposition de Riesz, on a :

sup/ I X, | dIP’Ssup/ 1Y: | dIP’—i—sup/ | Z, || dP
T JQ TeT JQ €T JQ

TE

<sup [ Vol dPisup [ 20| d
neN JQ TeT JQ

Puisque (Yy, Fp)nen est une martingale. Comme (X, )nen est bornée dans L}E, alors

Sup/ | Y || dP < oo.
neN JQ
Soit n € N tel que

sup /HZTH dP < 1.
Q

TETZnO

Pour tout €T on a :

[hznae=[_zya+[ |z e
Q {r>no} {r<no}

no—1

<[ Nzia+ Y [z
{r>no} kgl Q
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4.2. CONVERGENCE ET DECOMPOSITION DES AMARTS UNIFORMES

On définit 7' comme suit :

70— N
, {T St T > Ny
w— 7T'(w) = )
ng St 7T <N
Il est clair que T € T p, et/ | Z; || dP :/ | Z- || dP.
B {r>no} {r=no}
Alors :
/ \\Z+rrdw>s./'r\z;fu aP
{r>no}
sup / | Zo || dP
ol >ng
< 00.
Donc

nog—1
sup/ 1 X, | dIP’<sup/ Y, | dIP’+1+Z/||ZkH dP
< 0.

2. En vertu du fait que :

lim/ 1 X, —Y, | d]P:hm/ | Z, || dP = 0.
ceT JO ceT JO

Le probléeme est réduit a (Y, Fp)nen- En effet :

/Q B Yz [ [Fo)= | Yo | =E(] X7 [| [Fo) = | Xo [ dPP

< /Q |E(H Y- || |‘F0) _E(H X7 H “FO') - (H Yo H o H Xo H)’ dP
< [ IBOY | = 1 X NED B+ [ X | = ) Ve | |2
< [ NYe =1 Xl @+ [ Yo | =1 X ] d?

g/ 1 X, — Y, | dIP>+/ 1Yy — X, || dP —s 0.
Q 9] T,0€T

On sait que (|| Yy |)nen est une sous-martingale, alors :

| B Yo 17— 1 Yo Il d = [ B 170~ 1 Yo 1) aP

= [uvelae= [ s ap.
Q Q

Comme (/ | Y- || dIP’) est croissante et bornée alors elle converge. Par suite :
Q TeT

LIE 1= 11 ae — 0
Q T,0€T

d’ou le résultat.
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Lemme 4.2.1

Soit (X, Fn) une suite des amarts uniformes. On considére la suite adaptée (X, Fn)neN,
vérifiant

lim sup/ | X' — X, || dP =0
Q

m—-+00 neN

alors, (X, Fn)nen est un amart uniforme.

Le théoréme suivant est déja énoncé pour les amarts réels dans le chapitre 2, nous donnons maintenant
ce théoréme pour les amarts uniformes (voir [7]).

Théoréme 4.2.4

Soient E un espace de Banach et (X, F,)nen, un amart uniform a valeurs dans E. Soit (7 )ken
une suite des temps d’arrét inclus dans T, on définit & par :

Sk =Fr, ={A e FIAN {1, =n} € F,,¥n € N}

Et Y, = X, pour k € N
Alors (Y5, Sn)nen est un amart uniforme, et si (X,,)nen est borné dans L', alors (Yo )nen est
aussi borné dans L'.

Preuve 22 Soitk e N. On a :
XTk = YTk + ZTk7

alors, pour tout m € N, on a :

XTk = YTk + ZTka + ZTk/\m - Zm;

ZTk = L1 Am + Z‘rk\/m - Zm
On sait que :
lim sup / | Zrvm — Zm || dP = 0.
Q

m—r+00 kEN
Pour tout m € N, (X7 am, Fr,)ken est une amart uniforme. Puisque elle est majorée par
sup || Zi ||€ Lk, alors elle converge p.s vers Zram, 0l Too = lim 7.
ke{l,-,m} k—+o0

(Y., Fro Jken est une martingale, puis (Ty)ken est croissante, alors elle est un amart uniforme.
D’aprés le lemme précédent, on a (Y, Tk)ken est un amart uniforme.

Si (Xp)nen est bornée dans LY, alors (X, Fy)nen est de classe (B), par conséquent la suite (Yy)nen
est bornée dans L.

Corollaire 4.2.1

Soient E un espace de Banach et (X,,, 7y, )nen, un amart uniforme a valeurs dans F. les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. si (Xp)nen est borné dans L', alors elle converge fortement presque surement.

2. L’espace F admet la propriété de Radon-Nikodym.

. 7
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4.2. CONVERGENCE ET DECOMPOSITION DES AMARTS UNIFORMES

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini une nouvelle classe d’amarts a savoir ; les amarts uniformes.
Ces nouveaux processus généralisent bien les martingales et les quasi-martingales mais également
possedent des propriétés plus importantes que les amarts. un amart uniforme & valeurs vectorielles et
borné dans L' converge fortement presque surement. La décomposition de Riez a été I'une des clés
dans la démonstration de plusieurs propriétés et résultats de ce chapitre.
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Chapitre 5

Les multi-mesures et théoreme de
Radon-Nikodym

Durant ce chapitre, Soit (€2, F) un espace mesurable. Soit £ un espace de Banach, E* est le dual
de E, et 2F est la famille de toutes les parties non vides de E. Soit X € 2, On note par ¢l X (resp
coX) la fermeture de X (resp l'enveloppe convexe fermé de X), et on définit || X || par :

X1 = sup |||
zeX

Soient X,Y € 2¥ deux fermés, soit & (X,Y) est la distance de Hausdorff de X et Y, c-a-d,

0(X,Y) = maaz{sgg d(z,Y), sgp d(y, X)} (5.1)

5.1 Les multi-mesures

Soit M : F — 2F une fonctlon multlvoque on dit que M est additive par rapport a une partition

dénombrable {A, }nen, si M U Ap) Z M (A,). Pour {X,} dans, 2&, ZX est définie par :

n=1 i=1
o0 [e.e]
Z Xp={z€eFE:zx= Z zn}, (incoditionnellement convergente), x, € X,, n > 1}
n=1 n=1

Définition 5.1.1

Soit M : F — 2F une fonction multivoque. On dit que M est une multi-mesure si elle est
additive pour toute partition dénombrable dans F, et M (@) = {0}.

Soit A € F, on note par = I’ensemble de toutes les partitions mesurables finie de A. La variation
de M est définie par :

MI(4) = sup 3 [M(A
z}€~1 1
Remarque 11 1. Soit M une multi-mesure additive par rapport a toute partition mesurable dé-

nombrable et bornée alors M (&) = {0}.
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o0
2. 8t M est de variation bornée, alors an est absolument convergente, pour tout x, € M(A,),
=1
ot {A,} est une famille dans F deuzr o deux disjoints

Nous commencons d’abord par la proposition suivante (voir [3]).

Proposition 5.1.1

Soit M : F :— 2F une multi-mesure alors |M| est une mesure positive sur F.

Définition 5.1.2

Soient A € F, et M : F :— 2F une multi-mesure, on dit que A est un atome de M si et
seulement si, M (A4) # {0}, et M(B) = {0} ou M(A\B) = {0}, pour tout B C A, et B € F.
Une multi-mesure est dite sans atome si elle n’admet pas d’atomes.

.

Remarque 12 1] est clair que A est un atome par rapport a M si et seulement si A est un atome
par rapport a |M]|.

On donne le théoréeme suivant (voir [28])

Théoréme 5.1.1

On suppose que E posséde la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F — 2F, une multi-mesure
sans atome de variation bornée. Alors pour tout A € F, cIM(A) est convexe.

Remarque 13 Sous les hypothéses du théoréme5.1 | | M(A) est conveze (voir théoréme 4.4 [3])
AeF

Soit M : F — 2F une multi-mesure, en générale une fonction multivoque obtenue en prenant clM (A)
(ou coM(A)), n’est pas toujours une multi-mesure (voir exemple 1.4 [28]). Le théoréme suivant donne
les conditions ol on a le cas (voir [28]).

Théoréme 5.1.2

Soit M : F — 2F une multi-mesure de variation bornée, telle que M (Q), est relativement
faiblement compacte. Soient A € F, et M(A), (resp coM (A)) la fermeture faible (resp I’envolope
convexe fermé de M (A)). Alors M et coM, sont des multi-mesures sur F, et |M|(A) = |M|(A) =
|coM |(A) pour tout A € F.

Preuve 23 On montre facilement que @oM est une multi-mesure. La preuve pour M sera identique.
Soit A € F.
Comme M(Q2) = M(A)+ M(Q\A), il s’en suit que M(A) est relativement faiblement compacte. Ainsi
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coM (A) est faiblement compact (voir page 434 [25]).
Soit (Ap)nen une famille dans F deuzx & deuz disjointe. Alors on a :

M(@An>:§<M<An>>+M( ¥ )

n=1 n=1 n=k+1
Donc :
00 k
oM (] An) = ZFM(A —i—coM( U 4 )
n=1 n=1 n=k+1

[e.9]
Puisque M est de variation bornée, alors coM A | et Z coM (Ay) sont faiblement com-
n= k+1 n=k+1
pactes.

D’apreés le Lemme 3 [/2], on a :

5<coM<Ej An>,§j1coM( )— (Zij +coM( U A) > eoM(A,) + i coM(An))

n=1 n=k+1 n=1 n=k+1

(coM( U A) i coM (Ay)

n=k+1 n=k+1

<|| CoM( U An) |+ Y coM(4,) |
n=k+1 n=k+1

<2 Z |M|(A

n=k+1

n=1

oo oo
Par suite coM (U An> = Z@M(An). Il est clair que |M| = |M| = |[eoM]|, sur F.

5.2 Sélections des multi-mesures

Soit M : F — 2P, une multi-mesure. On dit qu'une mesure m : F — E est une sélection de M, si
m(A) € M(A), pour toute A € F, et m est dite sélection généralisée de M si, m(A) € cIM(A), pour
toute A € F
Rappelons d’abord la définition d’un point exposé, et d’'un point fortement exposé.

Un point z € K ou K C E est dit point exposé s’il existe z* € E*, telle que (z*,z) > (z*,y), pour
tout y € K\{z} et fortement exposé s’il est exposé et on a de plus la propriété que {z,} C K et
(Tp,x™) = (z*, x), alors ||z, — x| — 0.

Pour étudier l'existence d’une sélection (généralisée), on donne les deux propositions suivantes (voir

[28])-

Proposition 5.2.1

Soit M : F — 2F, une multi-mesure de variation bornée. Si z est un point exposé de M(Q),
alors il existe une sélection m de M telle que m(Q2) = x.
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Preuve 24 Soit z* € E* tel que (x*,z) > (x,y) pour tout y € M(Q)\{x}.
Soit A € F, comme M(Q2) = M(A) + M(Q\A). On pose x = u+ v avec u € M(A) et v € M(Q\A).
On a :

@ 2) % sup (@)

yeM(Q)
= sup (z%,y)+ sup (2%,y).
yeM(A) yeEM(Q\)

Alors : (z*,u) > (z*,y), pour tout y € M(A)\{u}.

Par suite pour tout A € F, il existe une partie m(A) € M(A) qu’est exposée par x*(m(A) = u).
Montrons que m est une mesure a valeurs dans E.

Soit (Ap)nen une famille dans F deux d deux disjoints. Comme M est de variation bornée, alors
o0

Zm(An) est absolument convergente vers un élément de M(A), et :
n=1

(@*,> m(An)) = > (z*,m(An))
n=1 n=1
- ;yei}ﬁn) @)

= sup (2hy)
yEM( U An>

neN

= (%, m (U An> ).
neN

Proposition 5.2.2

Soit M : F — 2% une multi-mesure de variation bornée. Si z est un point fortement exposé de
M(Q), alors elle existe une sélection généralisée m de M telle que m(Q2) = x.

Dans le théoreme 4 [2], il a été prouvé que toute partie convexe faiblement compacte d’un espace
de Banach, est I’enveloppe convexe fermée de ses points exposés. D’autre part il été prouvé dans le
corollaire 7 dans [13], que toute parties convexe faiblement compacte, est 'enveloppe convexe de ses
points fortement d’exposés. Alors on donne le théoréme suivante (voir [28]).

Théoréme 5.2.1

Soit M : F — 2F une multi-mesure de variation bornée. Telle que M(Q') est relativement
faiblement compacte, ott ' est la partie sans atome de |M|. Alors pour tout A € F,et z € M(A),
elle existe une sélection généralisée m de M telle que m(A) = x.
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Corollaire 5.2.1

Soit M : F — 2% une multi-mesure de variation bornée. Si M (Q) est relativement faiblement
compacte, alors ﬂ , est relativement faiblement compacte. De plus, si E posséde la propriété
AeF
de Radon-Nikodym, et M () est relativement compacte, alors ﬂ est relativement compacte.
AeF

La caractérisation suivante de la propriété de Radon-Nikodym est donnée par Phelps téoreme 9
dans [11], un espace de Banach E, posséde la propriété de Radon-Nikodym, si et seulement si toute
partie fermée bornée de F, est ’enveloppe convexe fermé de ses pointes fortement exposées. En utilisant
¢a et la proposition 5.2, on aura le théoreme suivante (Voir [25]).

Théoréme 5.2.2

On suppose que E posséde la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F :— 2F une multi-
mesure de variation bornée. Alors pour tout A € F, x € M(A)et € > 0, il existe une sélection
généralisée m de M telle que |[m(A) — x| <e.

5.3 Les multifonctions mesurables
Soit LY(Q, F, u, E) = LY(Q, E), 'espace de Banach des fonctions (des classe équivalence) f : Q — E,

qui sont Bochner intégrables, ou || f||1 = / IIf (w)||dp.
Q

Soit F': Q — 2% une fonction multivoque, le graph de F' est I'ensemble G(F) = {(w,z) € Ax E : x €
F(w)}. Soit X C E, I'image inverse de X par F' est I'ensemble définie par

FI(X)={weQ: Flw)nX # a}.

Nous commencons par définir la mesurabilité d’une multifonction (voir[29])

Définition 5.3.1

Soit F : Q — 2P, une fonction multivoque, on dit que F est mesurable (resp faiblement
mesurable) si F~1(X) est mesurable pour toute partie X fermée (resp ouvert) de E.

On donne la proposition suivante (voir [29]).
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Proposition 5.3.1

Soit F : Q — 2F une fonction multivoque telle que F (w) est fermé non vide pour toute w € €,
on considére les assertions suivantes.

1. F est mesurable

2. F est faiblement mesurable

3. pour toute x € E, la fonction w — d(z, F(w)) est mesurable
4

. Elle existe une suite {f,}nen des fonctions mesurable f, : @ — E, telle que F(w) =
cl{{fn}} pour toute w € Q

5. Le graphe de F est F ® Bg-mesurable, ou Bg est la tribu de Borel de E.
Alors les implications suivantes sont vraies

1=2&<3<4=5

Remarque 14 Si (2, F, u) est complet, alors les conditions 1,2,3,4,5 sont équivalentes (voir [29]).

Maintenant on va définir I'intégrale d’une fonction multivoque. On not par M[Q, E] la famille des
fonction multivoque F : Q — 2F. telle que F est faiblement mesurable et & valeurs fermées non vides

(voir[29]).

Définition 5.3.2

Soit F' € M[Q, E], on définit I’ensemble suivant
Sk={fe LYV E): f(w) € F(w),ps}.

qui est un fermé de L'(Q, E). L’intégrale de F est donné par

[ pau={[ sau:s e st}

Ou / fdu est U'intégrale de Bochner de f.
Q

Pour A € F, / Fdu est 'intégrale de la restriction de F' sur A, c-a-d
A

[ rau={ [ sau:resy,}

On note par £'[Q, F, u, E] = £, E], Pensemble des fonctions F' € M[Q, E], telle que

L 1Fw)an < oo,
Q

et deux fonction Fy, Fy € £1[Q, F] sont dite identique si, F} (w) = Fy(w) presque surement.
On note par LL[Q, F, u, E] = L£LL[Q, E], espace des fonctions qui appartenant a £'[Q, E], & valeurs
convexes. Bt par LL.[Q, F,u, E] = LL[Q, E], Pespace des fonctions qui appartenant a £'[Q, E], &
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valeurs compactes et convexes. Ces espaces sont des espaces métrique complet, munis de la distance
définie par :

A(F, ) :/Q(S(Fl(w),Fg(w))du

Ou 4, est la distance de Hausdorff définie par 5.2 est la fonctions w :— §(Fi(w), Fo(w)) est mesurable.
Alors, ces espaces sont des généralisations naturelles des espaces LI(Q, E).
On donne les théoremes suivant concernant I'intégrale d’une fonction multivoque (voir [29]).

Théoréme 5.3.1

Soit F € £, E], / Fdy vérifie les propriétés suivantes :
Q
1. 5(01/ Fld,u,cl/ Fodp) < A(Fy, Fy), pour tous Fy, Fy € £'[Q, E]
Q Q
2. cl/ (F1+Fy)dp = cl </ Fld,u—{—/ ngu) ,pour tous Fy, Fy € £1[Q, E]
Q Q Q

3. cl/ coFdu = c_o/ Fdpy, pour tous Fy, Fy € L[, E]
Q Q

Théoréme 5.3.2

Si (2, F, p) est sans atome et F' € L], E], alors cl/ Fdyu est convexe.
Q

En basant sur les théoremes 5.3 et 5.3 on donne le corollaire suivante (voir [29]).

Corollaire 5.3.1: S

(Q, F, p) est sans atome et F' € L[Q, E], alors

cl/ Fd,u:cl/ coFdu
Q Q

Soit F' € L[S, E] on suppose que E* est séparable alors une fonction f € Ll(Q,E) est dans
S' — F si et seulement si / fdu € cl/ Fdy pour tout A € F.
A A

Maintenant nous donnons plusieurs résultats qu’ils sont utiles dans la suite.
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Proposition 5.3.2

1. Soient Fi, F» € M[Q, E], si 811’1 = S};Q # @, alors F(w) = F»(w), presque surement.(voir
corollaire [29]).

2. Soit F € M[Q, E], et soit {f,} une suite dans S} telle que F(w) = cl{f,(w)}, pour tout

w € Q. Alors pour toute f € Sk, et € > 0, elle existe une mesurable finie {A;, A, ..., Ay}
k

de Q telle que || f — Z 14, fnlli < € (voir lemme 1.3 [29])

n=1

3. Soit F € M[Q, E], si Sk # @, alors on a 1’égalité suivante

JIF@)ld = sup (1711
Q fest,

Par suite F' € £'[Q, E], si seulement si S} est non vide F est bornée dans L' (€, E). (Voir
théoreme 3.2 [29])

4. Soit F € LYQ, E], et (coF)(w) = coF(w) pour toute w € Q. Alors coF € L1[Q, F], et
c_o/ Fdu = cl/ coFdu pour toute A € F (Voir théorémes 1.5 et 4.1 [29] )
A A

5.4 Théoreme de Radon-Nikodym

Soit F' € £'[Q, F], notons que M : F — 2% définie par M(A) = / Fdy est une multi-mesures.
A

Soit M : F — 2F une multi-mesure, et soit F € MI[Q, E]. On dit que F est une dérivation de
Radon-Nikodym de M par rapport a pu si :

M(A) = / Fdpu, pour tout A € F (5.2)
A
Et on dit que F' est une dérivation généralisée de Radon-Nikodym, si :

cM(A) = cl/ Fdpu, pour tout A € F (5.3)
A

Proposition 5.4.1

Soit F' € M|, E] une dérivation généralisée de Radon-Nikodym d’une multi-mesure M : F —
2F alors [M|(A) = / |F'(w)|dp, pour tout A € F, et M est de variation bornée si et seulement
A

si F est bornée dans L.

Preuve 25 I suffit de prouver I’égalité pour A = Q.
Soit {Ai}ieq1,2,..ny €3, 0u S est l'ensemble de toutes les partitions finies mesurables de (2.
Pour chaque x; € M(A;), 1 < i <mn, et pour e >0, d’aprés 5.3, on peut choisir f; € S};|A, tel que

FST Fes 48 Abbou Lahcen



5.4. THEOREME DE RADON-NIKODYM

|| —/ fidu|| < © . Alors on a :
A; n
Sl <30 [ Ifi)ldnte < [ IF@)du+ e
i=1 i=1 /A Q

ce qui montre que Y M| < [ 1FG@)duet |MI@) < [ @)
Pt Q Q
Inversement, si f € S}l;, alors :

171 =sup D21 [ fdull < sup - 10M(A)] = 1))
i=1 g i=1

I S

Comme/ |F(w)||dp = sup ||fll1, i s’en suit que/ | F(w)||dp < |M|(Q2). D’ot le résultat.
Q fest, Q

Une multi-mesure M : F — 2 est dite continue par rapport a y, si u(A) = 0 implique que M(A) = 0.
Il est clair que M est continue par rapport a p si et seulement si |M| 'est aussi.
Le théoréeme suivant donne l'existence d’une dérivation généralisée de Radon-Nikodym (voir [28]).

Théoréme 5.4.1

On suppose que E possede la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F — 2F une multi-
mesure continue par rapport a p et de variation bornée. Alors M admet une dérivation de
Radon-Nikodym, appartenant & El[Q, E].

Preuve 26 Prenons une collection {B;}icn, des atomes deuz d deux disjoints de p tel que U B; est

€N
IM(B;
la partie atomique de p, on définit F : U B; — 2 par F(w) = C(é;), pour w € B;. Alors, puisque
; p{Dq
1€N
les B; sont des atomes de M, on peut observer que clM(A) = cl/ Fdu, pour tout Ae F, A C U B;.
A

€N
Par suite sans perte de généralité, on peut supposer que p est sans atome. Puisque |M| est continue
par rapport ¢ p, |M| est sans atome, donc M est aussi sans atome. D’aprés le théoréme 5.1 cIM(A)
est convexe pour toute A € F. Puisque E est séparable, d’aprés le théoréeme 5.2, elle existe une suite
{m;}jen des sections généralisés de M, tel que clM () = cl{m;(£2)}.
Pour chaque j > 1, puisque m; est de variation bornée, et continue par rapport da p, on peut choisir

fi € LY, E), tel que m;(A) = / fidu, pour toute A € F. Prenons l’ensemble dénombrable suivant :
A

n n
UZ{g:g:ZOéjfj, aj 2 0, Zaj:lﬂnzl}
J=1 J=1

Et on définit F € M[Q, E], par :

F(w) =cl{g(w): g € U} = co{fj(w)}, we Q.
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On doit montrer que F est une dérivation généralisée de Radon-Nikodym de M.
1l est clair que,

AM(Q) = cl{m;()} C d /Q Fdp (5.4)

Soient f € Sk et € > 0, on peut choisir une partition finie mesurable {Ay, A, ..., Ay} de Q, et des
fonctions g1, g2, .., g1 € U, tel que :

k
If = 1a,gill <e

i=1

n n
Soitn € N, pour 1 <i <k, on prend, g; = Zaijfj, ot ;> 1 et ZO‘U =1, alors on a :
) j=1

k kK k
I ] fan=3 3 ountan ) =1l [, (f— Zmim) l < e

i=1j=1 =1

Et
k

k k
S aiu(Ain A) € Y cdM(AN Ay C dM(A), Ac F.

i=1j=1 i=1
Par conséquence, cl/ Fdu C cdM(A), pour toute A € F.
A

Supposons que cIM(A) est différant de cl/ Fdu pour certaines A € F. Alors puisque cl/ Fdu est
A A

conveze, d’apres le théoréme de séparation il existe x* € E*, tel que :

sup (z",x) > sup (z%,z)
xEM(A) a:GfA Fdy,

Donec On a :

sup (z*,x)= sup (z",z)+ sup (z%, )
€M (Q) zEM(A) zeM(Q\A)

> sup (z",z)+ sup (z",z)
e [, Fdu :JcEfQ\A Fdu

= sup (z%,x)
:L‘Efﬂ Fdu

Ce qui contredit 5.4, d’ou le résultat. et F' € £1[Q,E] vient de la propositiond. 4.

Corollaire 5.4.1

On suppose que E posséde la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F — 2 une multi-

mesure, de variation bornée. Alors il existe une multi-mesure, M’ : F — 27, tel que M’ est &
valeurs convexe et coM (A) = cIM'(A), pour tout A € F.
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Preuve 27 D’apres le théoremeb.4 M admet une dérivation généralisée de Radon-Nikodym F €
LI, E] et,

coM(A) :cfo/ Fd,u:cl/ coFdu, AeF
A A

On définit M'(A) = / coFdu, pour tout A € F.
A

Dans le théoreme suivant on va ajouter d’autre conditions assurant l’existence d’une dérivation de
Radon-Nikodym, pour une multi-mesure M (voir[28]).

Théoréme 5.4.2

On suppose que E possede la propriété de Radon-Nikodym, et Ex est séparable. Soit M : F —
2 une multi-mesure de variation bornée et continue par rapport & 1, et a valeurs faiblement
compactes. Alors M admet une dérivation de Radon-Nikodym appartenant a £1[Q, E]

Le théoreme suivant montre que la dérivation généralisée de Radon-Nikodym d’une multi-mesure
peut étre déterminée par une suite de dérivation de Radon-Nikodym des mesures a valeurs réelles. (voir

[28])

Théoréme 5.4.3

On suppose que E possede la propriété de Radon-Nikodym, et E* est séparable. Soit M : F —
2F une multi-mesure continue par rapport & g et de variation bornée. Si (Q, F, 1) est sans
atome elle existe une et une seule F' € L[Q, F] telle que F est une dérivation généralisée de
Radon-Nikodym de M. Si {z, } une suite dense dans E*, alors

~ o o don
F(w) = nol {a; €EE:(z,z}) < d,u(w)} , p.S.
. don e : o
Ou W est la dérivation de Radon-Nikodym de la mesure définie par
dn(A) = sup (z* x), AeF

€M (A)

\.

Remarque 15 Soit M : F — 2% une multi-mesure continue par rapport d W, de variation bornée.
Notons que la dérivation de Radon-Nikodym de M peut étre donnée d’une maniére unique sur la partie
atomique de u. Le théoréme précédent entraine que si E* est séparable, alors la dérivation généralisée
de Radon-Nikodym de M est unique, sous la condition que M est a valeurs conveze sur la partie sans
atome de .

5.5 Les espérances conditionnelles, et martingales multivoques

Dans cette section, nous traiterons les espérances conditionnelles et les martingales dans le cas
multivoque.
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5.5. LES ESPERANCES CONDITIONNELLES, ET MARTINGALES
MULTIVOQUES

5.5.1 L’espérance conditionnelle multivoque

Nous commencons par définir I’espérance conditionnelle et donner des résultats élémentaires concer-
nant cet opérateur. On donne la proposition suivante montrons l’existence de ’espérance conditionnelle

(voir [28]).

Proposition 5.5.1

Soit K une sous tribu de F et F' € LL.[Q, E]. Alors il existe un unique E(F|F) € LL.[Q, F, u, F],
tel que

/A E(F|K)dy = /A o (5.5)

L’élément E(F|K) est appelé l'espérance conditionnelle de F' par rapport a K.
On donne maintenant des propriétés sans preuve, qui généralisent le cas réel et vectoriel (voir [29]).

Théoréme 5.5.1

Soit F € L1[Q, E] , E(F|K) vérifie les propriétés suivantes :
1. A(E(F1|K),E(Fy|K) < A(Fy, F»), pour tous Fi, Fy € L1[Q, E.
2. E(B+F|K) = E(F|K)+E(F|K).
3. E(AF|K) = AE(F|K) pour tout F € LL[Q, E] et A € L>®(Q, F, u).
4. E(coF|K) = coE(F|F) pour tout F € L1[Q, E].

Théoréme 5.5.2

1. Soient F € LLQ, K, u, E] et X € L°(Q,R). Alors E(AF|K) = E(AK)F, en particulier
E(F|K) = F.

2. Soient 1 € K C F et F € LL[Q, E), alors E(E(F|K)|K1) = E(E(F|K)|K1)

5.5.2 Les martingales multivoques

Soient T" un ensemble ordonné et (K.)rcn une filtration. La suite (Fr, K. )rer est dite martingale
si F € LL[Q, Ky, p, B, et Fy, = E(F,,|K,,) pour tout 7 < 7.

Théoréme 5.5.3

Soit (F},, Fp)n>1 une martingale multivoque tel que Fy, = E(F|F,), pourn > let F € LL.[Q, E].
Alors :
A(Fy,, Fn) — 0 p.s

Et
S(Fn(w), Foo(w)) = 0 p.s

ol Fao = E(F, Foo).
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5.5. LES ESPERANCES CONDITIONNELLES, ET MARTINGALES
MULTIVOQUES

Théoréme 5.5.4

Soit (Fy, Fr)rer une martingale multivoque dans £!, [Q, E] alors A(F;, Fs) — 0, pour F, €
Ll [Q, E], si et seulement si :

1. sup/ | E(w)|| dp < o0.
Q

2. Pour tout € > 0, il existe une partie C' compact et convexe tel que pour 8 > 0, il existe
10 € T et Ag € Fr, avec u(2(Ap)) < €, tel que :

/A Frdp.Cu(A).c+ pU

ou U est la boule unité de E et A C Aj.

Conclusion

Ce chapitre a été a la fois une introduction et résultats préliminaires du dernier chapitre, et
également des nouvelles notions généralisant les variables aléatoires vectorielles. Ici, Nous avons défini
la notion de mesurabilité et intégrabilité des fonctions a valeurs dans ’ensemble des parties fermées
non vides d’'un espace vectoriel. Cette partie présente également le théoréme de Radon-Nikodym
multivoque qui nous assure sous certaines conditions qu’une multi-mesure peut s’écrire sous forme
d’intégrale d’une fonction multivoque. Ce résultat est utilisé dans le dernier chapitre qui est réservé a
la convergence des amarts multivoques.
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Chapitre 6

Application des théoremes de
Radon-Nikodym a la convergence des
L'~ amarts.

Soient (£2, F,P) un espace de probabilité, et I une sous-tribu de F, et E un espace de Banach réel
séparable. Soit X : Q) — E.
On consideére les classes suivantes

K ={X C E: X est fermée bornée non vide}
K.={X € K: X est convexe}
K. ={X € K. : Xest compacte}

En vertu de la norme de Pettis, nous présentons la distance Pettis, définie pour deux éléments X,Y €
LHQ, E], comme suit

Ay(X,Y) = sup /Q|5*(a:*,X(w))—5*(x*,Y(w))|d]P’

z*eU0

Ot pour X un fermé non vide et convexe, et z* € U°, §*(z*, X) = sup{(z*,z),2 € X}.
On commence par la propriété suivante

Propriété 6.0.1

Soit X,Y € L1, E], et X1,Y; € LL[Q, K, P, E], alors :
1. Au(X,Y) < A(X,Y)
2. Ay(E(XIK),E(Y|K) < Ay(X,Y)
3. sup 5(0[/ deIP’,cl/ YldIF’) < Ap(X1,Y1) <2 sup 5<cl/ X1dP, cl/ YldIP’)
Ae\/Fn A A Ae\/J-‘

n

o4



6.1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM POUR LES ¥-MULTI-MESURES

6.1 Le théoréme de Radon-Nikodym pour les Y-multi-mesures

L’objectif de cette section est de prouver le théoréme de Radon-Nikodym pour une Y-multi-mesure.
Soit M : F — 27 on dit que M est une Y-multi-mesure, si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

1. M(w) = {0}.

2. M U A, = Z M(A,), pour toute suite (Ap)neny € & de F deux a deux disjoints, ou &
neN* neN*
est ’ensemble de toutes les partitions mesurable finie de ).

Oou Z, est définie comme suit.
Soit { X, }nen C K,

1. pour chaque k, Z Xy = X1+ Xo+.. X, = (X7 + Xo + ... + Xp).
1<n<k

2. 3 X, K.
neN*

3. 1im o( Y X 3 X,) =0,
koo W%k nent

En vertu du théoreme (5.1.3)[28], on donne la proposition suivante(voir [10]).

Proposition 6.1.1

Soit M : F — 2%, une fonction multivoque, alors

1. Si M est une multi-mesure de variation bornée, alors cIM et coM, sont des Y-multi-
mesure, avec

IM|(A) = |clM|(A) = |coM|(A), VAeF

2. Si M est une multi-mesure de variation bornée, avec M () est relativement faiblement
compacte, alors M est Y-multi-mesure avec

|M](A) = |M|(4).

3. Si M(A) est faiblement compacte pour toute A € F, alors M est une mult-mesure de
variation bornée si et seulement si M est une Y-multi-mesure de variation bornée.

Soit M : Q — 2F on dit que M satisfait la condition de Uhl, si pour € > 0, il existe une partie C
compact convexe non vide de E, telle que pour tout § > 0 on peut choisir A5 € F, avec P(As5) > 1 —¢
et telle que pour tout A € F, si A C Aj alors M(A) C P(A)C + dU ou U est la boule unité de E.
Maintenant on va énoncer et prouver le théoréme de Radon-Nikodym pour une Y-multi-mesure, qui
n’est autre que la version multivoque du théoréme de Radon-Nikodym donnée par Uhl dans [14] (voir

[40])-
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6.1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM POUR LES ¥-MULTI-MESURES

Théoréme 6.1.1

Soit M : Q — K., une S-multi-mesure. Alors M admet une dérivation de Radon-Nikodym
appartenant & L£..[Q, E] si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites.

1. M est continue par rapport a P.
2. M est de variation bornée.
3. M satisfait la condition de Uhl.

\.

Preuve 28 Soit M : Q — K., une Y-multi-mesure.
Supposons que M admet une dérivation de Radon-Nikodym. Prenons X € £iC[Q,E], on a

M(A):/Xd]P’ AcF
A

D’apres corollaire 5.4 de [28], M(A) € K., pour tout A € F. En vertu de 3 proposition précédente,
M est une multi-mesure. Donc le théoréeme 5.2 de [28] implique que M satisfait les conditions 1,2 et
3. Réciproquement, on suppose que les conditions 1,2 et 3 sont satisfaites. On doit montrer que M
satisfait la condition (iii) des théoreme 5.2 de [28]. Soit € > 0, soit C' une partie de F, fermée convexe
et compacte, qui est satisfait la condition de Uhl. Donc, on peut choisir une suite A, dans F, avec
P(A,)>1—¢ (n>1)et

M(A) C P(A)C +n2U n>1,AcF, et ACA,)
On pose
(e} (o)
A, =limsup A, = ﬂ U Ap,.

n=1m=n

o
Alors, il est clair que A, € F, avec P(A.) > 1—e. Soit A € F avec A C A, ona A C U Am, (n > 1).
m=n

Alors, on fixe n € N, on définit
Sn = Ap;
Sn-l—l = An+1\An ;

n+k
Sn+k+1 = An+k+1\ U An.
m=n

Il est clair que {Sy, }m>n est une famille disjointe et

o0 oo
Ac |J An= U Sm-
m=n m=n
Par conséquent,

M(A)= 3" M(ANS,,)

m>n

c 3 (P(AN S,)C +m2U)

m>n

=P(A)C + <§: m2> U.
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6.2. CARACTERISATION DES £!'-AMARTS MULTIVOQUES.

1
Par suite M(A) C P(A)C. On pose €, = —, pour n > 1. prenons deux ensemble C), et A,, pour chaque
n

€, Alors

M(Q) = M(An) + M (A7)

Ce qui implique
d(M(Ay), M () < |M|(A;,) — 0, 8t n — 00
Par conséquent, M (2) est un fermé convexe et compacte de E, alors pour chaque A € K. La mesure

M satisfaite les conditions i),4i) et 4i7) du théoreme 5.2 dans [28]. Donc M admet une dérivation de
Radon-Nikodym appartient & £..[Q, E] ce qui termine la preuve.

Corollaire 6.1.1

Soient X € Ei Q,E],et M : F — 2F une fonction multivoque & valeurs fermée convexe, définie
par M(A) = / XdP, alors M est une ¥-multi-mesure avec |M|(A) = / | X||dP. X € LL[Q, E]
A

A
si et seulement si M satisfait la condition de Uhl.

6.2 Caractérisation des £'-amarts multivoques.

Durant cette section on fixe une filtration (F,)n>1, définie sur F avec F,, T F. Soit (X,)n>1 une
suite des fonctions multivoques. On dit que (X,,, Fp,)n>1 est adaptée si X, est faiblement F,,-mesurable
pour tout n > 1.

Définition 6.2.1

On dit que (X,)n>1 est un L'-amart si

lim A(X,,E(X,|Fn) =0 (6.1)
m>n—00
ce qui équivalent a
Ve > 0,3ng,Ym >n>ng A(Xp, E(Xn|Fn)) <€ (6.2)

Définition 6.2.2

Soit (X, Fn)n>1, une suite adaptée, on dit que X,, est un amart uniforme si

lim A(Xy,E(X:|F,) =0
T>0€T

Alors d’aprés 6.1 tout amart uniforme est un £'-amart.
Le résultat suivant donne une caractérisation des £'-amarts.

FST Fes 57 Abbou Lahcen



6.2. CARACTERISATION DES £!'-AMARTS MULTIVOQUES.

Théoréme 6.2.1

Une suite (X,,)p>1 est un L' amart si et seulement si il existe une unique martingale (Mp,)n>1
dans LL[Q, F], telle que
lim A(X,,,M,)=0 (6.3)

n—oo

Preuve 29 =) Soit (X,)nen un L -amart. Alors :
Ve > 0,3ng € N: (m>n>ng) = A(X,, E(Xpn|Fn)) <e.

Sotent m>n>ng etk €N :

A(E(XnJrk’fn)vE(Xm‘fn))
(car Fn, C Fum)

A(E(E(Xerk‘fn)’fm)? A(Xm’]:n))

<
<e.

D’ot (E(X|Fn))m>n est une suite de Cauchy au sens de A, pour tout n € N.
Par conséquent, il existe une suite adaptée (My,, Fn)nen telle que

lim AE(Xn|Fn), Mn) = 0. (%)

n—0o0

Il faut montrer que (My, Fn)nen est une martingale et que lilf A(Xy, My,) =0. D’aprés (x) on a :
n—-—+oo
lim A(E(Xpsk| Fin)s M) = 0.
k—ro0

Alors :
Jim AB(E(Xon 4| Fn) | Fn, E(Min| Fr)) = 0.
—00

Donc :
lim A(E(X 41 Fn), E(Mp,|F,)) = 0.

k—o0

D’aprés (), E(My,|Fn) = My, p.s. D’ou (M, F,) est une martingale.
D’autre part, on a pour tout m > n € N :

A(Xna Mn) < A(XnaE(Xm‘fn)) + A(E(Xm’fn)v Mn)

D’apreés (6.3) et (x) :
lim A(X,,, M,,) = 0.

n—oo

<) Réciproquement, on suppose qu’il existe (M, F,) satisfaite (6.3), on a :

A(Xp, E(X | Fn)) < AE(X | Fn), My) + A(M,,, X,,)

<

dou lim A(E(Xn|Fn), Xp) = 0. Par suite (X, Fp)nen est un L-amart.
n>m-—oo

Reste a prouver ['unicité.
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6.3. CONVERGENCE DES £'-AMARTS

Supposons qu’il existe deur martingale (M) ey et (M?),en satisfaisant (6.3).
Pour chaque n € N, et tout k € N, on a :

A(MY, M) < A(My g, M2 L)
< AKXk My ) + A(X 5, M2 L)

En faisant tendre k — oo, on obtient A(X}, X2) =0, c-d-d M} = M? p.s.

Corollaire 6.2.1

Un L'-amart (X,,),>1 dans L[, E], est convergent par rapport & la A vers un élément de
LLQ, E], si et seulement si, la martingale associée & (X,,),>1 converge au sens de A.

Preuve 30 =) On a :

A(My, My,) < A(My, X)) + A(Mpm, X,
< A(My, X)) +A(Mpm, Xom) + A(Xp, Xin)
! ! !
0 0 0

= A(M,, M,,) — 0, il en résulte que (M), est A- convergent.
<) de méme.

Corollaire 6.2.2

Soit £ un espace de Banach. Alors, E possede la propriété de Radon-Nikodym par rapport &
(Q, F,P) si et seulement si tout £'-amart dans £![Q, E], uniformément intégrable est régulier,
c-a-d il existe X € L1, E], tel que :

Tim A(Xn, E(Xoo| Fp)) = 0

Preuve 31 D’aprés le théoréme (5.2.1), elle existe une unique martingale (My,)nen dans LL.[Q, E],
telle que
lim H (X, My) =0

n—o0

d’apreés le corollaire 3.5 dans [90], E posséde la propriété de Radon-Nikodym si et seulement si toute
martingale dans Ei [Q, E] uniformément intégrable est réguliére.

6.3 Convergence des £'-amarts

Maintenant nous considérons un £'-amart (X,),>1 et (Mp,),>1 la martingale associée a (X;,)n>1.
On définit F : U.Fn — 2F telle que F(A) est fermée convexe non vide pour tout A, par F(A) =
n

cl / M, dP pour toute A. D’apres le corollaire précédent F est une S-mesure sur U}"n. Par suite
A n

Ve > 0,3np,Vn > ng sup <cl/ XndIP’,F(A)> <e (6.4)
AeFn A
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6.3. CONVERGENCE DES £'-AMARTS

F est dite la Y-mesure limite associée a (Xn)n>1

Soit
Ap(Ke, (Fn)) = { X € LUQ, B], lim Ay (E(X|F,), X) =0}

Et (X,)n>1 un Ll-amart avec F sa Y-mesure limite.
On suppose que F admet une dérivation généralisée de Radon-Nikodym, prenons

Xoo € Ag(Ke, (Fp)) tel que F(A) = d / XoodP, pour A € F
A

Alors (X,,)n>1 converge vers Xo au sens de A,.

.

Preuve 32 Sous les hypothéses ci-dessus, il s’ensuit d’aprés 6.4 et 3) de la propriété (6.0.1) et le
théoréme 5.4 [29] que

lim A, (E(Xx|Fn), Xn) =0.

n—oo

En effet, on a :

Aw(E(Xao|Fo), Xn) < 2. sup 5<cl / E(X o | F)dP, cl / XndIP’>
AeVF, A A

= 2. sup 6<cl / XoodP, cl / XndIP’>
AeVFy A A

=2. sup 9 <cl / XndIP’,F(A)>.
AeVF, A

D’autre part, d’aprés la définition de Ay[K¢, Xy], on a
nh_{lgo Ap(E(Xso|Fn), Xoo) = 0.
Alors
A, Xoe) € Ao, BXcl ) + A (Koo B X ).
D’ou
lim Hy[Xn, Xoo] = 0.

n—oo

D’ou qui acheéve la preuve.

Théoréme 6.3.1

Soit E un espace de Banach qui posséde la propriété de Radon-Nikodym et (X, ),>1, un £1-
amart uniformément intégrable, ou F(2) est compacte, avec F' est la ¥-mesure limite associée
a (Xn)nemgoy- Alors (X )n>1 converge au sens de A, vers un élément de L£HQ, E).

En générale la convergence par rapport a A, ne peut pas étre remplacée par la convergence au sens
de A. On donne alors le résultat suivant qui généralise le théoréme 6.3 dans [25].
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6.3. CONVERGENCE DES £'-AMARTS

Théoréme 6.3.2

Soit (Xp)p>1 un L' amart dans Ei [, E], alors (X,,)n>1 est convergent au sens de A vers un
éléments X, € LL[Q, E] si et seulement s'il est uniformément intégrable et satisfait la condition
de Uhl, c-a-d pour € > 0 il existe C' C K, tel que pour chaque § > 0 fixé on peut choisir ng € N,
Ay € Fp, avec P(Ap) > 1 — € et tel que

Vi > no,VA € Fu, si AC Ay, Alors / X, dP C P(A)C + 86U
A

Preuve 33 =) Supposons que (X, )n est un L -amart dans LL[Q, E] et (M,,), la martingale satisfaite
(6.3) [29], tel que (Xp)n est A-convergent vers Xoo € LL[Q, E]. Ainsi, on définit M), := E(Xoo|Fn)
pour tout n € N.

D’aprés le théoréme 6.1 [29]]

lim A(M),, Xo) = 0.

n—oo

On a: A(Xp, M) < A(X,, Xoo) + A(M),, Xo), alors

lim A(X,, M) = 0.

n—oo

Puisque (Mp)nen est Uunique martingale vérifiant (6.3) alors M,, = M), p.s, aussi

lim A(M,, X,) =0

n— o0

En appliquant le (théoréme 6.3 [29]) d la martingale (My,)nen. On obtient que (Mp)nen est unifor-
mément intégrable et satisfaite la condition de Uhl. Puisque nh_}nglo A(X,, My,) = 0, alors (Xp)nen est
uniformément intégrable et satisfaite la condition Uhl.

<) Réciproquement, supposons que (X, )nen est uniformément intégrable et satisfaite la condition de
Uhl.

D’apreés (5-3) la Z—multi—mesure limite associée a (Xp)nen est P-continue et de variation bornée, et
satisfaite la condition de Uhl.

D’aprés le théoréme (6.0.1) F' admet une dérivation de Radon-Nikodym.

On définit M} = E(Xo|Fn) pour n > 1. D’aprés le théoréme 6.1 [29]. (M])nen est A-convergente
vers Xoo € L[, E]. D’aprés la proposition 6.2.1, on a :

o

Ay (X, M) <2 sup 5<cz / X, dP, cl / M,/LdIP’)
AeVF, A A

=2 sup 5<cl / Xnd}P’,cl/Xood}P’>
AeVFy, A A

=2 sup (5<cl / XndP,F(A)>
AeVFy, A
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6.3. CONVERGENCE DES £'-AMARTS

d’ou Hy,(X,, M) = 0.
D’autre part on a li_>m A(Xp, My,) = 0. On montre facilement que Delta,,(M,, M) =0, n > 1 car
n—oo

Deltay,(M,, M) (M, M)

<A
< A(Mp, X)) + A(Xp, M),
D’aprés le corollaire 5-4 [28], on obtient :

cl/Mnd]P’:/ M} dP, VAeF,.
A A

D’aprés le lemme 4.4 [29],
M, C M/ p.s pour tout n > 1

Puisque M, € L} [Qp, Fn, P, E] pour tout n > 1.

cc

M, = M/ p.s pour tout n > 1

D’aprés (6.3) et le corollaire (3.2.1). (Xp)nen est A-convergente vers Xoo € LL[Q, E], ce qui termine
la preuve.

Conclusion

Dans ce chapitre on a introduit la notion de ¥ — multi — mesure, puis on a donné la relation en
cette mesure et la mesure définie dans le chapitre 5, puis on a donné les conditions assurant ’existence
d’une dérivation de Radon-Nikodym pour cette mesure. Aprés on a défini la classe des £'-amarts,
avec une caractérisation. Puis on a donné quelque théoréemes de convergence de cette classe d’amarts,
en utilisant le théoreme de Radon-Nikodym.
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6.3. CONVERGENCE DES £'-AMARTS

Conclusion générale

La convergence des amarts est liée aux propriétés de I'espace de probabilité comme espace de

départ ainsi qu’a celles d’espace d’arrivé. Dans le cas réel la convergence presque surement est assurée
pour les amarts L'- bornée, ce résultat n’est pas généralement valable pour les amarts vectoriels. Pour
ce besoin une autre classe d’amarts appelée les amarts uniformes est introduit. Cette classe assure la
convergence pour les amarts L'-bornés & valeurs dans un espace de Banach qui posséde la propriété de
Radon-Nikodym. Dans le cas multivoque nous avons prouvé la convergence des L'-amarts au sens de
la distance A, puis A, nous remarquons que remarqué que la convergence au sens de A est plus fort
que la convergence au sens de A, (A généralise la norme ||.||; et A, généralise la norme de Pettis). La
propriété de Radon-Nikodym qui permet de représenter les mesures de variation bornée et P-continue
par l'intégrale d’une fonction intégrable, reste dans les trois situations présentées dans ce travail une
des conditions permettant la convergence des classes des amarts. D’ou la nécessité de travailler dans
des espaces d’arrivée ayant la propriété de Radon-Nikodym.
Finalement, Il est clair que la notion d’amart apparait comme un concept treés important et trés utile
dans I’étude des suites adaptées. Elle généralise les martingales et les quasi-martingales et nous donne
des démonstrations élégantes des théoremes de convergences presque siire de ces types de processus
aléatoires.
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