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Introduction

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et (Fn)n une suite croissante de sous tribus de F . Une suite
de variables aléatoires (Xn)n est dite adaptée à (Fn)n si pour tout n,Xn est Fn mesurable. Cette notion
est apparue naturellement dans la théorie des probabilités. Les martingales, les sous-martingales et les
sur-martingales sont des suites adaptées intégrables ayant une grande importance dans la théorie des
probabilités, puisqu’ils modélisent de nombreux phénomènes en probabilité. Considérons par exemple
un jeu aléatoire. Le cas de martingale correspond à la situation où cette chance reste constante au
sens de l’espérance conditionnelle. Le cas de sur-martingale correspond à la situation où le jeu est
défavorable dans le même sens, alors que le cas de sous-martingale correspond à la situation où le jeu
est favorable dans le même sens.
Parmi les questions les plus posées sont celles de savoir dans quel cas (et vers quel élément) une telle
suite adaptée converge presque surement.
Dans ce travail nous allons étudier une classe des suites adaptées appelées les martingales asymptotique
brièvement les amarts. La théorie des amarts apparaît dans les années 1975, dans des articles de Austin,
Edgaret Ionescu Tulcea [5], Chacon et Sucheston [22], et Edgar et Sucheston [22]. Elle est considérée
comme une généralisation des martingales prenant comme fondement de base le théorème de Doob. Ce
dernier fournit une caractérisation des martingales, une suite adaptée (Xn,Fn)n≥1 est une martingale
si et seulement si pour tout temps d’arrêt borné τ , E(Xτ |F0) = X0. Par conséquence la plupart
des théorèmes de convergence des martingales, s’étendent à des amarts. De plus, la notion d’amart
garde plusieurs propriétés utiles des martingales, sous-martingales et sur-martingales. Par exemple la
classe des martingales est stables par combinaison linéaire. La classe des sur-martingales est stables
en prenant l’inf . La classe des sous-martingales est stable en prenant le sup, mais la classe d’amart
est stable sous les trois opérations.
Etant donnés un espace de probabilités (Ω,F ,P). On considère une suite adaptée (Xn,Fn)n∈N. (Xn)n∈N
est dite amart si la famille (E(Xτ ))τ∈T converge, où T est l’ensemble des temps d’arrêt bornés. La
convergence des amarts est liée aux propriétés de l’espace de probabilité comme espace de départ ainsi
qu’à celles d’espace d’arrivé. Ce travail sera composé de trois parties suivant la nature de l’espace
d’arrivé des amarts. Les amarts réels, les amarts vectoriels puis les amarts multivoques.
Dans un premier temps, nous allons donner un rappel de la notion des martingales et quelques résultats
généraux sur la mesurabilité et l’intégrabilité des fonctions à valeurs vectorielles. Puis nous rappelons
la propriété de Radon-Nikodym vue son importance dans l’étude de la convergence des amarts. Après
ce rappel notre étude commence par les amarts à valeurs réelles. et c’est le cas le plus simple et riche
à la fois car (R, |.|) est un espace très régulier. Les propriétés riches de l’espace R vont nous aider à
établir plusieurs résultats concernant la convergence, la stabilité et la décomposition des amarts. Il est
connu dans la littérature que toute martingale bornée dans L1, converge presque surement. Les amarts
est une notion plus générale que les martingales, mais ce résultat reste vraie pour les amarts L1-bornés
grâce au fameux théorème de Doob. La deuxième partie de ce travail sera dédiée aux amarts vectoriels.
Un amarts réel L1- bornée converge presque surement, ce résultat n’est pas généralement valable pour
les amarts vectoriels. Dans cette partie nous allons étudier une version de ce résultat pour les amarts
vectoriels à savoir la convergence presque surement de ces derniers au sens de la topologie faible en
supposant que l’espace vectoriel considéré possède la propriété de Radon-Nikodym. Malheureusement
la convergence forte n’est pas assurée pour ces classes de processus stochastiques. Ce besoin a poussé
A. Bellow [6] à introduire une nouvelle classe d’amarts appelée amarts uniformes. Pour ces nouveaux
processus la convergence au sens de la topologie forte est assurée s’ils sont L1-bornée et l’espace de
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Banach considéré possède la propriété de Radon-Nikodym. Dans la troisième partie de ce rapport, nous
allons évoquer une nouvelle notion d’amart pour des variables aléatoires plus générales que les variables
aléatoires vectorielles, ce sont les variables aléatoires à valeurs dans l’ensemble des parties d’un espace
vectoriel (appelée variable aléatoires multivoques). Avant d’aborder l’étude des amarts multivoques,
nous allons rappeler quelques définitions de mesurabilité d’intégrabilité et l’existence de l’espérance
conditionnelle des variables aléatoires multivoques. La mesurabilité des fonctions multivoques est
développé par plusieurs auteurs, Aumann[4], Castaing [9], Debreu [14], Himmelberg [31], Hukuhara
[32], Jacobs [33], Kuratowski et Ryll-Nardzewski [35] et plusieurs d’autres. Pour l’étude de l’intégration
des fonctions multivoque il y a plusieurs résultats voir [4], [9]. La théorie des espérances conditionnelles
et des martingales a été établie pour les fonctions Bochner-intégrable à valeurs dans un espace de
Banach par Chatterji [11], et [12]. notre but est de donner une extension de ces notions dans le cas
multivoque. Nous allons présenter l’essentiel des résultats nécessaires à notre étude. Pour plus de
détails voir [29], [27], [36] et [37]. Comme le théorème de Radon-Nikodym a été l’une des clés dans la
convergence des amarts vectoriels L1-bornés, il sera aussi de la même importance dans la convergence
des amarts multivoques. Nous commençons par donner une extension au cas multivoque de ce théorème
puis nous donnons des théorèmes assurant l’existence d’une dérivation de Radon-Nikodym multivoque.
Ces résultats sont développés dans [28].
Dans le dernier chapitre on va traiter les L1-amarts. cette classe est présentée et étudiée dans [40],
[39]. Cette classe généralise les martingales multivoques, les quasi-martingales et les amarts uniformes.
L’objectif principale est de donner des caractérisations puis des théorèmes de convergence pour les
L1-amarts multivoque.
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Chapitre 1

Rappel de quelques notions en théorie
d’intégration et martingale

1.1 Les fonctions mesurables et les fonctions intégrables

Dans cette section nous allons définir la notion de mesurabilité et d’intégrabilité pour les fonctions
définies sur Ω à valeurs dans un espace de Banach.

1.1.1 Les fonctions mesurables

Soit f : Ω → E une fonction définie sur Ω à valeurs dans E, avec E est une espace de Banach.
On dit que f est scalairement mesurable si 〈x∗f〉 est mesurable pour tout x∗ ∈ E∗. Une fonction
(fortement) mesurable est toujours scalairement mesurable mais la réciproque n’est pas en général
vraie. Le théorème suivant donne les conditions où on a l’équivalence (voir [15]) ;

Théorème 1.1.1

Soit f : Ω→ E une fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est fortement mesurable.
2. f est scalairement mesurable et f est à valeur presque séparable, i.e. il existe un négligeable
A tel que f(Ω\A) est séparable.

1.1.2 Les fonctions intégrables

Soit f : Ω→ E une fonction. On dit que f est Bochner-intégrable, s’il existe une suite (fn)n∈N des
fonctions étagères telle que :
Le théorème suivant donne une relation entre la convergence p.s et la convergence dans L1(Ω, E).

1. fn → f P-p.s, lorsque n→∞.

2.
∫

Ω
‖ fn − fm ‖ dP→ 0 lorsque m,n→∞.

On peut remplacer 2 par
2′.
∫

Ω
‖ fn − f ‖ dP→ 0, n→∞.

6



1.1. LES FONCTIONS MESURABLES ET LES FONCTIONS INTÉGRABLES

Notons que 1 implique que f est mesurable. D’après 2. ou 2′. on peut définir l’intégrale de Bochner
comme suit : Soit A ∈ F ∫

A
f dP = lim

n→+∞

∫
A
fn dP.

Si f est étagère ∫
A
f dP =

n∑
i=1

xi P(A ∩Ai).

Le théorème suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit soit Boch-
ner intégrable (Voir [23])

Théorème 1.1.2: (S. Bochner)

Soit f : Ω → E une fonction. f est intégrable au sens de Bochner si et seulement si f est
mesurable et∫

Ω
‖ f ‖ dP <∞.

Théorème 1.1.3

Soit (fn)n∈N une suite dans L1(Ω, E). On dit que (fn)n∈N est uniformément intégrable si :

lim
λ→∞

sup
n∈N

∫
{‖f‖>λ}

‖ fn ‖ dP = 0.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite soit uniformé-
ment intégrable (Voir [13]).

Théorème 1.1.4

Soit (fn)n∈N une suite dans L1(Ω, E). On dit que (fn)n∈N est uniformément intégrable si et
seulement si :

1. sup
n∈N

∫
Ω
‖ fn ‖ dP <∞.

2. lim
P (A)→0

sup
n∈N

∫
Ω
‖ fn ‖ dP = 0.

Le théorème suivante peut être considéré comme une application simple des suites uniformément
intégrable (voir [1]).

Théorème 1.1.5

Soit (fn)n∈N une suite uniformément intégrable. On suppose que fn → f p.s. Alors :

lim
n→∞

∫
Ω
‖ fn − f ‖ dP.

Remarque 1 Le théorème de convergence dominée de Lebesgue est un corollaire du théorème précé-
dent.
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1.2. LES SUITES ADAPTÉES

La norme Pettis est définie sur L1(Ω, E) de la façon suivante :

‖ · ‖pe : L1(Ω, E) −→ R+

f 7−→ ‖ f ‖pe = sup
x∗∈U◦

∫
Ω
| 〈x∗, f〉 | dP,

où U◦ = {x∗ ∈ E∗ :‖ x∗ ‖≤ 1}.
On a ‖ f ‖pe ≤ ‖ f ‖1, mais ‖ · ‖pe et ‖ · ‖1 ne sont pas équivalentes en général. alors on donne le
théorème suivant (voir [23]).

Théorème 1.1.6

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (L1(Ω, E), ‖ · ‖pe) est complet.
2. ‖ · ‖pe et ‖ · ‖1 sont équivalentes.
3. E est de dimension finie.

1.2 Les suites adaptées

Dans cette section, on donne des définitions concernant les suites adaptées et on rappel la notion
de temps d’arrêt.
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité. On appel filtration toute suite (Fn)n∈N de sous-tribu croissante
(i.e. F0 ⊆ F2 ⊆ · · · ).

Définition 1.2.1

On dit que (Xn,Fn)n∈N est une suite adaptée si Xn est Fn- mesurable pour tout n ∈ N.

Remarque 2 Toute suite (Xn)n∈N dans L1(Ω, E) peut être considérée comme une suite adaptée, par
rapport à la filtration suivante :

Fn = σ(X1, · · · , Xn), pour tout n ∈ N.

Définition 1.2.2

Soit τ : Ω→ N∪{+∞}, on dit que τ est un temps d’arrêt par rapport à (Fn)n∈N si {τ = n} ∈ Fn,
pour tout n ∈ N.

On note par T l’ensemble de tous les temps d’arrêts bornés. L’ensemble peut être considéré comme
un ensemble ordonné par la relation d’ordre suivante

τ ≤ σ ⇐⇒ τ(ω) ≤ σ(ω), pour tout ω ∈ Ω.

Pour τ ∈ T , on définit Fτ par :

Fτ = {A ∈ F : A ∩ {τ = n} ∈ Fn, pour tout n ∈ N},

FST Fès 8 Abbou Lahcen



1.3. L’ESPÉRANCE CONDITIONNELLE

et
Xτ =

max τ∑
n=min τ

Xn1{τ=n},

i.e. pour tout ω ∈ Ω, (Xτ )(ω) = Xτ(ω)(ω). Il est évident que Xτ est Fτ -mesurable et Xτ est intégrable.
Et si,

sup
τ∈T

∫
Ω
‖ Xτ ‖ dP <∞,

alors (Xn,Fn)n∈N est de classe (B).

1.3 L’espérance conditionnelle
Soit = une sous-tribu de F . On donne le théorème suivant qui montre l’existence et l’unicité de

l’espérance conditionnelle dans L1(Ω, E) (voir [23]).

Théorème 1.3.1

Il existe une unique application :

E= : L1(Ω,F ,P, E)→ L1(Ω,=,P |=, E)

telle que pour tout A ∈ = et f ∈ L1(Ω,F ,P, E), on a :∫
A
f dP =

∫
A
E=(f) dP. (1.1)

E=(f) est noté aussi (E · |=).

Proposition 1.3.1

On donne les propriétés suivantes pour l’espérance conditionnelle.
1. E=E= = E=.
2. E=(x) = x, où x ∈ E.
3. E= est linéaire.
4. E= est contractante.

1.4 Propriété de Radon-Nikodym et convergence des martingales à
valeurs dans un espace de Banach.

Cette section concerne les théorèmes de convergence des martingales à valeurs dans un espace de
Banach.

1.4.1 La propriété de Radon-Nikodym.

La propriété de Radon-Nikodym ( en abrégé R.N.P) est une propriété concernant les espaces de
Banach. On donne des résultats concernant cette propriété. Et l’importance de la R.N.P dans la

FST Fès 9 Abbou Lahcen



1.4. PROPRIÉTÉ DE RADON-NIKODYM ET CONVERGENCE DES
MARTINGALES À VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH.

convergence des martingales ( aussi pour les amants dans la suite). On commence par les définitions
suivantes (voir [17]).

Définition 1.4.1

Soit µ : F → E une mesure vectoriel. On dit que µ est P-continue ou continue par rapport à P
si et seulement si :

lim
p(A)→0

µ(A) = 0

Ce qui est équivalent à :
p(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0

Et on note : µ << P.

Définition 1.4.2

Soit µ : F → E une mesure vectoriel. Soit A ∈ F , on note Ξ l’ensemble de toutes les positions
finies de A.
La variation de µ sur A est définie comme suit :

|µ| (A) = sup
(Ai)ni=1∈Ξ

n∑
i=1
‖µ(A)‖

On dit que µ est de variation bornée si :

|µ| (Ω) <∞

Soit E un espace de Banach, on dit que E possède la propriété de Radon-Nikodym : si pour tout
espace de probabilités (Ω,F ,P) et toute mesure µ de variation bornée et µ << P, il existe f ∈ L1(Ω, E)
tel que, pour tout A ∈ F :

µ(A) =
∫
A
fdP

Cette propriété n’existe pas dans tous les espaces de Banach. Alors on donne les théorèmes suivants
(voir [15] :

Théorème 1.4.1

Soit E un espace de Banach. Si E est réflexif ou si E est de dual séparable. Alors E possède la
R.N.P.

Théorème 1.4.2

Soit E un espace de Banach. Si E possède la R.N.P. Alors tout sous-espace de E possède R.N.P.
Si tout sous-espace de E séparable possède la R.N.P, alors E possède la R.N.P.

FST Fès 10 Abbou Lahcen



1.4. PROPRIÉTÉ DE RADON-NIKODYM ET CONVERGENCE DES
MARTINGALES À VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH.

1.4.2 Convergence des martingales vectorielles

Définition 1.4.3

Soit (Xn,Fn)n∈N une suite adaptée à valeurs dans E. On dit (Xn,Fn)n∈N est une martingale
si :

E(Xn+1|Fn) = Xn p.s, pour tout n ∈ N

i.e. (Xn,Fn)n∈N est une martingale si∫
A
Xn dP =

∫
A
Xn+1 dP

pour tout A ∈ Fn et n ∈ N.

Lemme 1.4.1

Soit (Xn,Fn)n∈N une martingale et σ ∈ T , τ ∈ T≥σ. Alors :
1. E(Xτ |Fσ) = Xσ.
2. Pour toute A ∈ Fσ : ∫

A
‖ Xσ ‖ dP ≤

∫
A
‖ Xτ ‖ dP.

Théorème 1.4.3

Soit E un espace de Banach. Les assertions suivantes sont équivalantes :
1. E possède la R.N.P.
2. Toute martingale uniformément intégrable est ‖.‖1-convergente

3. Toute martingale uniformément bornée est ‖.‖1−convergente.

Théorème 1.4.4

Soit E un espace de Bnach, et 1 < p <∞, alors les assertions suivantes son équivalantes :
1. E possède la R.N.P

2. Toute martingale ‖‖p-bornée est ‖.‖p-convergente.

Le Théorème suivante assure la convergence presque surement des martingales vectorielles (Dans
la suite on cherche à généralisé ce théorème pour les amarts) (Voir [12]).

Théorème 1.4.5: (Chatterji)

Soit E un espace de Banach qui possède la R.N.P. Alors toute martingales à valeurs dans E
L1-Bornée converge presque surement.
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1.4. PROPRIÉTÉ DE RADON-NIKODYM ET CONVERGENCE DES
MARTINGALES À VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons, dans un premier temps, défini les notions les plus importantes et

qui nous seront utiles par la suite. Dans un second temps, nous avons mis en avant des résultats
concernant les martingales dans le cas vectoriel. Puis nous avons défini une classe plus générale. Nous
nous demandons alors si ces résultats restent vrais pour cette nouvelle classe. Le théorème de Chatterji
jouera un rôle primordial dans le développement de cette dernière.
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Chapitre 2

Les amarts réels

2.1 Préliminaires

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, et (Fn)n∈N une filtration. On note T l’ensemble de
tous les temps d’arrêrt bornés définie sur Ω.
Soit τ, σ ∈ T , On définit une relation d’ordre sur T de la façons suivant :
τ ≤ σ si et seulement si τ(w) ≤ σ(w) prèsque pour tout w ∈ Ω
Soit (Xn,Fn)n∈N une suite adaptée, On définit la variable aléatoire Xτ par : Xτ = Xτ(w)(w) pour
toute w ∈ Ω. On donne d’abord la définition d’un amart dans réel (voir [22])

Définition 2.1.1

Soit (Xn,Fn)n∈N, une suie adaptée définie sur (Ω,F ,P) à valeurs dans R. La suite (Xn)n∈N est
dite un martingale asymptotique en abrégé "amart", si :

1.
∫

Ω
|Xn|dP <∞ pour tout n ∈ N

2. la famille (
∫

Ω
XτdP)τ∈T converge, c-à-d, Il existe Z ∈ R, tel que :

∀ε > 0, ∃τ0 ∈ T : τ ∈ T, τ > τ0 ⇒ |
∫

Ω
Xτ − Z|dP 6 ε

Remarque 3 1. Si (Xn)n∈N est un amart pour une filtration (Fn)n∈N donc il est aussi amart pour
toutes les filtration (Cn)n∈N, telles que Cn ⊆ Fn pour tout n ∈ N.

2. Lorsque la filtration n’est pas spécifier, on va considérer que Fn = σ({Xk : k ≤ n}) (La filtration
canonique).

Nous commençons par le lemme maximale qui a été prouvé dans [10].
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Lemme 2.1.1

Soit (Xn)n∈N une suite des variables aléatoires telle que, sup
T

∫
Ω
|Xτ |dP <∞, Donc :

P{sup
N
|Xn| > λ} ≤ 1

λ
sup
T

∫
Ω
|Xτ |dP

Preuve 1 Soit N ∈ N, On pose :
A = {sup

n≤N
|Xn| > λ}

On va définir σ de la façon suivante

σ : Ω −→ N

w 7−→ σ(w) =
{

inf{n ∈ N : n ≤ N : |Xn(w)| > λ}, si w ∈ A
N, si w /∈ A.

Il est clear que σ est un temps d’arrêt borné c-à-d σ ∈ T , donc :

sup
T

∫
Ω
Xτ |dP ≥

∫
Ω
|Xσ|dP

≥
∫
A
|Xσ|dP

≥ λP(A)

Par suite :
P
({

sup
n≤N
|Xn| > λ

})
≤ 1
λ

sup
T

∫
Ω
|Xτ |dP

En faisant tendre N vers ∞ on obtient :

P
({

sup
N
|Xn| > λ

})
≤ 1
λ

sup
T

∫
Ω
|Xτ |dP

Nous allons donner quelques résultats préliminaires concernant les amarts réels (voir [22]).

Lemme 2.1.2

Soit (Xn,Fn) un amart, donc la famille (
∫

Ω
XτdP)τ est bornée.

Preuve 2 Puisque (Xn) est un amart donc la famille (
∫

Ω
XτdP)τ converge, par suit

Il existe N ∈ N, tel que pour tout σ ∈ T≥N , on a∣∣∣∣∫
Ω
XτdP−

∫
Ω
XNdP

∣∣∣∣ < 1

FST Fès 14 Abbou Lahcen
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Pour σ ∈ T ,
∣∣∣∣∫

Ω
Xσ∧NdP

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

max
n≤N
|Xn|dP et

∣∣∣∣∫
Ω
Xσ∨NdP−

∫
Ω
XNdP

∣∣∣∣ ≤ 1
Comme Xσ = Xσ∧N +Xσ∨N −XN , On a :∣∣∣∣∫

Ω
Xσdp

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

Ω
Xσ∧NdP +

∫
Ω
Xσ∨NdP−

∫
Ω
XNdP

∣∣∣∣
≤
∫

Ω
max
n≤N
|Xn|dP + 1

D’où le résultat.

Proposition 2.1.1

Soient (Xn,Fn)n∈N et (Yn,Fn)n∈N deux suites adaptées L1-bornées, alors :

1. si (
∫

Ω
XτdP)τ∈T et (

∫
Ω
YτdP)τ∈T sont bornées, alors (

∫
Ω
Xτ ∨ YτdP) et (

∫
Ω
Xτ ∧ YτdP)

sont bornées.

2. Si (Xn) et (Yn) sont des amarts, donc (Xn ∨ Yn) et (Xn ∧ Yn) sont aussi des amarts.

Preuve 3 Supposons que (
∫

Ω
XτdP) et (

∫
Ω
YτdP) sont bornées, soit τ ∈ T .

Soit N ∈ N, tel que n ≥ τ , on définit σ et σ′ par :

σ : Ω −→ N

w 7−→ σ(w) =
{
τ si Xτ (w) ≥ 0
n, si Xτ (w) < 0.

et

σ : Ω −→ N

w 7−→ σ(w) =
{
τ si Yτ (w) ≥ 0
n, si Yτ (w) < 0.

Il est clair que σ et σ′ sont deux temps d’arrêt bornés
On a :

∫
Ω

(Xτ ∨ Yτ )dP ≤
∫
{Xτ≥0}

XτdP +
∫
{Yτ≥0}

YτdP

=
∫

Ω
XσdP−

∫
{Xτ≤0}

XndP +
∫

Ω
Yσ′dP−

∫
{Yτ≤0}

YndP

≤ sup
T

∫
Ω
XτdP + sup

N

∫
Ω
|Xn|dP + sup

T

∫
Ω
YτdP + sup

N

∫
Ω
|Yn|dP

D’où sup
T

∫
Ω

(Yτ ∨Xτ )dP <∞

De même on montre que sup
T

∫
Ω

(Yτ ∧Xτ )dP <∞

b) On pose Zn = Xn ∨ Yn, montrons que (Zn,Fn)n∈N) est un amart.

D’après le lemme2.1, sup
T

∫
Ω
XτdP <∞ et sup

T

∫
Ω
YτdP <∞, Alors d’après a) sup

T

∫
Ω
Zτdp <∞

Etant donné ε > 0, il existe τ0 ∈ T , tel que : σ, τ ≥ τ0, donc :

|
∫

Ω
XσdP−

∫
Ω
Xτ |dP ≤ ε (2.1)
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Puisque sup
T

∫
Ω
ZτdP <∞, il existe τ1 ≥ τ0 tel que, si σ ≥ τ0 :

∫
Ω
ZσdP ≤

∫
Ω
Zτ1dP + ε (2.2)

Soit σ ∈ T , tel que : σ ≥ τ1, on pose A = {w ∈ Ω : Xτ1(w) < Yτ1(w)}.
On définit σ1 par :

σ : Ω −→ N

w 7−→ σ(w) =
{
τ1 si w ∈ A
σ, si w /∈ A.

Donc : ∫
Ω
Xτ1dP =

∫
Ac
Zτ1dP +

∫
A
Xτ1dP (2.3)

∫
Ω
Xσ1dP =

∫
Ac
XσdP +

∫
A
Xτ1dP (2.4)

(2.4)− (2.5)⇒
∫
Ac
Zτ1dP =

∫
Ac
XσdP +

∫
Ω
Xτ1dP−

∫
Ω
Xσ1, d’après (2.3) :

∫
Ac
Zτ1dP ≤

∫
Ac
ZσdP + ε. (2.5)

D’autre parte on a : ∫
A
Zσ1dP =

∫
A
YσdP +

∫
Ω
Yτ1dP−

∫
Ω
Yσ1dP (2.6)

D’après 2.4 et 2.5, on a : ∫
Ω
Zτ1dP ≤

∫
Ω
Zσ + 2ε.

Par suite |
∫

Ω
ZσdP−

∫
Ω
Zτ1dP| ≤ 2ε.

ce qui preuve que la famille (
∫

Ω
ZτdP)τ∈T est de Cauchy, alors elle est convergente.

Remarque 4 Notons qu’un amart n’est pas forcément L1-borné. Il suffit de prendre Xn = Z1 +
Z2 + ... + Zn avec Z1, Z2, ... sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, avec P{Zn =
−1} = P{Zn = 1} = 1

2 , donc (Zn) est une amart, on a
∫

Ω
|Xn|dP ≥

√
nP(Xn√

n
≥ 1), d’après le

théorème de limite centrale, Xn√
N
→ N(1, 0), donc P(Xn√

n
≥ 1) → 1√

2π

∫ +∞

1
exp(−x

2

2 )dx > 0, donc
√
nP(Xn√

n
≥ 1)→ +∞, alors :

∫
Ω
|Xn|dP→∞.
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Corollaire 2.1.1

Soit (Xn) un amart, On suppose que sup
N

∫
Ω
| Xn |dP <∞, Alors :

1. | Xn |, X+
n , X−n , λ ∨Xn ∧ λ pour λ ≥ 0, sont des amarts L1-bornés.

2. sup
T

∫
Ω
| Xτ |dP <∞

3. sup
N
| Xn |<∞

Proposition 2.1.2

Soit (Xn,Fn)n∈N un amart, et soit (Cn) une autre filtration telle que Cn ⊆ Fn pour tout n ∈ N.
On note Yn = E(Xn|Cn), donc (Yn, Cn) est un amart .

Preuve 4 Par définition de l’espérance conditionnelle Yn est Cn-mesurable pour tout n ∈ N
On a ∫

Ω
Yτdp =

∫
Ω
XτdP

Comme Cn ⊆ Fn, Donc si τ est un temps d’arrêt par a Cn,Donc il est aussi pour Fn.
Ce qui termine la preuve.

Proposition 2.1.3

Soit (Xn,Fn) un amart, et soit τk (k ∈ N) une suite des temps d’arrêts bornés. On définie
Yk = Xτk et =k = {A ∈ F | A ∩ {τk = n} ∈ Fn,∀n ∈ N}.
Donc (Yk,=k) est un amart.

Exemple 1 1)Les martingales :

Soit Xn une martingale, donc : pour tout n ≥ m :
∫

Ω
XndP =

∫
Ω
XmdP.

Soient τ ∈ T et n ∈ N tel que n ≥ τ , donc :∫
Ω
XτdP =

∫
Ω

∑
k

Xk1{τ=k}dP =
∑
k

∫
{τ=k}

XkdP =
∑
k

∫
{τ=k}

XndP =
∫

Ω
XndP
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2.2. CONVERGENCE DES AMARTS

Donc (
∫

Ω
XτdP) est suite constante, par suite elle converge.

2)Les quasi-martingales :

Une suite adaptée (Xn), est une quasi-martingale si (Voir [24]) :

∑
n≥1

∫
Ω
E|Xn − E(Xn+1|Fn)|dp <∞

Nous allons montrer qu’une quasi-martingale est un amart.
Soit ε > 0, et N ∈ N, telle que :

∑
n≥N

∫
Ω
|Xn − E(Xn+1/Fn)|dP < ε

Soit τ ∈ T , tel que τ ≥ N :
puisque τ ∈ T il existe M ∈ N tel que τ ≤M , et {τ = n} ∈ F , pour tout k ≤ n, et on a de plus :

|
∫

Ω
XτdP−

∫
Ω
XMdP| ≤

∑
n≥N

∫
Ω
|Xn − E(Xn+1/Fn)|dP ≤ ε

Si τ1, τ2 ≥ N , il suffit de choisir M ≥ τ1 ∨ τ2, donc

|
∫

Ω
Xτ1dP−

∫
Ω
Xτ2dP| ≤ |

∫
Ω
Xτ1dP−

∫
Ω
XMdP|+ |

∫
Ω
Xτ2dP−

∫
Ω
XMdP| ≤ 2ε

Donc (
∫
Xτ ) converge.

2.2 Convergence des amarts

Dans cette section on va garder les même notations, et on notera par F∞ la tribu engendré par⋃
n∈N
Fn, c-à-d : F∞ = σ(

⋃
n∈N
Fn)

Nous commençons par le lemme de qu’a été prouvé dans [5].

Lemme 2.2.1

Soit Y une variables aléatoire F∞-mesurable, telle que pour toute ω ∈ Ω Y (ω) est une point
d’adhérence de la suite (Xn(w)).
Donc ile existe τk ∈ T , croissante et τk ≥ k pour tout k, telle que : lim

k→∞
Xτk = Y , p.s.

Le premier théorème de convergence pour les amarts (dans [22]) est une application du théorème
de convergence dominée.
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Proposition 2.2.1

Soit (Xn)n∈N une suite adaptée, telle que
∫

Ω
sup
N
|Xn|dP <∞, donc les assertions suivantes sont

équivalentes.
1. (Xn) converge p.s.
2. (Xn) est un amart.

Preuve 5 1)⇒ 2) Supposons que (Xn) converge p.s vers Y.
Soit τn ∈ T tel que τn ↑ ∞, donc :
Xτn −→ Y p.s, d’après le théorème de convergence dominée,

∫
Ω
XτndP −→

∫
Ω
Y dP, d’où

∫
Ω
XτdP −→∫

Ω
Y dP. Par suite (Xn) est un amart.

2)⇒ 1) Supposons que (Xn) est un amart
On note X∗ = lim supXn et X∗ = lim inf Xn, On va montrer que X∗ = X∗ p.s.
D’après Le lemme2.2, ils existent τn, τ ′n ∈ T avec τn ↑ ∞, τ ′n ↑ ∞ tels que :
Xτn −→ X∗ p.s et Xτ ′n −→ X∗ p.s, d’après le théorème de convergence dominée, on a :∫

Ω
(X∗ −X∗)dP = lim

n

∫
Ω

(Xτn −Xτ ′n)dP = 0. par suite X∗ = X∗ p.s.

Le théorème générale de convergence pour les amarts est déduit de la proposition2.2 et le corollaire
2.1 (voir [22]).

Théorème 2.2.1

Soit (Xn)n∈N un amart, On suppose que sup
N

∫
Ω
|Xn|dP <∞. Donc (Xn) converge p.s.

Preuve 6 D’après le corollaire2.1, on a sup
N
| Xn |<∞ p.s, pour λ > 0 on pose A = {sup | Xn |> λ},

on remarque p(A)=0.
On sait que (−λ ∨ Xn ∧ λ) est un amart, de plus

∫
Ω

sup
N
| −λ ∨Xn ∧ λ | dP < ∞ En appliquant la

proposition2.2, on obtient :(−λ ∨Xn ∧ λ) converge p.s.
On pose B = {Xn = −λ ∨Xn ∧ λ,∀n ∈ N}, il est clair que P(B) = 1, en faisant tendre λ vers ∞, on
obtient la convergence p.s de (Xn).

La proposition suivante assure le sens inverse de la proposition2.2, c-à-d dans ce cas particulier si
(Xn) est un amart, donc

∫
Ω

sup |Xn|dp <∞ (voir [22]).
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Proposition 2.2.2

On suppose que Fn = Fm pour tous n,m ∈ N. Si (Xn,Fn)n∈N est un amart, donc :∫
Ω

sup |Xn|dp <∞.

Preuve 7 On cherche à montrer que sup |Xn| ∈ L1, donc il suffit de monter que infXn ∈ L1 et
supXn ∈ L1.
On suppose que

∫
Ω
supXndP =∞, On a sup

n
Xn = lim

N→+∞
sup
n6N

Xn, d’après le théorème de convergence

monotone :
Pour tout M ∈ N, il existe N ∈ N, tel que

∫
Ω

sup
n6N

XndP >M , On définit τm par :

τm : Ω −→ N
w 7−→ τm(w) = inf{k ≤ N : Xk(w) = sup

n6N
Xn}

puis que Fn = F1, ∀n ∈ N, τm ∈ T .
On a

∫
Xτm =

∫
sup
n6N

Xn > M , donc sup
T

∫
Xτ =∞ ce qui contredit le fait que (Xn) est une amart.

de même on prouve que inf Xn ∈ L1.

Remarque 5 Le théorème2.2 nécessite que (Xn) soit L1-bornée, nous allons donner dans la suite
deux théorèmes de convergence des amarts réels dont lequel la suite n’est pas forcément bornée dans
L1, (voir [22]).

Lemme 2.2.2

soit (Xn) un amart et σ un temps d’arrêt, X̂ = Xn∧σ est une amart.

Preuve 8 On pose σn = σ ∧ n, et on utilise la proposition2.1.

Théorème 2.2.2

Soit (Xn) un amart telle que (Xn) est Fn−1-mesurable pour tout n ∈ N (c-à-d prévisible). Donc
il existe un ensemble G, tel que (Xn) converge p.s sur G, et lim supXn = +∞, lim infXn = −∞
sur Gc.

FST Fès 20 Abbou Lahcen



2.2. CONVERGENCE DES AMARTS

Preuve 9 Soit λ > 0 on pose Gλ = {sup
n
Xn ≤ λ}

On définit σ de la façon suivante :

σ : Ω −→ N

w 7−→ σ(w) =
{

inf{k : X1 ≤ λ,X2 ≤ λ, ...,Xk ≤ λ,Xk+1 > λ}, si w /∈ Gλ
∞, si w ∈ Gλ.

On a {σ = n} ∈ Fn, puis que chaque (Xn+1) est Fn- mesurable, c-à-d σ est un temps d’arrêt.
On a X̂ = Xn∧σ, est une amart telle que X̂ < λ, donc sup

∫
X+ <∞, d’où (Xn) converge p.s.

D’autre part on a, X̂ = Xn pour tout n ∈ N, sur l’ensemble Gλ, par suite (Xn) converge p.s sur Gλ.
On pose G∗ =

⋃
λ∈N

Gλ = {supXn <∞} = {lim supXn < +∞}, d’où (Xn) converge p.s sur G∗.

D’une manière similaire on montre que (Xn) converge p.s sur G∗,λ = {lim infXn > −∞}, et on pose
G = G∗ ∪G∗
D’où le résultat.

Théorème 2.2.3

Soit (Xn) un amart. soit (τk) ⊆ T , une suite croissante, avec τk ≥ k pour tout k ∈ N. On
suppose que : ∫

sup
k∈N
|Xτk −Xk−1| <∞.

Donc il existe un ensemble G, tel que (Xn) converge p.s sur G, et lim supXn = +∞, lim infXn =
−∞ sur Gc.

Preuve 10 Etant donné λ > 0, on pose Gλ = {w ∈ Ω : sup
n
Xn(w) ≤ λ} On définit σ et σ′ de la

façon suivante :
σ = σ′ = +∞ sur Gλ, et σ′ = inf{k ∈ N : Xk(w) ≥ λ} pour w /∈ Gλ, et σ = τσ′.
On pose

τ ′n =
{
n, si {n < σ}
σ, si {n ≥ σ}

Soit X̂n = Xτ ′n, si σ
′ ≤ n, donc σ ≤ τn, alors τ ′n ∈ T . par suit X̂n = Xτ ′n est un amart. Si n ≤ σ′,

alors X̂n < λ, et si n ≥ σ′, alors X̂n = Xτk , où k = σ′, et on a : Xk−1 ≤ λ par définition de k.
D’où X̂n ≤ λ+ sup

k
|Xτk −Xk−1|, alors sup

n

∫
Ω

(̂X)+
n dp <∞, d’où Xn converge p.s sur Gλ, le reste de

la preuve est identique de la preuve du théorème précédent.
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2.3 Décomposition des amarts

Il existe plusieurs décompositions pour les martingales et les sous-martingales et les sup-martingales
et les quasi-martingales. nous allons étudier brièvement deux décompositions pour les amarts réels. La
décomposition de Riesz et La décomposition de Doob, comme conséquence de la décomposition
de Doob nous obtenons la lois forte des grandes nombres (voir [22]).

2.3.1 La décomposition de Riesz

Lemme 2.3.1

Soit (Zn,Fn)n∈N un amart, telle que lim
n→+∞

E(Zn/Fm) = 0, p.s pour tout m ∈ N, donc :

1.
∫

Ω
sup
n
|E(Zn|Fm)|dP <∞, pour tout m.

2. E(Zn|Fm)→ 0 dans L1, pour tout m.

3. lim
τ∈T

∫
|Zτ | = 0

4. Zn → 0 p.s et dans L1.
5. (Zτ ) est uniformément intégrable.

Théorème 2.3.1

Soit (Xn,Fn) un amart. Donc (Xn) peut être décomposé d’une manière unique de la façon
suivante, Xn = Zn + Yn, où Yn est une martingale et (Zn) est un amart qui converge vers 0
dans L1.

Preuve 11 1)L’existence :
Pour m ∈ N, On pose :Xn,m = E(Xn/Fm).
On sait que (Xn,m,Fm) est un amart, d’après la proposition(2.2.2),

∫
sup
n
|Xn,m| < ∞, par suite

(Xn,m), converge p.s.
On pose Ym = lim

n→∞
Xn,m. En utilisant le théorème de convergence dominée, on obtient :

E(Ym+1|Fm) = E(lim
n

E(Xn|Fm+1)/Fm)

= lim
n

E(E(Xn|Fm+1)|Fm)

= lim
n

E(Xn|Fm)

= Ym

D’où (Ym) est une martingale.
On pose Zn = Xn−Yn, on a :

∫
Ω
dpZτ =

∫
Ω
Xτ −YτdP =

∫
Ω
Xτ −

∫
Y1dP, donc (Zn) est un amart. et
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on a lim
n
E(Zn/Fm) = lim

n
E(Xn|Fm)− lim

n
E(Yn|Fm) = Ym − Ym = 0, d’après le lemme2.3.1 Zn → 0,

dans L1.
2)L’unicité : On suppose que Xn = Yn + Zn = Y ′n + Z ′n, On a(|Yn − Y ′n|) est une sous martingale
donc (

∫
|Yn − Y ′n|) est croissante.

D’autre part on a :
∫
|Yn − Y ′n| =

∫
|Zn − Z ′n| → 0.

D’où Yn = Y ′n, p.s.

Remarque 6 Si (Xn) est un amart uniformément intégrable, où Xn = Zn + Yn, puisque (Zn) est
uniformément intégrable d’après le lemme(2.3.1), donc (Yn) est une martingale uniformément inté-
grable et dans [5,page 92], On a (Yτ ) est uniformément intégrable, par suite (Xτ ) est uniformément
intégrable.

2.3.2 La décomposition de Doob

Soit (Xn,F)n∈N une suite adaptée, la décomposition de Doob associée a (Xn) est :

Xn = Mn +An

Avec : {
M1 = X1

Mn −Mn−1 = Xn − E(Xn|Fn−1)
et

{
A1 = 0
An −An−1 = E(Xn|Fn−1)−Xn−1

Notons que (Mn) est une martingale et (An) est prévisible. donc si (Xn) est un amart, alors (An) est
aussi un amart.

Théorème 2.3.2

On suppose Xn =
n∑
i=1

Yi est un amart, tel que :

sup
i

∫
Ω
Y 2
i dP <∞

Donc Xn

n
converge p.s.

Preuve 12 Soit Xn = Mn +An, la décomposition de Boob associée à Xn.

(
∫

Ω
|An −An−1|)2dP ≤

∫
Ω
|An −An−1|2dP. (2.7)
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D’autre part on a (An −An−1) et (Mn −Mn−1) sont orthogonale dans L2, donc :∫
Ω
|An−An−1+Mn−Mn−1|2dP =

∫
Ω
|An−An−1|2dP+

∫
Ω
|Mn−Mn−1|2dP =

∫
Ω
|Xn−Xn−1|2dP =

∫
Ω
Y 2
n dP.

(2.8)
D’après (2.2) et (2.3) :sup

n

∫
|An −An−1| <∞.

On pose Bn = An+1−An, puisque An est un amart prévisible Bn est un amart, d’après le théorème2.2

Bn converge p.s, par suite

n∑
i=1

Bi

n
converge p.s, et on a

n∑
i=1

Bi

n
= An

n
, donc A

n
converge p.s.

D’autre part on a d’après (2.3) sup
n

∫
|Mn −Mn−1|2 <∞

On pose Qn =
n∑
i=2

1
i
|Mi −Mi−1|2, est une martingale avec (

∫
Ω
|Qn|)2P ≤

∫
Ω
|Qn|2P =

n∑
i=2

1
i2
|Mi −Mi−1|2

donc sup
n
|Qn| <∞. d’après le théorème(2.2.1) Qn converge p.s, et d’après le lemme de Kronecker [8],

On a 1
n
Mn = 1

n

n∑
i=2
|Mi −Mi−1| converge p.s.

D’où Xn

n
= Mn

n
+ An

n
converge p.s.

Conclusion
Ce chapitre peut être considéré comme une introduction à la notion d’amart. Il est clair que le

cas réel est plus simple que le cas vectoriel en général, mais c’est le cas le plus riche de point de vue
la force des résultats obtenus. Il nous assure la convergence presque sûre d’un amart borné dans L1.
Dans le chapitre suivant nous allons voir que ce résultat n’est pas toujours vrai si nous remplaçons R
par un espace vectoriel quelconque.
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Chapitre 3

Les amarts vectoriels

Dans ce chapitre nous allons définir les amarts vectoriels, c-à-d la suite des variables aléatoires
(Xn)n∈N est à valeurs dans un espace vectoriel, puis nous allons donner quelques résultats concernant
ce cas.

3.1 Préliminaire

Cette section contient quelques définitions et résultats nécessaires pour étudier les amarts vectoriels
(voir [30], ou [16]).
Les notations sont les mêmes que des chapitres 1 et 2, et on note par E un espace de Banach, et
E∗ le dual de E, c-à-d l’ensemble des formes linéaires définies sur E à valeurs dans R. Sans perte de
généralité on suppose que F est engendré par

⋃
n∈N
Fn.

On commence à définir la notion d’amart dans le cas vectoriel.

Définition 3.1.1

Soient E un espace de Banach, et (Xn,Fn)n∈N une suite adaptée. On dite que Xn est un amart
vectoriel si.

lim sup
σ∈T

sup
τ∈T≥σ

‖E(Xτ |Fσ)−Xσ‖Pe = 0

Théorème 3.1.1

Soient E un espace de Banach, et (Xn,Fn)n∈N une suite adaptée. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. (Xn,Fn)n∈N est un amart.

2. La famille
(∫

Ω
Xτ dP

)
τ∈T

converge dans E.

Preuve 13 1)⇒ 2) triviale.
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

2)⇒ 1) On a

‖E(Xτ |Fσ)−Xσ‖Pe = sup
‖x∗‖≤1

∫
Ω
|〈x∗,E(Xτ |Fσ)−Xσ〉|dP

≤ 4 sup
‖x∗‖≤1

sup
A∈Fσ

∫
A
|〈x∗,E(Xτ |Fσ)−Xσ〉|dP

= 4 sup
A∈Fσ

∥∥∥∥∫
A
E(Xτ |Fσ)−XσdP

∥∥∥∥
= 4 sup

A∈Fσ

∥∥∥∥∫
A

(Xτ −Xσ)dP
∥∥∥∥

On définit les deux temps d’arrêts comme suit :

σ′ : Ω −→ N

w 7−→ σ′(w) =
{
σ, si w ∈ A
max τ, si w /∈ A.

τ ′ : Ω −→ N

w 7−→ τ ′(w) =
{
τ, si w ∈ A
max τ, si w /∈ A.

Alors∫
A

(Xτ −Xσ)dP =
∫

Ω
(Xτ ′ −Xσ′)P et σ′ ∈ T, τ ′ ∈ T≥σ′ et σ′ ≥ σ, il en résulte que

sup
A∈Fσ

∥∥∥∥∫
A

(Xτ −Xσ)dP
∥∥∥∥ ≤ sup

τ ′≥σ′≥σ

∥∥∥∥∫
A

(Xτ ′ −Xσ′)dP
∥∥∥∥

Par suite :

lim sup
σ∈T

sup
τ∈T≥σ

‖E(Xτ |Fσ)−Xσ‖ ≤ lim sup
σ∈T

sup
τ ′≥σ′≥σ

∥∥∥∥∫
A

(Xτ ′ −Xσ′)dP
∥∥∥∥ = 0

d’où le résultat.

3.2 Convergence des amarts vectoriels
Dans le chapitre 2 on a montré que si (Xn,Fn)n∈N est un amart réel borné dans L1 alors il converge

p.s. Dans cette section nous allons énoncer et prouver la version vectorielle de ce théorème.( voir [2])

Théorème 3.2.1

Soit E un espace de Banach qui possède la propriété de Radon-Nikodym tel que E∗ est séparable,
et (Xn,Fn)n∈N un amart à valeurs dans E, tel que sup

T

∫
Ω
‖Xτ‖ dP < ∞. Alors Xn converge

faiblement p.s, c-à-d il existe Z ∈ E tel que pour toute f ∈ E∗, f(Xn) −→ Z.
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

Avant de prouver ce théorème nous allons donner des résultats qui seront utiles dans la preuve
(pour le lemme et le théorème (3.2.3) voir [10], pour le théorème (3.2.2) voir [6])

Lemme 3.2.1

Soit k ∈ N, et A ∈ Fk, si la famille (
∫

Ω
XτdP)τ∈T converge alors (

∫
A
XτdP)τ∈T converge.

Preuve 14 Soit ε > 0, il existe N ≥ k tel que pour tous σ1, τ1 ∈ T≥N tels que

‖
∫

Ω
Xσ1dP−

∫
Ω
Xτ1dP‖ ≤ ε

Soient σ, τ ∈ T≥N , On définit σ1 et τ1 de la façon suivante :
Soit N1 ≥ max(σ, τ) :

σ1 : Ω −→ N

w 7−→ σ1(w) =
{
σ, si w ∈ A
N1, si w /∈ A.

τ1 : Ω −→ N

w 7−→ τ1(w) =
{
τ, si w ∈ A
N1, si w /∈ A.

On a {σ1 < N} = {σ1 > N1} = ∅ ∈ Fn et {σ1 = n} = {σ = n}
⋂
A ∈ Fn, pour tout N ≤ n ≤ N1 et

{σ1 = N1} = Ac ∈ Fk ⊆ FN1, par suite σ1 est un temps d’arrêt. de même on montre que τ1 est un
temps d’arrêt. Donc :

‖
∫
A
XσdP−

∫
A
XτdP‖ = ‖

∫
Ω
Xσ1dP−

∫
Ω
Xτ1dP‖ < ε

D’où le résultat.

Théorème 3.2.2: Vitali-Hahn-Saks

Soit µn une suites de mesures finies définies sur F à valeurs dans E. telle que lim
n
µn(A) = µ(A)

existe pour tout A ∈ F , alors µ est une mesure.

Théorème 3.2.3

Soit E un espace de Banach, (Xn,Fn)n∈N un amart à valeurs dans E, tel que

X∗ = sup
n∈N
‖Xn‖ ∈ L1,

donc :
µ(A) = lim

n∈N

∫
A
XndP = lim

τ∈T

∫
A
XτdP

existe pour toute A ∈ F , et la fonction µ est une mesure absolument continue par rapport à p
et de variation finie.
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

Preuve 15 On sait que cette limite existe pour toute A ∈
⋃
n∈N
∈ Fn (D’après le lemme (3.2.1)).

Soit A ∈ F . Montrons que
(∫

A
XτdP

)
τ∈T

est une suite de Cauchy dans E.

Soit ε > 0, il existe δ > 0 tel que (B ∈ F , P(B) ≤ δ)⇒
∫
B
X∗dP ≤ ε.

Soit A0 ∈
⋃
n∈N
Fn, telle que P(A∆A0) ≤ ε, soit n0 ∈ N tel que A0 ∈ Fn0.

Donc, pour σ, τ ∈ T≥n0 ⇒ ‖
∫
A0
XσdP−

∫
A0
XτdP‖ ≤ ε.

On a pour tout τ ∈ T :

‖
∫
A0
XτdP−

∫
A0
XτdP‖ ≤

∫
A∆A0

‖Xτ‖dP ≤
∫
A∆A0

X∗dP ≤ ε.

On déduire que pour tous σ, τ ∈ T≥n0, on a :

‖
∫
A
XσdP−

∫
A
XτdP‖ ≤ 3ε

Par suite la famille (
∫
A
XτdP)τ∈T converge pour toute A ∈ F .

D’après le théorème de Vitali-Hahn-Sacks µ est une mesure. puisque ‖µ(A)‖ ≤
∫
A
X∗dP pour toute

A ∈ F , donc µ est de variation finie , et µ� p.

Preuve 16 Théorème (3.2.1) Comme dans le cas réel on va réduire le problème de convergence des
amarts bornés dans L1, à celui de la convergence d’amarts tel que sup

n∈N
‖Xn‖ ∈ L1. Étant donné a>0,

on pose ‖ Xn ‖. On définit le temps d’arrêt σ de la façon suivante :

σ : Ω −→ N ∪ {+∞}

w 7−→ σ(w) =
{

inf{n ∈ N : ‖Xn(w)‖ ≥ a},
∞, sinon.

On note Y = sup
n
‖Xn∧σ‖

Nous affirmons que
∫

Ω
Y dP <∞. En effet : Soit A = {ω /σ(ω) <∞}.

∗ Sur Ac : Y < a.
∗ Sur A, il est clair que ‖Xn∧σ‖ → ‖Xσ‖.
D’après le lemme de Fatou, et le fait que n ∧ σ est un temps d’arrêt on a :∫

A
‖ Xσ ‖ dP ≤ lim inf

n

∫
A
‖Xn∧σ‖dP

≤ lim inf
n

∫
Ω
‖Xn∧σ‖dP

≤ sup
τ∈T

∫
Ω
‖Xτ‖dP = M <∞.
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3.2. CONVERGENCE DES AMARTS VECTORIELS

D’après le lemme maximale on a :

P({sup
n
‖Xn‖ ≥ a}) ≤

1
a
sup
τ

∫
Ω
‖Xτ‖dP.

donc pour a assez grand, on a P({sup
n
‖Xn‖ ≥ a}), alors (Xn∧σ) coïncide avec (Xn), presque surement.

Sans perte de généralité on suppose que : sup
n
‖Xn‖ = Y ∈ L1. On définie maintenant la suite des

mesures à valeurs dans E µτ , τ ∈ T de la façon suivant :

µτ (A) =
∫
A
XτdP, ∀A ∈ F .

D’après le théorème (3.2.3) et le fait que E possède la propriété de Radon-Nikodym, il existe X∞ tel
que :

lim
T

∫
A
XτdP =

∫
A
X∞dP, ∀A ∈ F . (3.1)

Soit (x∗i : i = 1, 2, 3, ...) une suite dense dans la boule unité de E∗.
Fixons i, en appliquant x∗i sur 16, on obtient :

lim
T

∫
A
x∗i (Xτ )dP =

∫
A
x∗i (X∞)dP, ∀A ∈ F . (3.2)

D’après le théorème 3.2 lim
n
x∗n(Xn) existe presque surement et par 16, cette limite est x∗i (X∞) presque

surement, c-à-d lim
n
x∗i (Xn) = x∗i (X∞) sauf dans un ensemble négligeable Ωi.

L’argument est vrai pour tout i, alors Xn converge faiblement vers X∞, sauf sur l’ensemble négligeable⋃
Ωi.

D’où le résultat.

Remarque 7 La convergence faible ne peut pas être remplacer par la convergence forte, il suffit de
prendre l’exemple suivant.
Soit E un espace Lp, où (1 ≤ p ≤ ∞), et (en) la base canonique, Soit Xn une variable aléatoire définie
par, P(X1 = e1) = 1, P (X2 = ei) = 1

2 , i = 2, 3, et P (X3 = ei) = 1
4 , i = 4, 5, 6, 7.

D’abord on a ‖Xn‖ = 1, pour tout n, et Xn n’est pas de Cauchy, alors elle diverge pour chaque point
de Ω, mais d’autre part on a ‖

∫
Ω
XndP‖ = 2

(n−1)(1−p)
p → 0, donc la famille

(∫
Ω
XτdP

)
T
→ 0.

Dans la suite nous allons donner un théorème qui peut être considérer comme solution de la
question suivante, pour un espace de Banach E, est-il vrai que tout amart (Xn)n∈N à valeurs dans E
tel que sup

T

∫
Ω
‖Xτ‖ <∞ converge fortement presque surement si et seulement si E est de dimension

finie. (voir [6]).
Pour simplifier nous allons supposer que, Ω = [0, 1[, F , la tribu de Borel et P la mesure de Lebesgue.
On commence par le lemme de Drovelzky-Rogers qui va être très utile dans la preuve du théorème (voir
[19]).
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Lemme 3.2.2

Soit E un espace de Banach de dimension infinie, soient λ1 > 0, λ2 > 0, ..., λn > 0, alors il existe
un base e1, e2, ..., en ∈ E où ‖ei‖ = 1, pour i = 1, 2, .., n, Soit I un sous-ensemble de {1, 2, ..., n},
alors :

‖
∑
i∈I

λiei‖2 ≤ 3
∑
i∈I

λ2. (3.3)

Maintenant nous énonçons et prouvons le théorème

Théorème 3.2.4

Soit E un espace de Banach, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. E est de dimension finie.

2. Tout amart (Xn)n∈N à valeurs dans E. Tel que sup
T

∫
Ω
‖Xτ‖ < ∞ converge fortement

presque surement.

3. Tout amart (Xn)n∈N à valeurs dans E. Tel que ‖Xn(w)‖ ≤ 1, pour tout n ∈ N, et tout
ω ∈ Ω converge fortement presque surement.

Preuve 17 1)⇒ 2), Soit (ui)i∈{1,2,...,r} un base de E. Alors pour tout n ∈ N et ω ∈ Ω :

Xn(w) =
r∑
i=1

Xi
n(w)ui.

Pour 1 ≤ j ≤ r, (Xj
n)n∈N est un amart réel tel que sup

N

∫
Ω
|Xj

n|dp < ∞, donc d’après le théorème 2.2

(Xn)n∈N converge fortement presque surement.
2)⇒ 3) évidente.
3)⇒ 1) On suppose que E est de dimension infinie, nous allons construire un amart (Xn)n∈N tel que
‖Xn(w)‖ = 1 pour tout n ∈ N et ω ∈ Ω, mais il ne converge pas fortement p.s.
Pour tout n ≥ 1, soit {A(n)

i }, pour 1 ≤ i ≤ 2n, telles que

A
(n)
i =

[
i− 1
2n ,

i

2n
[
, 1 ≤ i ≤ 2n

On applique maintenant le lemme?? sur λ(n)
i = 1

2n pour 1 ≤ i ≤ 2n, donc il existe des vecteurs
distincts (ei)i∈{1,2n} appartient à E, tel que 3.3 est vérifiée. On définit Xn par :

Xn(w) =
2n∑
i=1

1
A

(n)
i

(w)e(n)
i , 1 ≤ i ≤ 2n.
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Alors, il est clear que Fn = σ(X1, ..., Xn) est une algèbre engendré par {A(n)
i } 1 ≤ i ≤ 2n.

On doit montrer que :
A ∈

⋃
n∈N
Fn ⇒ lim

τ∈T

∫
A
XτdP = 0. (3.4)

ce qui entraine que (Xn)n∈N est un amart.
soit A ∈ FN0, prenons τ ∈ T≥N0, donc il existe un entier k tel que N0 ≤ τ ≤ k, pour tout N0 ≤ n ≤ k,
on a :

{τ = n} ∩A =
⋃
j∈I

A
(n)
j = Ωn

∫
A
XτdP =

k∑
n=N0

∫
{τ=n}∩A

∑
j∈I

1
A

(n)
j

e
(n)
j

 =
k∑

n=N0

∑
j∈I

p(A(n)
j )e(n)

j


D’après l’inégalité , pour tout N0 ≤ n ≤ k on a :

‖
∑
j∈I

p(A(n)
j )e(n)

j ‖ ≤
√

3

∑
j∈I

p(A(n)
j )2

 1
2

=
√

3

 1
2n
∑
j∈I

p(A(n)
j

2

=
√

3
(
√

2)n
(p(Ωn))

1
2

≤
√

3
(
√

2)n

on déduire :

‖
∫
A
XτdP‖ ≤

k∑
n=N0

‖
∑
j∈I

p(A(n)
j )e(n)

j ‖

≤
√

3

 k∑
n=N0

1
(
√

2)n

 ≤ ε
Pour N0 largement suffisant 3.4 est prouvée.
Puisque ‖Xn‖ = 1 pour tout n ∈ N, et ω ∈ Ω, donc

A ∈ F ⇒
∫
A
XndP→ 0. (3.5)

On suppose que Xn converge p.s vers X∞, d’après le théorème de convergence dominée∫
A
XndP→

∫
A
X∞, pour toute A ∈ F . (3.6)

Puisque X∞ est F∞-mesurable, donc X∞ = 0 p.s, ce contredit le fait que Xn converge car
‖Xn(w)‖ = 1, pour tout n ∈ N et ω ∈ Ω, ce qui termine la prouve.

Remarque 8 De même on peut prouver que pour tout espace de Banach E, la classe des amart à
valeurs dans E tel sup

N

∫
Ω
XndP < ∞, et la classe des amart à valeurs dans E tel sup

T

∫
Ω
XτdP < ∞,

coîncide si et seulement si E est de dimension finie (Voir [6]).
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Conclusion
Dans ce chapitre, après avoir donné quelques définitions et résultats préliminaires, nous avons

donné le théorème générale de convergence des amarts à valeurs vectorielles. Nous remarquons que la
convergence de ces derniers n’est pas réalisée en générale au sens de la topologie forte mais uniquement
au sens de la topologie faible. Donc le théorème de Chatterji n’est pas vrai pour les amarts vectoriels.
L’objectif du chapitre suivant est de définir une nouvelle classe des amarts qui à la fois généralise la
notion des martingales et où le théorème de chatterji reste vrai.
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Chapitre 4

Les amarts uniformes

Le théorème générale de la convergence des amarts à valeurs vectoriels, montre que tout amart
vectoriel borné dans L1, converge faiblement presque surement. dans le chapitre précédent on a montré
que dans un espace de Banach de dimension infinie on peut trouver un amart vectoriel qu’est borné
dans L1 mais il ne converge pas pour la norme de E. Dans ce chapitre nous allons définir une classe des
amarts vectoriels appelé les amarts uniformes pour laquelle la convergence forte est presque surement
assuré.

4.1 Notation, définition et préliminaires.
Dans cette section on va définir la notion d’amart uniforme, on donne d’abord la définition qui

est exprimée par Bellow dans [7], après on va donner une autre définition qui sera adapter durant ce
chapitre.
On suppose que E est un espace de Banach séparable, soit D ⊂ {x∗ ∈ E∗ : ‖x∗‖ ≤ 1} un ensemble
dénombrable.
Pour x ∈ E, on a

‖x‖ = sup{|〈x∗, x〉| : x∗ ∈ E∗}
Soit E un espace de Banach. On note par LE(Ω,F) l’ensemble des fonctions g : Ω→ E, de la forme

g =
n∑
i=1

xi1Ai

Où les Ai sont deux à deux disjoints pour i = 1, ..., n, et xi ∈ E pour chaque i.
On écrit

L1
E(ω,F) = {g ∈ LE(Ω,F)|‖g(ω)‖ ≤ 1, pour toutω ∈ Ω}

Nous donnons d’abord la définition d’un amart uniforme.
Soit (Xn,Fn)n∈N un amart à valeurs dans E, on note µτ (A) =

∫
A
XτdP, pour toute A ∈ F , d’après le

lemme3.2 la famille (µτ )τ∈T converge uniformément vers une limite notée µ(A) dans E, pour chaque
A ∈

⋃
n∈N
Fn =

⋃
τ∈T
Fτ , c-à-d, pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que σ ∈ T≥n0 ⇒ sup

A∈Fσ
‖µσ−µ(A)‖ ≤ ε

Alors, lim
τ∈T

∫
Ω
〈g,Xτ 〉dP = L(g), existe pour toute g ∈ LE∗(Ω,

⋃
n∈N
Fn), alors nous donnons la définition

suivante(voir [7])
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Définition 4.1.1

Soient E un espace de Banach, et (Xn,Fn)n∈N, une suite adaptée à valeurs dans E, on dit que
Xn est un amart uniforme si la famille (

∫
Ω
XτdP)τ∈T , converge uniformément, c-à-d :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : (σ ∈ T, σ ≥ n0)⇒ sup
g∈L1

E(Ω,Fσ)
|
∫

Ω
〈g,Xσ〉dP− L(g)| ≤ ε

Remarque 9 La définition précédente peut être donner de la façon suivante :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : (σ ∈ T, σ ≥ n0)⇒ ‖µσ − (µ|Fσ)‖ ≤ ε

La définition suivante sera adaptée dans la suite de ce chapitre [23].

Définition 4.1.2

Soit (Xn,F) une suite adaptée. On dit que Xn est une amart uniforme, si

lim sup
σ∈T

sup
τ∈T≥σ

∫
Ω
‖E(Xτ |Fσ)−Xσ‖ dP = 0 .

Exemple 2 1. Toute martingale est un amart uniforme.
2. Toute suite (Xn,Fn)n adaptée qui converge p.s, telle que (Xσ)σ∈τ est uniformément intégrable

est un amart uniforme. En effet :
Puisque (Xn)n∈N converge p.s, alors (Xσ)σ∈τ est aussi converge vers X∞ ∈ L1

E.
Puisque (Xσ)σ∈τ est uniformément intégrable, on a

lim
σ∈τ

∫
Ω
‖Xσ −X∞‖ dP.

Donc,

lim
σ∈τ

sup
τ∈T≥σ

‖E(Xτ |Fσ)−Xσ‖1 = lim
σ∈τ

sup
τ∈T≥σ

‖E(Xτ −Xσ|Fσ)‖1

≤ lim
σ∈τ

sup
τ∈T≤σ

‖Xτ −Xσ‖1

= 0.

On peut conclure que toute suite (Xn)n∈N, telle que sup
n
‖Xn‖ <∞, et telle que (Xn)n∈N converge

p.s est un amart uniforme.
3. Toute quasi-martingale et un amart uniforme. En effet :

Soit ε > 0, prenons n0 ∈ N tel que :

∞∑
n=n0

∫
Ω
‖E(Xn+1|Fn)−Xn‖ dP <∞.
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Soit σ, τ ∈ T≥n0, avec τ ≥ σ, alors :∫
Ω
‖E(Xτ |Fσ)−Xσ‖ dP ≤

max σ∑
k=min σ

max τ∑
j=min σ

∫
{τ=j}∩{σ=k}

‖E(Xj |Fk)−Xk‖ dP . (1)

On a {τ = j} ∩ {σ = k} = ∅, si k > j et si k = j, alors ‖E(Xj |Fk)−Xk‖ = 0.
Donc,

(1) =
∑

k∈σ(Ω)
j∈τ(Ω)
k<j

∫
{τ=j}∩{σ=k}

‖E(Xj |Fk)−Xk‖ dP ,

d’autre part, on a

E(Xj |Fk)−Xk = E(Xj −Xk|Fk)
= E(Xj −Xj−1 +Xj−1 · · · −Xk+1 +Xk+1 −Xk|Fk)
= E(E(Xj |Fj−1)−Xj−1 + E(Xj−1|Fj−2) · · · −Xk+1 + E(Xk+1|Fk)−Xk|Fk)

Puisque ‖E(·|Fk)‖ ≤ 1, on a :

(1) ≤
∑
k,j
k<j

∫
{τ=j}∩{σ=k}

j∑
p=k+1

‖E(Xp|Fp−1)−Xp−1‖ dP

≤
max τ∑

p=min σ+1

∫
Ω
‖E(Xp|Fp−1)−Xp−1‖ dP

≤ ε.

Définition 4.1.3

Soient E un espace de Banach et (Xn,Fn)n∈N, une suite adaptée à valeurs dans E, on dit que
Xn est un potentielle uniforme si Xn est intégrable pour tout n ∈ N et

∫
Ω
‖Xτ‖dP→ 0

Remarque 10 : Si Xn est un potentiel uniforme, alors lim
n∈N

Xn(w) = 0 presque surement.

Proposition 4.1.1

tout amart réel est un amart uniforme.

Preuve 18 Si µ est une fonction additive définie sur F à valeurs réelles et borné", est de variation
finie et (voir [18] lemme 5, p.97)

‖µ‖ ≤ 2 sup
A∈F
|µ(A)|

Donc, pour σ ∈ T≥n0 :
‖µ− (µ|Fσ)‖ ≤ sup

A∈Fσ
|µσ(A)− µ(A)| ≤ 2ε

D’où le résultat.

FST Fès 35 Abbou Lahcen



4.2. CONVERGENCE ET DÉCOMPOSITION DES AMARTS UNIFORMES

4.2 convergence et décomposition des amarts uniformes
Le théorème suivante et n’est d’autre qu’une généralisation du théorème de Chatterji qui est

énoncer dans le chapitre 1.(voir [7])

Théorème 4.2.1

Soit E un espace de Banach, tel que E possède la propriété de Radon-Nikodym. Alors, tout
amart uniforme borné dans L1 converge fortement p.s.

Preuve 19 La preuve est basée sur la définition d’amart uniforme et le corollaire 1.10 chapitre 5,
dans [23]
La propriété notée (Bτ ) est satisfaite puisque pour toute A ∈

⋃
n

Fn, la famille
(∫

A
Xτ dP

)
τ∈T

converge

en norme de E.
En effet :
Soit A ∈ Fn0. Soient τ ∈ T≥σ, σ ∈ T≥n0, alors :

‖
∫
A
Xτ dP−

∫
A
Xσ dP ‖ =‖

∫
A
E(Xτ −Xσ|Fσ) dP ‖

≤
∫

Ω
‖ E(Xτ −Xσ|Fσ) ‖ dP ,

d’où,
(∫

Ω
Xτ dP

)
τ∈T

converge par définition d’un amart uniforme.

Maintenant on donne la décomposition de Riesz pour les amarts uniformes, on vira qu’elle sera très
utiles pour prouver les résultats (voir [7]).

Théorème 4.2.2

Soit E un espace de Banach et soit (Xn,Fn)n∈N un amart uniforme, alors (Xn,Fn)n∈N admet
une décomposition unique

Xn = Yn + Zn,

où (Yn,Fn)n∈N est une martingale et (Zn,Fn)n∈N est un potentiel uniforme.

Preuve 20 Soit m ∈ N, alors (E(Xn|Fn))n∈N est une suite de Cauchy dans L1
E :

Soit n1, n2 ∈ N tels que n2 ≥ n1 ≥ m :

‖ E(Xn1 |Fm)− E(Xn2 |Fm) ‖1 = ‖ E(Xn1 −Xn2 |Fm) ‖1
= ‖ E(Xn1 − E(Xn2 |Fn1)) ‖1
≤ ‖ Xn1 − E(Xn2 |Fn1) ‖1.

On pose Ym = lim
n→+∞

E(Xn|Fm).
On pose Zn = Xn − Yn, pour tout n ∈ N∫

Ω
lim

n→+∞
sup ‖ Zn ‖ dP ≤ lim

σ∈T
sup sup

τ∈T≥σ

∫
Ω
‖ E(Xτ |Fσ)−Xσ ‖ dP.
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D’où, lim
n→+∞

Zn = 0 p.s.
D’autre part, puisque Yσ = lim

n→+∞
E(Xn|Fσ).

Pour tout σ ∈ T , on a :∫
Ω
‖ Yσ −Xσ ‖ dP = lim

n→+∞

∫
Ω
‖ E(Xn|Fσ)−Xσ ‖ dP ,

alors, lim
σ∈T
‖ Zσ ‖1 = 0.

On suppose que pour tout n ∈ N :

Xn = Yn + Zn = Y ′n + Z ′n,

où (Y ′n)n∈N est une martingale et lim
σ∈T
‖ Z ′σ ‖= 0.

On a la martingale (Zn − Z ′n)n∈N égale à (Yn − Y ′n)n∈N converge vers 0 pour la norme ‖ · ‖1 (car
‖ Z ‖1 → 0 et Z ′n1 → 0), par suite Zn = Z ′n presque surement et Yn = Y ′n presque surement pour tout
n ∈ N, d’où le résultat.

Le théorème suivant peut être considéré comme une version vectoriel du lemme 2 de [5].

Théorème 4.2.3

Soit E un espace de Banach et soit (Xn,Fn)n∈N un amart uniforme à valeurs dans E, borné
dans L1. Alors :

1. (Xn,Fn)n∈N est un amart de classe (B).
2. (‖ Xn ‖,Fn)n∈N est un amart uniforme.

Preuve 21 1. D’après le théorème de décomposition de Riesz, on a :

sup
τ∈T

∫
Ω
‖ Xτ ‖ dP ≤ sup

τ∈T

∫
Ω
‖ Yτ ‖ dP + sup

τ∈T

∫
Ω
‖ Zτ ‖ dP

≤ sup
n∈N

∫
Ω
‖ Yn ‖ dP + sup

τ∈T

∫
Ω
‖ Zτ ‖ dP

Puisque (Yn,Fn)n∈N est une martingale. Comme (Xn)n∈N est bornée dans L1
E, alors

sup
n∈N

∫
Ω
‖ Yn ‖ dP <∞.

Soit n ∈ N tel que
sup

τ∈T≥n0

∫
Ω
‖ Zτ ‖ dP < 1.

Pour tout τ ∈ T on a :∫
Ω
‖ Zτ ‖ dP =

∫
{τ≥n0}

‖ Zτ ‖ dP +
∫
{τ<n0}

‖ Zτ ‖ dP

≤
∫
{τ≥n0}

‖ Zτ ‖ dP +
n0−1∑
k=1

∫
Ω
‖ Zk ‖ dP
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On définit τ ′ comme suit :
τ ′ : Ω −→ N

ω 7−→ τ ′(ω) =
{
τ si τ ≥ n0

n0 si τ ≤ n0

Il est clair que τ ∈ T≥n0 et
∫
{τ≥n0}

‖ Zτ ′ ‖ dP =
∫
{τ≥n0}

‖ Zτ ‖ dP.

Alors : ∫
{τ≥n0}

‖ Zτ ‖ dP ≤
∫

Ω
‖ Zτ ′ ‖ dP

≤ sup
σ∈T≥n0

∫
Ω
‖ Zσ ‖ dP

<∞ .

Donc

sup
τ∈T

∫
Ω
‖ Xτ ‖ dP ≤ sup

n∈N

∫
Ω
‖ Yn ‖ dP + 1 +

n0−1∑
k=1

∫
Ω
‖ Zk ‖ dP

<∞ .

2. En vertu du fait que :

lim
σ∈T

∫
Ω
‖ Xσ − Yσ ‖ dP = lim

σ∈T

∫
Ω
‖ Zσ ‖ dP = 0.

Le problème est réduit à (Yn,Fn)n∈N. En effet :∫
Ω
|E(‖ Yτ ‖ |Fσ)− ‖ Yσ ‖ −E(‖ Xτ ‖ |Fσ)− ‖ Xσ ‖| dP

≤
∫

Ω
|E(‖ Yτ ‖ |Fσ)− E(‖ Xτ ‖ |Fσ)− (‖ Yσ ‖ − ‖ Xσ ‖)| dP

≤
∫

Ω
|E(‖ Yτ ‖ − ‖ Xτ ‖ |Fσ)| dP +

∫
Ω
| ‖ Xσ ‖ − ‖ Yσ ‖ | dP

≤
∫

Ω
|‖ Yτ ‖ − ‖ Xτ ‖ | dP +

∫
Ω
|‖ Yσ ‖ − ‖ Xσ ‖ | | dP

≤
∫

Ω
‖ Xτ − Yτ ‖ dP +

∫
Ω
‖ Yσ −Xσ ‖ dP −→

τ,σ∈T
0.

On sait que (‖ Yn ‖)n∈N est une sous-martingale, alors :∫
Ω
|E(‖ Yτ ‖ |Fσ)− ‖ Yσ ‖| dP =

∫
Ω

(E(‖ Yτ ‖ |Fσ)− ‖ Yσ ‖) dP

=
∫

Ω
‖ Yτ ‖ dP−

∫
Ω
‖ Yσ ‖ dP.

Comme
(∫

Ω
‖ Yτ ‖ dP

)
τ∈T

est croissante et bornée alors elle converge. Par suite :∫
Ω

∣∣∣EFσ ‖ Yτ ‖ − ‖ Yσ ‖∣∣∣ dP −→
τ,σ∈T

0

d’où le résultat.
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Lemme 4.2.1

Soit (Xm
n ,Fn) une suite des amarts uniformes. On considère la suite adaptée (Xn,Fn)n∈N,

vérifiant
lim

m→+∞
sup
n∈N

∫
Ω
‖ Xm

n −Xn ‖ dP = 0

alors, (Xn,Fn)n∈N est un amart uniforme.

Le théorème suivant est déjà énoncé pour les amarts réels dans le chapitre 2, nous donnons maintenant
ce théorème pour les amarts uniformes (voir [7]).

Théorème 4.2.4

Soient E un espace de Banach et (Xn,Fn)n∈N, un amart uniform à valeurs dans E. Soit (τk)k∈N
une suite des temps d’arrêt inclus dans T, on définit =k par :

=k = Fτk = {A ∈ F|A ∩ {τk = n} ∈ Fn, ∀n ∈ N}

Et Yk = Xτk pour k ∈ N
Alors (Yn,=n)n∈N est un amart uniforme, et si (Xn)n∈N est borné dans L1, alors (Yn)n∈N est
aussi borné dans L1.

Preuve 22 Soit k ∈ N. On a :
Xτk = Yτk + Zτk ,

alors, pour tout m ∈ N, on a :

Xτk = Yτk + Zτk∨m + Zτk∧m − Zm,

car :
Zτk = Zτk∧m + Zτk∨m − Zm.

On sait que :
lim

m→+∞
sup
k∈N

∫
Ω
‖ Zτk∨m − Zm ‖ dP = 0.

Pour tout m ∈ N, (Xτk∧m,Fτk)k∈N est une amart uniforme. Puisque elle est majorée par
sup

k∈{1,··· ,m}
‖ Zk ‖∈ L1

R, alors elle converge p.s vers Zτ∞∧m, où τ∞ = lim
k→+∞

τk.

(Yτk ,Fτk)k∈N est une martingale, puis (τk)k∈N est croissante, alors elle est un amart uniforme.
D’après le lemme précédent, on a (Yk, τk)k∈N est un amart uniforme.
Si (Xn)n∈N est bornée dans L1

E, alors (Xn,Fn)n∈N est de classe (B), par conséquent la suite (Yn)n∈N
est bornée dans L1

E.

Corollaire 4.2.1

Soient E un espace de Banach et (Xn,Fn)n∈N, un amart uniforme à valeurs dans E. les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. si (Xn)n∈N est borné dans L1, alors elle converge fortement presque surement.
2. L’espace E admet la propriété de Radon-Nikodym.
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Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons défini une nouvelle classe d’amarts à savoir ; les amarts uniformes.

Ces nouveaux processus généralisent bien les martingales et les quasi-martingales mais également
possèdent des propriétés plus importantes que les amarts. un amart uniforme à valeurs vectorielles et
borné dans L1 converge fortement presque surement. La décomposition de Riez a été l’une des clés
dans la démonstration de plusieurs propriétés et résultats de ce chapitre.

FST Fès 40 Abbou Lahcen



Chapitre 5

Les multi-mesures et théorème de
Radon-Nikodym

Durant ce chapitre, Soit (Ω,F) un espace mesurable. Soit E un espace de Banach, E∗ est le dual
de E, et 2E est la famille de toutes les parties non vides de E. Soit X ∈ 2E , On note par clX (resp
c̄oX) la fermeture de X (resp l’enveloppe convexe fermé de X), et on définit ‖X‖ par :

‖X‖ = sup
x∈X
‖x‖

Soient X,Y ∈ 2E deux fermés, soit δ(X,Y ) est la distance de Hausdorff de X et Y, c-à-d,

δ(X,Y ) = max{sup
x∈X

d(x, Y ), sup
y∈Y

d(y,X)} (5.1)

5.1 Les multi-mesures
Soit M : F → 2E une fonction multivoque, on dit que M est additive par rapport à une partition

dénombrable {An}n∈N, si M(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

M(An). Pour {Xn} dans, 2E ,
∞∑
i=1

Xn est définie par :

∞∑
n=1

Xn = {x ∈ E : x =
∞∑
n=1

xn}, ( incoditionnellement convergente), xn ∈ Xn, n ≥ 1}

Définition 5.1.1

Soit M : F → 2E une fonction multivoque. On dit que M est une multi-mesure si elle est
additive pour toute partition dénombrable dans F , et M(∅) = {0}.
Soit A ∈ F , on note par Ξ l’ensemble de toutes les partitions mesurables finie de A. La variation
de M est définie par :

|M |(A) = sup
{Ai}∈Ξ

n∑
i=1
|M(Ai)|

Remarque 11 1. Soit M une multi-mesure additive par rapport à toute partition mesurable dé-
nombrable et bornée alors M(∅) = {0}.
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2. Si M est de variation bornée, alors
∞∑
i=1

xn est absolument convergente, pour tout xn ∈ M(An),

où {An} est une famille dans F deux à deux disjoints

Nous commençons d’abord par la proposition suivante (voir [3]).

Proposition 5.1.1

Soit M : F :→ 2E une multi-mesure alors |M | est une mesure positive sur F .

Définition 5.1.2

Soient A ∈ F , et M : F :→ 2E une multi-mesure, on dit que A est un atome de M si et
seulement si, M(A) 6= {0}, et M(B) = {0} ou M(A\B) = {0}, pour tout B ⊂ A, et B ∈ F .
Une multi-mesure est dite sans atome si elle n’admet pas d’atomes.

Remarque 12 Il est clair que A est un atome par rapport à M si et seulement si A est un atome
par rapport à |M |.

On donne le théorème suivant (voir [28])

Théorème 5.1.1

On suppose que E possède la propriété de Radon-Nikodym. SoitM : F → 2E , une multi-mesure
sans atome de variation bornée. Alors pour tout A ∈ F , clM(A) est convexe.

Remarque 13 Sous les hypothèses du théorème5.1
⋃
A∈F

M(A) est convexe (voir théorème 4.4 [3])

Soit M : F → 2E une multi-mesure, en générale une fonction multivoque obtenue en prenant clM(A)
(ou c̄oM(A)), n’est pas toujours une multi-mesure (voir exemple 1.4 [28]). Le théorème suivant donne
les conditions où on a le cas (voir [28]).

Théorème 5.1.2

Soit M : F → 2E une multi-mesure de variation bornée, telle que M(Ω), est relativement
faiblement compacte. Soient A ∈ F , etM(A), (resp coM(A)) la fermeture faible (resp l’envolope
convexe fermé deM(A)). AlorsM et coM , sont des multi-mesures sur F , et |M |(A) = |M |(A) =
|coM |(A) pour tout A ∈ F .

Preuve 23 On montre facilement que coM est une multi-mesure. La preuve pour M sera identique.
Soit A ∈ F .
Comme M(Ω) = M(A) +M(Ω\A), il s’en suit que M(A) est relativement faiblement compacte. Ainsi
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coM(A) est faiblement compact (voir page 434 [25]).
Soit (An)n∈N une famille dans F deux à deux disjointe. Alors on a :

M

( ∞⋃
n=1

An

)
=

k∑
n=1

(M(An)) +M

 ∞⋃
n=k+1

An

 .
Donc :

coM(
∞⋃
n=1

An) =
k∑

n=1
coM(An) + coM

 ∞⋃
n=k+1

An

 .
Puisque M est de variation bornée, alors coM

 ∞⋃
n=k+1

An

 et
∞∑

n=k+1
coM(An) sont faiblement com-

pactes.
D’après le Lemme 3 [42], on a :

δ

(
coM

( ∞⋃
n=1

An

)
,
∞∑
n=1

coM(An)
)

= δ

 k∑
n=1

M(An) + coM

 ∞⋃
n=k+1

An

 , k∑
n=1

coM(An) +
∞∑

n=k+1
coM(An)


= δ

coM
 ∞⋃
n=k+1

An

 , ∞∑
n=k+1

coM(An)


≤‖ coM

 ∞⋃
n=k+1

An

 ‖ + ‖
∞∑

n=k+1
coM(An) ‖

≤ 2.
∞∑

n=k+1
|M |(An) −→

k→∞
0.

Par suite coM
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

coM(An). Il est clair que |M | = |M | = |coM |, sur F .

5.2 Sélections des multi-mesures
Soit M : F → 2E , une multi-mesure. On dit qu’une mesure m : F → E est une sélection de M, si

m(A) ∈ M(A), pour toute A ∈ F , et m est dite sélection généralisée de M si, m(A) ∈ clM(A), pour
toute A ∈ F
Rappelons d’abord la définition d’un point exposé, et d’un point fortement exposé.
Un point x ∈ K où K ⊂ E est dit point exposé s’il existe x∗ ∈ E∗, telle que 〈x∗, x〉 > 〈x∗, y〉, pour
tout y ∈ K\{x} et fortement exposé s’il est exposé et on a de plus la propriété que {xn} ⊂ K et
〈xn, x∗〉 → 〈x∗, x〉, alors ‖xn − x‖ → 0.
Pour étudier l’existence d’une sélection (généralisée), on donne les deux propositions suivantes (voir
[28]).

Proposition 5.2.1

Soit M : F → 2E , une multi-mesure de variation bornée. Si x est un point exposé de M(Ω),
alors il existe une sélection m de M telle que m(Ω) = x.
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Preuve 24 Soit x∗ ∈ E∗ tel que 〈x∗, x〉 > 〈x∗, y〉 pour tout y ∈M(Ω)\{x}.
Soit A ∈ F , comme M(Ω) = M(A) + M(Ω\A). On pose x = u + v avec u ∈ M(A) et v ∈ M(Ω\A).
On a :

〈x∗, x〉 def= sup
y∈M(Ω)

〈x∗, y〉

= sup
y∈M(A)

〈x∗, y〉+ sup
y∈M(Ω\)

〈x∗, y〉.

Alors : 〈x∗, u〉 > 〈x∗, y〉, pour tout y ∈M(A)\{u}.
Par suite pour tout A ∈ F , il existe une partie m(A) ∈M(A) qu’est exposée par x∗(m(A) = u).
Montrons que m est une mesure à valeurs dans E.
Soit (An)n∈N une famille dans F deux à deux disjoints. Comme M est de variation bornée, alors
∞∑
n=1

m(An) est absolument convergente vers un élément de M(A), et :

〈x∗,
∞∑
n=1

m(An)〉 =
∞∑
n=1
〈x∗,m(An)〉

=
∞∑
n=1

sup
y∈M(An)

〈x∗, y〉

= sup
y∈M

( ⋃
n∈N

An

) 〈x∗, y〉

= 〈x∗,m

⋃
n∈N

An

〉.
d’où m(A) =

∞∑
n=1

m(An).

Proposition 5.2.2

Soit M : F → 2E , une multi-mesure de variation bornée. Si x est un point fortement exposé de
M(Ω), alors elle existe une sélection généralisée m de M telle que m(Ω) = x.

Dans le théorème 4 [2], il a été prouvé que toute partie convexe faiblement compacte d’un espace
de Banach, est l’enveloppe convexe fermée de ses points exposés. D’autre part il été prouvé dans le
corollaire 7 dans [43], que toute parties convexe faiblement compacte, est l’enveloppe convexe de ses
points fortement d’exposés. Alors on donne le théorème suivante (voir [28]).

Théorème 5.2.1

Soit M : F → 2E , une multi-mesure de variation bornée. Telle que M(Ω′) est relativement
faiblement compacte, où Ω′ est la partie sans atome de |M |. Alors pour toutA ∈ F , et x ∈M(A),
elle existe une sélection généralisée m de M telle que m(A) = x.
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Corollaire 5.2.1

Soit M : F → 2E , une multi-mesure de variation bornée. Si M(Ω) est relativement faiblement
compacte, alors

⋂
A∈F

, est relativement faiblement compacte. De plus, si E possède la propriété

de Radon-Nikodym, et M(Ω) est relativement compacte, alors
⋂
A∈F

est relativement compacte.

La caractérisation suivante de la propriété de Radon-Nikodym est donnée par Phelps téorème 9
dans [41], un espace de Banach E, possède la propriété de Radon-Nikodym, si et seulement si toute
partie fermée bornée de E, est l’enveloppe convexe fermé de ses pointes fortement exposées. En utilisant
ça et la proposition 5.2, on aura le théorème suivante (Voir [28]).

Théorème 5.2.2

On suppose que E possède la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F :→ 2E une multi-
mesure de variation bornée. Alors pour tout A ∈ F , x ∈ M(A)et ε > 0, il existe une sélection
généralisée m de M telle que ‖m(A)− x‖ ≤ ε.

5.3 Les multifonctions mesurables

Soit L1(Ω,F , µ, E) = L1(Ω, E), l’espace de Banach des fonctions (des classe équivalence)f : Ω→ E,
qui sont Bochner intégrables, où ‖f‖1 =

∫
Ω
‖f(ω)‖dµ.

Soit F : Ω→ 2E , une fonction multivoque, le graph de F est l’ensemble G(F ) = {(ω, x) ∈ Ω×E : x ∈
F (ω)}. Soit X ⊂ E, l’image inverse de X par F est l’ensemble définie par

F−1(X) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∩X 6= ∅}.

Nous commençons par définir la mesurabilité d’une multifonction (voir[29])

Définition 5.3.1

Soit F : Ω → 2E , une fonction multivoque, on dit que F est mesurable (resp faiblement
mesurable) si F−1(X) est mesurable pour toute partie X fermée (resp ouvert) de E.

On donne la proposition suivante (voir [29]).
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Proposition 5.3.1

Soit F : Ω→ 2E , une fonction multivoque telle que F (ω) est fermé non vide pour toute ω ∈ Ω,
on considère les assertions suivantes.

1. F est mesurable
2. F est faiblement mesurable
3. pour toute x ∈ E, la fonction ω 7→ d(x, F (ω)) est mesurable
4. Elle existe une suite {fn}n∈N des fonctions mesurable fn : Ω → E, telle que F (ω) =
cl{{fn}} pour toute ω ∈ Ω

5. Le graphe de F est F ⊗ BE-mesurable, où BE est la tribu de Borel de E.
Alors les implications suivantes sont vraies

1⇒ 2⇔ 3⇔ 4⇒ 5

Remarque 14 Si (Ω,F , µ) est complet, alors les conditions 1, 2, 3, 4, 5 sont équivalentes (voir [29]).

Maintenant on va définir l’intégrale d’une fonction multivoque. On not par M[Ω, E] la famille des
fonction multivoque F : Ω→ 2E , telle que F est faiblement mesurable et à valeurs fermées non vides
(voir[29]).

Définition 5.3.2

Soit F ∈M[Ω, E], on définit l’ensemble suivant

S1
F = {f ∈ L1(Ω, E) : f(ω) ∈ F (ω),p.s}.

qui est un fermé de L1(Ω, E). L’intégrale de F est donné par∫
Ω
Fdµ =

{∫
Ω
fdµ : f ∈ S1

F

}

Où
∫

Ω
fdµ est l’intégrale de Bochner de f .

Pour A ∈ F ,
∫
A
Fdµ est l’intégrale de la restriction de F sur A, c-à-d

∫
A
Fdµ =

{∫
A
fdµ : f ∈ S1

F |A

}

On note par L1[Ω,F , µ, E] = L1[Ω, E], l’ensemble des fonctions F ∈M[Ω, E], telle que∫
Ω
‖F (w)‖dµ <∞,

et deux fonction F1, F2 ∈ L1[Ω, E] sont dite identique si, F1(ω) = F2(ω) presque surement.
On note par L1

c [Ω,F , µ, E] = L1
c [Ω, E], l’espace des fonctions qui appartenant à L1[Ω, E], à valeurs

convexes. Et par L1
cc[Ω,F , µ, E] = L1

cc[Ω, E], l’espace des fonctions qui appartenant à L1[Ω, E], à
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valeurs compactes et convexes. Ces espaces sont des espaces métrique complet, munis de la distance
définie par :

∆(F1, F2) =
∫

Ω
δ(F1(ω), F2(ω))dµ

Où δ, est la distance de Hausdorff définie par 5.2 est la fonctions ω :7→ δ(F1(ω), F2(ω)) est mesurable.
Alors, ces espaces sont des généralisations naturelles des espaces L1(Ω, E).
On donne les théorèmes suivant concernant l’intégrale d’une fonction multivoque (voir [29]).

Théorème 5.3.1

Soit F ∈ L1[Ω, E],
∫

Ω
Fdµ vérifie les propriétés suivantes :

1. δ(cl
∫

Ω
F1dµ, cl

∫
Ω
F2dµ) ≤ ∆(F1, F2),pour tous F1, F2 ∈ L1[Ω, E]

2. cl
∫

Ω
(F1+̇F2)dµ = cl

(∫
Ω
F1dµ+

∫
Ω
F2dµ

)
, pour tous F1, F2 ∈ L1[Ω, E]

3. cl
∫

Ω
c̄oFdµ = c̄o

∫
Ω
Fdµ,pour tous F1, F2 ∈ L1[Ω, E]

Théorème 5.3.2

Si (Ω,F , µ) est sans atome et F ∈ L[Ω, E], alors cl
∫

Ω
Fdµ est convexe.

En basant sur les théorèmes 5.3 et 5.3 on donne le corollaire suivante (voir [29]).

Corollaire 5.3.1: S

(Ω,F , µ) est sans atome et F ∈ L[Ω, E], alors

cl

∫
Ω
Fdµ = cl

∫
Ω
c̄oFdµ

Lemme 5.3.1

Soit F ∈ Lc[Ω, E] on suppose que E∗ est séparable alors une fonction f ∈ L1(Ω, E) est dans
S1 − F si et seulement si

∫
A
fdµ ∈ cl

∫
A
Fdµ pour tout A ∈ F .

Maintenant nous donnons plusieurs résultats qu’ils sont utiles dans la suite.
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Proposition 5.3.2

1. Soient F1, F2 ∈ M[Ω, E], si S1
F1 = S1

F2 6= ∅, alors F1(ω) = F2(ω), presque surement.(voir
corollaire [29]).

2. Soit F ∈ M[Ω, E], et soit {fn} une suite dans S1
F telle que F (ω) = cl{fn(ω)}, pour tout

ω ∈ Ω. Alors pour toute f ∈ S1
F , et ε > 0, elle existe une mesurable finie {A1, A2, ..., Ak}

de Ω telle que ‖f −
k∑

n=1
1Anfn‖1 ≤ ε (voir lemme 1.3 [29])

3. Soit F ∈M[Ω, E], si S1
F 6= ∅, alors on a l’égalité suivante∫

Ω
‖F (w)‖dµ = sup

f∈S1
F

‖f‖1

Par suite F ∈ L1[Ω, E], si seulement si S1
F est non vide F est bornée dans L1(Ω, E). (Voir

théorème 3.2 [29])
4. Soit F ∈ L1[Ω, E], et (c̄oF )(ω) = c̄oF (ω) pour toute ω ∈ Ω. Alors c̄oF ∈ L1

c [Ω, E], et
c̄o

∫
A
Fdµ = cl

∫
A
c̄oFdµ pour toute A ∈ F (Voir théorèmes 1.5 et 4.1 [29] )

5.4 Théorème de Radon-Nikodym

Soit F ∈ L1[Ω, E], notons que M : F → 2E définie par M(A) =
∫
A
Fdµ est une multi-mesures.

Soit M : F → 2E une multi-mesure, et soit F ∈ M[Ω, E]. On dit que F est une dérivation de
Radon-Nikodym de M par rapport à µ si :

M(A) =
∫
A
Fdµ, pour tout A ∈ F (5.2)

Et on dit que F est une dérivation généralisée de Radon-Nikodym, si :

clM(A) = cl

∫
A
Fdµ, pour tout A ∈ F (5.3)

Proposition 5.4.1

Soit F ∈M[Ω, E] une dérivation généralisée de Radon-Nikodym d’une multi-mesure M : F →
2E , alors |M |(A) =

∫
A
|F (ω)|dµ, pour tout A ∈ F , et M est de variation bornée si et seulement

si F est bornée dans L1.

Preuve 25 Il suffit de prouver l’égalité pour A = Ω.
Soit {Ai}i∈{1,2,...,n} ∈ =, où = est l’ensemble de toutes les partitions finies mesurables de Ω.
Pour chaque xi ∈ M(Ai), 1 ≤ i ≤ n, et pour ε > 0, d’après 5.3, on peut choisir fi ∈ S1

F |A, tel que
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‖xi −
∫
Ai

fidµ‖ ≤
ε

n
. Alors on a :

n∑
i=1
‖xi‖ ≤

n∑
i=1

∫
Ai

‖fi(ω)‖dµ+ ε ≤
∫

Ω
|F (ω)|dµ+ ε

ce qui montre que
n∑
i=1
|M(Ai)| ≤

∫
Ω
‖F (ω)‖dµ,et |M |(Ω) ≤

∫
Ω
‖F (ω)‖µ.

Inversement, si f ∈ S1
F , alors :

‖f‖1 = sup
=

n∑
i=1
‖
∫
Ai

fdµ‖ ≤ sup
=

n∑
i=1
|M(Ai)| = |M |(Ω)

Comme
∫

Ω
‖F (ω)‖dµ = sup

f∈S1
F

‖f‖1, il s’en suit que
∫

Ω
‖F (ω)‖dµ ≤ |M |(Ω). D’où le résultat.

Une multi-mesureM : F → 2E est dite continue par rapport à µ, si µ(A) = 0 implique queM(A) = 0.
Il est clair que M est continue par rapport à µ si et seulement si |M | l’est aussi.
Le théorème suivant donne l’existence d’une dérivation généralisée de Radon-Nikodym (voir [28]).

Théorème 5.4.1

On suppose que E possède la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F → 2E une multi-
mesure continue par rapport à µ et de variation bornée. Alors M admet une dérivation de
Radon-Nikodym, appartenant à L1[Ω, E].

Preuve 26 Prenons une collection {Bi}i∈N, des atomes deux à deux disjoints de µ tel que
⋃
i∈N

Bi est

la partie atomique de µ, on définit F :
⋃
i∈N

Bi → 2E, par F (ω) = clM(Bi)
µ(Bi)

, pour ω ∈ Bi. Alors, puisque

les Bi sont des atomes de M , on peut observer que clM(A) = cl

∫
A
Fdµ, pour tout A ∈ F , A ⊂

⋃
i∈N

Bi.

Par suite sans perte de généralité, on peut supposer que µ est sans atome. Puisque |M | est continue
par rapport à µ, |M | est sans atome, donc M est aussi sans atome. D’après le théorème 5.1 clM(A)
est convexe pour toute A ∈ F . Puisque E est séparable, d’après le théorème 5.2, elle existe une suite
{mj}j∈N des sections généralisés de M , tel que clM(Ω) = cl{mj(Ω)}.
Pour chaque j ≥ 1, puisque mj est de variation bornée, et continue par rapport à µ, on peut choisir
fj ∈ L1(Ω, E), tel que mj(A) =

∫
A
fjdµ, pour toute A ∈ F . Prenons l’ensemble dénombrable suivant :

U = {g : g =
n∑
j=1

αjfj , αj ≥ 0,
n∑
j=1

αj = 1, n ≥ 1}

Et on définit F ∈M[Ω, E], par :

F (ω) = cl{g(ω) : g ∈ U} = c̄o{fj(ω)}, ω ∈ Ω.
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On doit montrer que F est une dérivation généralisée de Radon-Nikodym de M.
Il est clair que,

clM(Ω) = cl{mj(Ω)} ⊂ cl
∫

Ω
Fdµ (5.4)

Soient f ∈ S1
F et ε > 0, on peut choisir une partition finie mesurable {A1, A2, ..., Ak} de Ω, et des

fonctions g1, g2, .., gk ∈ U , tel que :

‖f −
k∑
i=1

1Aigi‖1 ≤ ε

Soit n ∈ N, pour 1 ≤ i ≤ k, on prend, gi =
n∑
j=1

αijfj, où αij ≥ 1 et
n∑
j=1

αij = 1, alors on a :

‖
∫
A
fdµ−

k∑
i=1

k∑
j=1

αijµ(Ai ∩A)‖ = ‖
∫
A

(
f −

k∑
i=1

1Aigi

)
dµ‖ ≤ ε.

Et
k∑
i=1

k∑
j=1

αijµ(Ai ∩A) ∈
k∑
i=1

clM(A ∩Ai) ⊂ clM(A), A ∈ F .

Par conséquence, cl
∫
A
Fdµ ⊂ clM(A), pour toute A ∈ F .

Supposons que clM(A) est différant de cl
∫
A
Fdµ pour certaines A ∈ F . Alors puisque cl

∫
A
Fdµ est

convexe, d’après le théorème de séparation il existe x∗ ∈ E∗, tel que :

sup
x∈M(A)

〈x∗, x〉 > sup
x∈
∫
A
Fdµ

〈x∗, x〉

Donc On a :

sup
x∈M(Ω)

〈x∗, x〉 = sup
x∈M(A)

〈x∗, x〉+ sup
x∈M(Ω\A)

〈x∗, x〉

> sup
x∈
∫
A
Fdµ

〈x∗, x〉+ sup
x∈
∫

Ω\A Fdµ

〈x∗, x〉

= sup
x∈
∫

Ω Fdµ

〈x∗, x〉

Ce qui contredit 5.4, d’où le résultat. et F ∈ L1[Ω, E] vient de la proposition5.4.

Corollaire 5.4.1

On suppose que E possède la propriété de Radon-Nikodym. Soit M : F → 2E , une multi-
mesure, de variation bornée. Alors il existe une multi-mesure, M ′ : F → 2E , tel que M’ est à
valeurs convexe et c̄oM(A) = clM ′(A), pour tout A ∈ F .
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Preuve 27 D’après le théorème5.4 M admet une dérivation généralisée de Radon-Nikodym F ∈
L1
c [Ω, E] et,

c̄oM(A) = c̄o

∫
A
Fdµ = cl

∫
A
c̄oFdµ, A ∈ F

On définit M ′(A) =
∫
A
c̄oFdµ, pour tout A ∈ F .

Dans le théorème suivant on va ajouter d’autre conditions assurant l’existence d’une dérivation de
Radon-Nikodym, pour une multi-mesure M (voir[28]).

Théorème 5.4.2

On suppose que E possède la propriété de Radon-Nikodym, et E∗ est séparable. Soit M : F →
2E une multi-mesure de variation bornée et continue par rapport à µ, et à valeurs faiblement
compactes. Alors M admet une dérivation de Radon-Nikodym appartenant à L1[Ω, E]

Le théorème suivant montre que la dérivation généralisée de Radon-Nikodym d’une multi-mesure
peut être déterminée par une suite de dérivation de Radon-Nikodym des mesures à valeurs réelles.(voir
[28])

Théorème 5.4.3

On suppose que E possède la propriété de Radon-Nikodym, et E∗ est séparable. Soit M : F →
2E , une multi-mesure continue par rapport à µ et de variation bornée. Si (Ω,F , µ) est sans
atome elle existe une et une seule F ∈ L1

c [Ω, E] telle que F est une dérivation généralisée de
Radon-Nikodym de M . Si {x∗n} une suite dense dans E∗, alors

F (ω) =
∞⋂
n=1

{
x ∈ E : 〈x, x∗n〉 ≤

dφn
dµ

(ω)
}
, p.s.

Où dφn
dµ

est la dérivation de Radon-Nikodym de la mesure définie par

φn(A) = sup
x∈M(A)

〈x∗, x〉, A ∈ F

Remarque 15 Soit M : F → 2E une multi-mesure continue par rapport à µ, de variation bornée.
Notons que la dérivation de Radon-Nikodym de M peut être donnée d’une manière unique sur la partie
atomique de µ. Le théorème précédent entraîne que si E∗ est séparable, alors la dérivation généralisée
de Radon-Nikodym de M est unique, sous la condition que M est à valeurs convexe sur la partie sans
atome de µ.

5.5 Les espérances conditionnelles, et martingales multivoques

Dans cette section, nous traiterons les espérances conditionnelles et les martingales dans le cas
multivoque.
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MULTIVOQUES

5.5.1 L’espérance conditionnelle multivoque

Nous commençons par définir l’espérance conditionnelle et donner des résultats élémentaires concer-
nant cet opérateur. On donne la proposition suivante montrons l’existence de l’espérance conditionnelle
(voir [28]).

Proposition 5.5.1

Soit K une sous tribu de F et F ∈ L1
cc[Ω, E]. Alors il existe un unique E(F |F) ∈ L1

cc[Ω,F , µ, E],
tel que ∫

A
E(F |K)dµ =

∫
A
Fdµ (5.5)

L’élément E(F |K) est appelé l’espérance conditionnelle de F par rapport à K.
On donne maintenant des propriétés sans preuve, qui généralisent le cas réel et vectoriel (voir [29]).

Théorème 5.5.1

Soit F ∈ L1
c [Ω, E] , E(F |K) vérifie les propriétés suivantes :

1. ∆(E(F1|K),E(F2|K) ≤ ∆(F1, F2), pour tous F1, F2 ∈ L1
c [Ω, E].

2. E(F1+̇F2|K) = E(F1|K)+̇E(F2|K).
3. E(λF |K) = λE(F |K) pour tout F ∈ L1

c [Ω, E] et λ ∈ L∞(Ω,F , µ).
4. E(c̄oF |K) = c̄oE(F |F) pour tout F ∈ L1

c [Ω, E].

Théorème 5.5.2

1. Soient F ∈ L1
c [Ω,K, µ, E] et λ ∈ L∞(Ω,R). Alors E(λF |K) = E(λ|K)F , en particulier

E(F |K) = F .
2. Soient K1 ⊂ K ⊂ F et F ∈ L1

c [Ω, E], alors E(E(F |K)|K1) = E(E(F |K)|K1)

5.5.2 Les martingales multivoques

Soient T un ensemble ordonné et (Kτ )τ∈N une filtration. La suite (Fτ ,Kτ )τ∈T est dite martingale
si Fτ ∈ L1

cc[Ω,Kτ , µ, E], et Fτ1 = E(Fτ2 |Kτ1) pour tout τ1 ≤ τ2.

Théorème 5.5.3

Soit (Fn,Fn)n≥1 une martingale multivoque tel que Fn = E(F |Fn), pour n ≥ 1 et F ∈ L1
cc [Ω, E].

Alors :
∆(Fn,Fn)→ 0 p.s

Et
δ(Fn(w), F∞(w))→ 0 p.s

où F∞ = E(F,F∞).
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Théorème 5.5.4

Soit (Fτ ,Fτ )τ∈T une martingale multivoque dans L1
cc [Ω, E] alors ∆(Fτ , F∞) → 0, pour F∞ ∈

L1
cc [Ω, E], si et seulement si :

1. sup
∫

Ω
‖Fn(w)‖ dµ <∞.

2. Pour tout ε > 0, il existe une partie C compact et convexe tel que pour β > 0, il existe
τ0 ∈ T et A0 ∈ Fτ0 avec µ(Ω(A0)) < ε, tel que :∫

A
Fτdµ.Cµ(A).c+ βU

où U est la boule unité de E et A ⊂ A0.

Conclusion
Ce chapitre a été à la fois une introduction et résultats préliminaires du dernier chapitre, et

également des nouvelles notions généralisant les variables aléatoires vectorielles. Ici, Nous avons défini
la notion de mesurabilité et intégrabilité des fonctions à valeurs dans l’ensemble des parties fermées
non vides d’un espace vectoriel. Cette partie présente également le théorème de Radon-Nikodym
multivoque qui nous assure sous certaines conditions qu’une multi-mesure peut s’écrire sous forme
d’intégrale d’une fonction multivoque. Ce résultat est utilisé dans le dernier chapitre qui est réservé à
la convergence des amarts multivoques.
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Chapitre 6

Application des théorèmes de
Radon-Nikodym à la convergence des
L1- amarts.

Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité, et K une sous-tribu de F , et E un espace de Banach réel
séparable. Soit X : Ω→ E.
On considère les classes suivantes

K = {X ⊂ E : X est fermée bornée non vide}
Kc = {X ∈ K : X est convexe}
Kcc = {X ∈ Kc : Xest compacte}

En vertu de la norme de Pettis, nous présentons la distance Pettis, définie pour deux éléments X,Y ∈
L1
c [Ω, E], comme suit

∆w(X,Y ) = sup
x∗∈U0

∫
Ω
|δ∗(x∗, X(ω))− δ∗(x∗, Y (ω))|dP

Où pour X un fermé non vide et convexe, et x∗ ∈ U0, δ∗(x∗, X) = sup{〈x∗, x〉, x ∈ X}.
On commence par la propriété suivante

Propriété 6.0.1

Soit X,Y ∈ L1
c [Ω, E], et X1, Y1 ∈ L1

c [Ω,K,P, E], alors :
1. ∆w(X,Y ) ≤ ∆(X,Y )
2. ∆w(E(X|K),E(Y |K) ≤ ∆w(X,Y )

3. sup
A∈
∨
n

Fn
δ

(
cl

∫
A
X1dP, cl

∫
A
Y1dP

)
≤ ∆w(X1, Y1) ≤ 2 sup

A∈
∨
n

Fn
δ

(
cl

∫
A
X1dP, cl

∫
A
Y1dP

)
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6.1. LE THÉORÈME DE RADON-NIKODYM POUR LES Σ̇-MULTI-MESURES

6.1 Le théorème de Radon-Nikodym pour les Σ̇-multi-mesures

L’objectif de cette section est de prouver le théorème de Radon-Nikodym pour une Σ̇-multi-mesure.
SoitM : F → 2E , on dit queM est une Σ̇-multi-mesure, si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

1. M(∅) = {0}.

2. M

 ⋃
n∈N∗

An

 =
∑̇
n∈N∗

M(An), pour toute suite (An)n∈N ∈ = de F deux à deux disjoints, où =

est l’ensemble de toutes les partitions mesurable finie de Ω.

Où
∑̇

, est définie comme suit.
Soit {Xn}n∈N ⊂ K,

1. pour chaque k,
∑̇

1≤n≤k
Xn = X1+̇X2+̇...+̇Xk = cl(X1 +X2 + ...+Xk).

2.
∑̇
n∈N∗

Xn ∈ K.

3. lim
k→∞

δ(
∑̇

1≤n≤k
Xn,

∑̇
n∈N∗

Xn) = 0.

En vertu du théorème (5.1.3)[28], on donne la proposition suivante(voir [40]).

Proposition 6.1.1

Soit M : F → 2E , une fonction multivoque, alors
1. Si M est une multi-mesure de variation bornée, alors clM et c̄oM , sont des Σ̇-multi-

mesure, avec
|M |(A) = |clM |(A) = |c̄oM |(A), ∀A ∈ F

2. Si M est une multi-mesure de variation bornée, avec M(Ω) est relativement faiblement
compacte, alors M est Σ̇-multi-mesure avec

|M |(A) = |M̄ |(A).

3. Si M(A) est faiblement compacte pour toute A ∈ F , alors M est une mult-mesure de
variation bornée si et seulement si M est une Σ̇-multi-mesure de variation bornée.

Soit M : Ω → 2E on dit que M satisfait la condition de Uhl, si pour ε > 0, il existe une partie C
compact convexe non vide de E, telle que pour tout δ > 0 on peut choisir Aδ ∈ F , avec P(Aδ) ≥ 1− ε
et telle que pour tout A ∈ F , si A ⊂ Aδ alors M(A) ⊂ P(A)C + δU où U est la boule unité de E.
Maintenant on va énoncer et prouver le théorème de Radon-Nikodym pour une Σ̇-multi-mesure, qui
n’est autre que la version multivoque du théorème de Radon-Nikodym donnée par Uhl dans [44] (voir
[40]).
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6.1. LE THÉORÈME DE RADON-NIKODYM POUR LES Σ̇-MULTI-MESURES

Théorème 6.1.1

Soit M : Ω → Kc, une Σ̇-multi-mesure. Alors M admet une dérivation de Radon-Nikodym
appartenant à L1

cc[Ω, E] si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites.
1. M est continue par rapport à P.
2. M est de variation bornée.
3. M satisfait la condition de Uhl.

Preuve 28 Soit M : Ω→ Kc, une Σ̇-multi-mesure.
Supposons que M admet une dérivation de Radon-Nikodym. Prenons X ∈ L1

cc[Ω, E], on a

M(A) =
∫
A
XdP A ∈ F

D’après corollaire 5.4 de [28], M(A) ∈ Kcc, pour tout A ∈ F . En vertu de 3 proposition précédente,
M est une multi-mesure. Donc le théorème 5.2 de [28] implique que M satisfait les conditions 1,2 et
3. Réciproquement, on suppose que les conditions 1,2 et 3 sont satisfaites. On doit montrer que M
satisfait la condition (iii) des théorème 5.2 de [28]. Soit ε > 0, soit C une partie de E, fermée convexe
et compacte, qui est satisfait la condition de Uhl. Donc, on peut choisir une suite An dans F , avec
P(An) ≥ 1− ε, (n ≥ 1) et

M(A) ⊂ P(A)C + n−2U (n ≥ 1, A ∈ F , et A ⊂ An)

On pose

Aε = lim sup
n

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am.

Alors, il est clair que Aε ∈ F , avec P(Aε) ≥ 1− ε. Soit A ∈ F avec A ⊂ Aε, on a A ⊂
∞⋃
m=n

Am, (n ≥ 1).

Alors, on fixe n ∈ N, on définit
Sn = An;
Sn+1 = An+1\An ;
...

...

Sn+k+1 = An+k+1\
n+k⋃
m=n

Am.

Il est clair que {Sm}m≥n est une famille disjointe et

A ⊂
∞⋃
m=n

Am =
∞⋃
m=n

Sm.

Par conséquent,

M(A) =
∑̇
m≥n

M(A ∩ Sm)

⊂
∑̇
m≥n

(P(A ∩ Sm)C +m−2U)

= P(A)C +
( ∞∑
m=n

m−2
)
U.
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Par suiteM(A) ⊂ P(A)C. On pose εn = 1
n
, pour n ≥ 1. prenons deux ensemble Cn et An pour chaque

εn. Alors

M(Ω) = M(An) +M(Acn)

Ce qui implique

δ(M(An),M(Ω)) ≤ |M |(Acn)→ 0, si n→∞

Par conséquent, M(Ω) est un fermé convexe et compacte de E, alors pour chaque A ∈ Kc. La mesure
M satisfaite les conditions i), ii) et iii) du théorème 5.2 dans [28]. Donc M admet une dérivation de
Radon-Nikodym appartient à L1

cc[Ω, E] ce qui termine la preuve.

Corollaire 6.1.1

Soient X ∈ L1
c [Ω, E], et M : F → 2E , une fonction multivoque à valeurs fermée convexe, définie

par M(A) =
∫
A
XdP, alors M est une Σ̇-multi-mesure avec |M |(A) =

∫
A
‖X‖dP. X ∈ L1

c [Ω, E]
si et seulement si M satisfait la condition de Uhl.

6.2 Caractérisation des L1-amarts multivoques.

Durant cette section on fixe une filtration (Fn)n≥1, définie sur F avec Fn ↑ F . Soit (Xn)n≥1 une
suite des fonctions multivoques. On dit que (Xn,Fn)n≥1 est adaptée siXn est faiblement Fn-mesurable
pour tout n ≥ 1.

Définition 6.2.1

On dit que (Xn)n≥1 est un L1-amart si

lim
m≥n→∞

∆(Xn,E(Xm|Fn)) = 0 (6.1)

ce qui équivalent à

∀ε > 0,∃n0, ∀m ≥ n ≥ n0 ∆(Xn,E(Xm|Fn)) ≤ ε (6.2)

Définition 6.2.2

Soit (Xn,Fn)n≥1, une suite adaptée, on dit que Xn est un amart uniforme si

lim
τ≥σ∈T

∆(Xσ,E(Xτ |Fσ) = 0

Alors d’après 6.1 tout amart uniforme est un L1-amart.
Le résultat suivant donne une caractérisation des L1-amarts.
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6.2. CARACTÉRISATION DES L1-AMARTS MULTIVOQUES.

Théorème 6.2.1

Une suite (Xn)n≥1 est un L1-amart si et seulement si il existe une unique martingale (Mn)n≥1
dans L1

c [Ω,F ], telle que
lim
n→∞

∆(Xn,Mn) = 0 (6.3)

Preuve 29 ⇒) Soit (Xn)n∈N un L1-amart. Alors :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N : (m ≥ n ≥ n0)⇒ ∆(Xn,E(Xm|Fn)) < ε.

Soient m ≥ n ≥ n0 et k ∈ N :

∆(E(Xn+k|Fn),E(Xm|Fn)) = ∆(E(E(Xm+k|Fn)|Fm),∆(Xm|Fn))
(car Fn ⊂ Fm) ≤ ∆(E(Xm+k|Fm), Xm)

≤ ε.

D’où (E(Xm|Fn))m≥n est une suite de Cauchy au sens de ∆, pour tout n ∈ N.
Par conséquent, il existe une suite adaptée (Mn,Fn)n∈N telle que

lim
n→∞

∆(E(Xm|Fn),Mn) = 0. (∗)

Il faut montrer que (Mn,Fn)n∈N est une martingale et que lim
n→+∞

∆(Xn,Mn) = 0. D’après (∗) on a :

lim
k→∞

∆(E(Xm+k|Fm),Mm) = 0.

Alors :
lim
k→∞

∆(E(E(Xm+k|Fm))|Fn,E(Mm|Fn)) = 0.

Donc :
lim
k→∞

∆(E(Xm+k|Fn),E(Mm|Fn)) = 0.

D’après (∗), E(Mm|Fn) = Mn p.s. D’où (Mn,Fn) est une martingale.
D’autre part, on a pour tout m ≥ n ∈ N :

∆(Xn,Mn) ≤ ∆(Xn,E(Xm|Fn)) + ∆(E(Xm|Fn),Mn).

D’après (6.3) et (∗) :
lim
n→∞

∆(Xn,Mn) = 0.

⇐) Réciproquement, on suppose qu’il existe (Mn,Fn) satisfaite (6.3), on a :

∆(Xn,E(Xm|Fn)) ≤ ∆(E(Xm|Fn),Mn) + ∆(Mn, Xn)
≤ ∆(Xm,Mn) + ∆(Mn, Xn),

d’où lim
n≥m→∞

∆(E(Xm|Fn), Xn) = 0. Par suite (Xn,Fn)n∈N est un L1-amart.
Reste à prouver l’unicité.
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Supposons qu’il existe deux martingale (M1
n)n∈N et (M2

n)n∈N satisfaisant (6.3).
Pour chaque n ∈ N, et tout k ∈ N, on a :

∆(M1
n,M

2
n) ≤ ∆(M1

n+k,M
2
n+k)

≤ ∆(Xn+k,M
1
n+k) + ∆(X1

n+k,M
2
n+k)

En faisant tendre k →∞, on obtient ∆(X1
n, X

2
n) = 0, c-à-d M1

n = M2
n p.s.

Corollaire 6.2.1

Un L1-amart (Xn)n≥1 dans L1
c [Ω, E], est convergent par rapport à la ∆ vers un élément de

L1
c [Ω, E], si et seulement si, la martingale associée à (Xn)n≥1 converge au sens de ∆.

Preuve 30 ⇒) On a :

∆(Mn,Mm) ≤ ∆(Mn, Xn) + ∆(Mm, Xn)
≤ ∆(Mn, Xn)

↓
0

+∆(Mm, Xm)
↓
0

+ ∆(Xn, Xm)
↓
0

⇒ ∆(Mn,Mm)→ 0, il en résulte que (Mn)n est ∆- convergent.
⇐) de même.

Corollaire 6.2.2

Soit E un espace de Banach. Alors, E possède la propriété de Radon-Nikodym par rapport à
(Ω,F ,P) si et seulement si tout L1-amart dans L1

c [Ω, E], uniformément intégrable est régulier,
c-à-d il existe X∞ ∈ L1

c [Ω, E], tel que :

lim
n→∞

∆(Xn,E(X∞|Fn)) = 0

Preuve 31 D’après le théorème (5.2.1), elle existe une unique martingale (Mn)n∈N dans L1
cc[Ω, E],

telle que
lim
n→∞

H(Xn,Mn) = 0

d’après le corollaire 3.5 dans [36], E possède la propriété de Radon-Nikodym si et seulement si toute
martingale dans L1

c [Ω, E] uniformément intégrable est régulière.

6.3 Convergence des L1-amarts
Maintenant nous considérons un L1-amart (Xn)n≥1 et (Mn)n≥1 la martingale associée à (Xn)n≥1.

On définit F :
⋃
n

Fn → 2E , telle que F (A) est fermée convexe non vide pour tout A, par F (A) =

cl

∫
A
MndP pour toute A. D’après le corollaire précédent F est une Σ̇-mesure sur

⋃
n

Fn. Par suite

∀ε > 0,∃n0,∀n ≥ n0 sup
A∈Fn

(
cl

∫
A
XndP, F (A)

)
≤ ε (6.4)
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6.3. CONVERGENCE DES L1-AMARTS

F est dite la Σ̇-mesure limite associée à (Xn)n≥1

Lemme 6.3.1

Soit
∆w(Kc, (Fn)) =

{
X ∈ L1

c [Ω, E], lim
n→∞

∆w(E(X|Fn), X) = 0
}

Et (Xn)n≥1 un L1-amart avec F sa Σ̇-mesure limite.
On suppose que F admet une dérivation généralisée de Radon-Nikodym, prenons
X∞ ∈ ∆w(Kc, (Fn)) tel que F (A) = cl

∫
A
X∞dP, pour A ∈ F

Alors (Xn)n≥1 converge vers X∞ au sens de ∆w.

Preuve 32 Sous les hypothèses ci-dessus, il s’ensuit d’après 6.4 et 3) de la propriété (6.0.1) et le
théorème 5.4 [29] que

lim
n→∞

∆w(E(X∞|Fn), Xn) = 0.

En effet, on a :

∆w(E(X∞|Fn), Xn) ≤ 2. sup
A∈∨

n
Fn
δ

(
cl

∫
A
E(X∞|Fn)dP, cl

∫
A
XndP

)

= 2. sup
A∈∨

n
Fn
δ

(
cl

∫
A
X∞dP, cl

∫
A
XndP

)

= 2. sup
A∈∨

n
Fn
δ

(
cl

∫
A
XndP, F (A)

)
.

D’autre part, d’après la définition de ∆w[Kc, Xn], on a

lim
n→∞

∆w(E(X∞|Fn), X∞) = 0.

Alors
∆(Xn, X∞) ≤ ∆(Xn,E(X∞|Fn)) + ∆(X∞,E(X∞|Fn)).

D’où
lim
n→∞

Hw[Xn, X∞] = 0.

D’où qui achève la preuve.

Théorème 6.3.1

Soit E un espace de Banach qui possède la propriété de Radon-Nikodym et (Xn)n≥1, un L1-
amart uniformément intégrable, où F (Ω) est compacte, avec F est la Σ̇-mesure limite associée
à (Xn)n∈N\{0}. Alors (Xn)n≥1 converge au sens de ∆w, vers un élément de L1[Ω, E].

En générale la convergence par rapport à ∆w ne peut pas être remplacée par la convergence au sens
de ∆. On donne alors le résultat suivant qui généralise le théorème 6.3 dans [28].
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6.3. CONVERGENCE DES L1-AMARTS

Théorème 6.3.2

Soit (Xn)n≥1 un L1-amart dans L1
c [Ω, E], alors (Xn)n≥1 est convergent au sens de ∆ vers un

éléments X∞ ∈ L1
c [Ω, E] si et seulement s’il est uniformément intégrable et satisfait la condition

de Uhl, c-à-d pour ε > 0 il existe C ⊂ Kcc, tel que pour chaque δ > 0 fixé on peut choisir n0 ∈ N,
A0 ∈ Fn0 avec P(A0) ≥ 1− ε et tel que

∀n ≥ n0,∀A ∈ Fn, si A ⊂ A0, Alors

∫
A
XndP ⊂ P(A)C + δU

Preuve 33 ⇒) Supposons que (Xn)n est un L1-amart dans L1
c [Ω, E] et (Mn)n la martingale satisfaite

(6.3) [29], tel que (Xn)n est ∆-convergent vers X∞ ∈ L1
cc[Ω, E]. Ainsi, on définit M ′n := E(X∞|Fn)

pour tout n ∈ N.
D’après le théorème 6.1 [29]]

lim
n→∞

∆(M ′n, X∞) = 0.

On a : ∆(Xn,M
′
n) ≤ ∆(Xn, X∞) + ∆(M ′n, X∞), alors

lim
n→∞

∆(Xn,M
′
n) = 0.

Puisque (Mn)n∈N est l’unique martingale vérifiant (6.3) alors Mn = M ′n p.s, aussi

lim
n→∞

∆(Mn, Xn) = 0

.
En appliquant le (théorème 6.3 [29]) à la martingale (Mn)n∈N. On obtient que (Mn)n∈N est unifor-
mément intégrable et satisfaite la condition de Uhl. Puisque lim

n→∞
∆(Xn,Mn) = 0, alors (Xn)n∈N est

uniformément intégrable et satisfaite la condition Uhl.
⇐) Réciproquement, supposons que (Xn)n∈N est uniformément intégrable et satisfaite la condition de
Uhl.
D’après (5-3) la

◦∑
-multi-mesure limite associée à (Xn)n∈N est P-continue et de variation bornée, et

satisfaite la condition de Uhl.
D’après le théorème (6.0.1) F admet une dérivation de Radon-Nikodym.
On définit M ′n = E(X∞|Fn) pour n ≥ 1. D’après le théorème 6.1 [29]. (M ′n)n∈N est ∆-convergente
vers X∞ ∈ L1

cc[Ω, E]. D’après la proposition 6.2.1, on a :

∆ω(Xn,M
′
n) ≤ 2 sup

A∈∨
n
Fn
δ

(
cl

∫
A
XndP, cl

∫
A
M ′ndP

)

= 2 sup
A∈∨

n
Fn
δ

(
cl

∫
A
XndP, cl

∫
A
X∞dP

)

= 2 sup
A∈∨

n
Fn
δ

(
cl

∫
A
XndP, F (A)

)
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d’où Hω(Xn,M
′
n) = 0.

D’autre part on a lim
n→∞

∆(Xn,Mn) = 0. On montre facilement que Deltaω(Mn,M
′
n) = 0, n ≥ 1 car

Deltaω(Mn,M
′
n) ≤ ∆(Mn,M

′
n)

≤ ∆(Mn, Xn) + ∆(Xn,M
′
n).

D’après le corollaire 5-4 [28], on obtient :

cl

∫
A
MndP =

∫
A
M ′ndP, ∀A ∈ Fn.

D’après le lemme 4.4 [29],
Mn ⊂M ′n p.s pour tout n ≥ 1

.
Puisque Mn ∈ L1

cc[Ωp,Fn,P, E] pour tout n ≥ 1.

Mn = M ′n p.s pour tout n ≥ 1

.
D’après (6.3) et le corollaire (3.2.1). (Xn)n∈N est ∆-convergente vers X∞ ∈ L1

cc[Ω, E], ce qui termine
la preuve.

Conclusion
Dans ce chapitre on a introduit la notion de Σ̇ −multi −mesure, puis on a donné la relation en

cette mesure et la mesure définie dans le chapitre 5, puis on a donné les conditions assurant l’existence
d’une dérivation de Radon-Nikodym pour cette mesure. Après on a défini la classe des L1-amarts,
avec une caractérisation. Puis on a donné quelque théorèmes de convergence de cette classe d’amarts,
en utilisant le théorème de Radon-Nikodym.
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6.3. CONVERGENCE DES L1-AMARTS

Conclusion générale
La convergence des amarts est liée aux propriétés de l’espace de probabilité comme espace de

départ ainsi qu’à celles d’espace d’arrivé. Dans le cas réel la convergence presque surement est assurée
pour les amarts L1- bornée, ce résultat n’est pas généralement valable pour les amarts vectoriels. Pour
ce besoin une autre classe d’amarts appelée les amarts uniformes est introduit. Cette classe assure la
convergence pour les amarts L1-bornés à valeurs dans un espace de Banach qui possède la propriété de
Radon-Nikodym. Dans le cas multivoque nous avons prouvé la convergence des L1-amarts au sens de
la distance ∆ω puis ∆, nous remarquons que remarqué que la convergence au sens de ∆ est plus fort
que la convergence au sens de ∆ω (∆ généralise la norme ‖.‖1 et ∆ω généralise la norme de Pettis). La
propriété de Radon-Nikodym qui permet de représenter les mesures de variation bornée et P-continue
par l’intégrale d’une fonction intégrable, reste dans les trois situations présentées dans ce travail une
des conditions permettant la convergence des classes des amarts. D’où la nécessité de travailler dans
des espaces d’arrivée ayant la propriété de Radon-Nikodym.
Finalement, Il est clair que la notion d’amart apparaît comme un concept très important et très utile
dans l’étude des suites adaptées. Elle généralise les martingales et les quasi-martingales et nous donne
des démonstrations élégantes des théorèmes de convergences presque sûre de ces types de processus
aléatoires.
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