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0.1 Introduction

Le but de ce travail est de déterminer les formes géométriques dans le
plan R? des boules associées respectivement aux métrique, aux normes et
aux normes hilbertiennes.

C’est ainsi que nous remarquons tout d’abord que les boules ouvertes ne pré-
sentent aucune "régularité" dans le cas métrique.

Nous examinons ensuite le cas des normes pour relever que la forme géo-
métrique de la boule unité détermine la forme de toutes les boules via des
homothéties.

Nous donnons ensuite une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une par-
tie donnée autour de l'origine corresponde a la boule unité d'une norme
donnée.

Nous faisons ensuite un travail analogie pour les normes hilbertiennes i.e les
normes vérifiant " ’égalité du parallélogramme".

Nous montrons dans ce cas que les boules unités correspondent géométri-
quement a des ellipses; et que toute ellipse centrée a ’origine détermine une
norme hilbertienne pour laquelle elle constitue la boule unité.

Nous travaillons dans R? sachant que par analogie certain de ces résultats
peuvent s’étendre a R2.



Chapitre 1
Bréviaire Topologique

Définition
Soit E un ensemble et T C P(E) satisfaisant les conditions suivantes :

i)peT EecT
(ii) Toute intersection finie d’¢léments de ¥ est un élément de T
(iii) Toute réunion quelconque d’éléments de T est un élément de T.

Les éléments de T sont appelés les ouverts de E.
Le couple (E, %) est appelé espace topologique .

Définition

Soit (E,¥) un espace topologique.
Un esemble A C F est un fermé si le complémentaire de A dans E est un
ouvert .

Définition
Soit (E,T) un espace topologique et A C E.
x € F est un point adhérent a A si :
pour chaque O € T tel quez € Oona: ONA#I.
L’ensemble des points adhérents & A est noté A.

Proposition
L’ensemble adhérent A est un ensemble fermé.



Proposition
Un ensemble A est fermé dans (F, T) si et seulement si A = A.
Preuve :
Si A = A alors d’aprés la proposition précédent A est un fermé.
inversement,
Soit A un fermé dans (E,¥).
Montrons que A = A.
Il est clair que : A C A.
Soit x € A .
Supposons que = ¢ A .
On a : le complementaire de A dans E est un ouvert qui contient x donc
CAN A+ absurde .donc z € A dott A = A.

Définition
Soit (E, %) un espace topologique .

E est séparé & Vr,y € Ftq: x#y 30, €T J0, €% tq: O,NO, =0.

Définition
W C P(F) est un recouvrement de E si : LOJ VOV =F
€

Définition
Un espace topologique E est compact si de tout recouvrement de E on peut
extraire un recouvrement fini.

Définition
Soit E et F deux espaces topologiques.
Une fonction f : E — F est dite continue si :
L’image inverse de tous ouvert de F est un ouvert de E.



Chapitre 2

Espaces Métriques

Définition

Un espace métrique est la donnée d'un ensemble E et d’une application

d: E x E— R appelée distance telle que :

(1) d(z,y) =0 x=y.
(2) d(z,y) = d(y, ).
(3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).

On note (E,d) cet espace métrique.

Propriété de la distance
Ve,y,z€ E ¢ |d(z,y) — d(x, 2)| < d(z,y).

Preuve :

Soit x,y,z € E.
Ona:d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)
don d(z,y) — d(x,z) < d(z,y)
On a :—d(z,y) = d(z,y) — (d(
(i) et (i) = |d(z,y) — d(z, 2)]

IA 3*



Proposition

Soient dy, dy deux distances sur E;
SiaeRf et RS alors (ady + fdy) est une distance sur E.
Preuve :

(Dady (z,y) + Bda(x,y) =0 < ady(x,y) =0 et [dy(x,y) = 0.

car ady(xz,y) >0 et do(z,y) >0

S di(r,y) =0 et dy(x,y)=0

Sao=1.

(Q)le(xa y) + Bd2($7 y) = adl(ya l’) + 5d2(y7 ZL’)

(3)0{d1(1', Z) S Oé(dl(l', y) + dl(yv Z)) et Bd2<x7 Z) S ﬁ<d2<x7y) + d2(y7 Z))
donc ady + [dy est une distance sur E.

Définition

On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r>0 ’ensemble :
B(z,r)={y € E/d(x,y) <r}

On appelle boule fermée de centre x et de rayon r>0 l’ensemble :

By(z,r) ={y € E/d(x,y) <r}

On appelle sphére de centre x et de rayon r>0 I’ensemble :
Sx,r)=A{y € E/d(z,y) =r}

Remarque
Un espace métrique est un espace topologique pour la topologie engendrée
par les boules ouvertes.

Définition

Soitf : (E,d) — (F,d) .
La continuité de f en zy € E dans le cadre des espaces métriques est équiva-
lente a :

Ve >0, 30 > 0tq:d(z,z9) <= d(f(z), f(zo)) <e€

Distances Usuelles de R"
On verifie facilement que pour R”



_ Jlsix#y . .
d(z,y) = {0 sinon (la distance discrete).

di(z,y) = > 7 | — vil.

sont des distances sur R”.

Proposition
Tout espace métrique est séparé.

Preuve

Soient x,;ye E tel que x# y.
Montrons que B(z, @)ﬂ B(y, d(z’y
soit z € B(x, @)

Ona:d(zy) > dly,z) — d(z, z) > “C2 donc = ¢ By, 452)

2
donc E est séparé.

)):@

proposition

Soit d une distance sur E on a :
boule unité est E.
En effet : On a la proposition suivante.

d

Td est aussi une distance sur E dont la

Proposition
soit ¢ : Rt — RT tq :

1) ¢(x) =0= 2 =0.
2) ¢ est croissante .
3) ¢z +y) < o(x) +é(y) Vr,y e R

si d est une distance sur E alors, (¢ o d) est une distance sur E.
Preuve :

Soit d une distance sur E.

1)(pod)(z,y) =0=d(z,y) =0=z=1y.

2)(¢od)(x,y) = (pod)(y, ).

3) (Pod)(z,y) < ¢(d(x,2) + d(z,y)) < (¢od)(x,2) + (pod)(z,y).
donc (¢ o d) est une distance sur E.



Chapitre 3

Espaces Vectoriels Normés

3.1 Généralités

Dans ce chapitre E est un espace vectoriel sur R.

Définition
Une norme sur E est une application, notée ||.|| de E vers RT telle que :
(1) ||z]| =0=z=0.

(2) V(z,A) € E xR [|Az]] = [Alf[]]

(3) ve,y e Bl +yll < ] + |yl
Proposition

[zl = [lylll < llaZyl] < [lzl] + [lyl| Vz,y € E.

preuve

|zl = |z +y —yll < llz+yll + [yl , dou:
||z = [yl < [l + yl|.

Wyl = [ly — = + || < |ly + || + [|=]], dou :
[yl = lll] < [|lz + y]|

la 2™ inégalié correspond a l'inégalité triangulaire.



Proposition
Un espace vectoriel normé est un espace métrique pour la distance définie
a partir de la norme d(x,y)=||x-y||.

Définition
Soit E,F deux evns.
f:E — F est continue en o € E si:
Ve>0, 30 >0 ||z —xolle <b=||f(z)— flzo)||lr <e€.

Proposition

I'application ||.|| est continue en tous points de E. (voire la proposition 2)
Proposition

Si||.||1et]].]|2 sont deux normes sur E alors,Va, 6 € RY |].|| = af|.|[1+8]]-||2
est une norme sur E.
En effet :

(Wllz]l = 0= llz[ly = 0 et [Jz]]; = 0 = = = 0.
((2)) [[Az]| = al[Az|ly + Bl|Az[]2 = |All|]].
(3) [lx +yll = alle +ylls + Bllz + yll2 < allle]l + [lyll) + B(l2ll2 +[lyll2)

Exemple
E =R".
pour x=(X1, Zg, ....,x,) € E, on pose :
|2l = 220 [
lzllz = (323 1@il?)”
|||, = (25 |2ilP)

[#]leo = maz ||

D= (ST

.ol p est un réel fixé> 1.

sont des normes sur E .

Exemple

E = C(]0, 1]) I'espace vectoriel sur R des fonctions continues de [0,1] vers
R.

pour f €E, on pose :

£l = Jiy |f(@)|da 1
£l = (Jiy |f(@)[Pdz)>

10



£l = mac | (o).

sont des normes sur E .

Définition
On dit que ||.|[;et]].]|2 sont deux normes équivalentes si :

3 a,b>0 tels que Vo € E a||z||; < ||z]]2 < b]|z||:.

Lemme
E est de dimention fini n alors il existe une application linéaire bijective
de R™ vers F.

Preuve :
soit B = (ey, €, ..., €,) une base de E.
alors, Vo €E 3(A1, Mg, ... \,) tel que x=>"" | Ae;.

soit T : R" = E
()\1,)\2,....)%)—)3::2?:1 Aie;
il est clair que T est linéaire.
en plus, dim(K") = dim(FE).
done, T est bijectif<T est injectif
on a T est injectif car kerT= {0} car B est une base .

Proposition
Si E est de dimention fini alors toutes les normes de E sont équivalentes.
preuve :
Soit B = (e, €3, ...., €,) une base de E.
On pose ||x||g1 = Y1 |2i].on verifie facilement que ||.||s;1 est une norme
sur E.
Soit ||.|| une norme de E.
On pose f=||.|| oT.(voir T dans la proposition précédente). On a f est conti-
nue sur R"
car ||.|| et T sont continues
donc f est continue sur S=S)| || , ;. (0,1)
qui est compact donc f est bornée et atteint ses bornes.
doncVx = (x1, 29, ..., x,) € SIm, M réels tel que m< f(z) < M..
soit ye R™, y # 0
on pose a = m
on a a€ S alors m< f(a) < M.

11



dowmllyllw.gy = mllyllaen) < fy) = 11225 vieill < Mllyllaen) = Mllylla.e)
donell.[| = |-l

donc toutes les normes de E sont equivalentes.

Remarque
Cette proposition n’est pas vraie si dim(E) = +oo .
En effet :
C% = CY(]0, 1], R)l’espace des fonctions continues sur I'intervalle [0,1],muni
des deux normes :

1fIh = Jo lf@)ldz et [|f]lw = maz]|f(z).

z€[0,1]
pour n > 1 entier,soit la suite de fonctions continues positives :
£ ()= —n’r+n si nggi
A 0 si % <z<l1.

n

ERE

||fn||oo :n_1> o0

11, _
[ falli = 37m =3
donc en particulier , pour ces f,, une telle constante d’équivalence n’existe pas.

3.2 Forme des boules unitées pour R?

Boules unitées de certains normes de R?
(1) AL
On aVz € R?||z||y = |z1] + |72|.
On remarque par raison de symétrie que pour dessiner la boule unitée il suffit
de la dessiné sur les x; > Oet les x9 > 0
sur cette partieona: |z|]i=1< 21+ae=1& 29=1—1x.

12
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) Figure 1
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Remarque

Ces exemples montrent les différentes formes des boules unitées correspon-
dantes & des normes données .
Nous nous posons maintenant la question primordiale suivante :
Si on a une partie K de I’espace vectoriel E sous quelles conditions
cette partie est la boule unité d’une certaine norme de E .
Sachant que la forme géométrique de toute boule est identique a la forme
géométrique de la boules unitée.

Dans toute la suite on vas travailler dans R? sachant que toutes ces re-
sultats peuvent se généraliser & R™ puis a tout evn de dimension finie .
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Définition
KcC E est convexe < Vr,y € K @ [z,y] = {te+(1—t)y: t € [0,1]} C K.

Proposition

Soit E un espace vectoriel réel. On considére une application N : £ — R™
telle que :
(1) N(z) =0= 2 =0.
(2) N(Ax) = |A|N(z) Vz, A€ ExR.
N est une norme si et seulement B = {z € E tq N(z) < 1} est convexe.
preuve :

Soit z,y € B et t € [0,1].
Ntz + (1 —t)y) <tN(z)+ (1 —t)N(y) < 1.
donc, B est convexe.

. . y

Inversement, soit x,y € E alors, Ny N € B
our t = @ __

P N@+N@w)*

% € B donc, N(z +vy) < N(x) + N(y).

d’olt N est une norme sur E.

Définition
Une partie K de R" est dite bornée si :
Vo = (z1,23...,20,) € R" IM € Rf Vi € {1,2,..n} |z;] < M.

Proposition

Soit (E,||.]|) un evn avec dim(E) < 4oc.
1)By;(0,1) est convexe en effet :
Soit 2,y € B(0,1). ||tz + (1 t)yl| < tllal| + (1~ Hllyl] < 1.
2)B)(0,1) est symétrique par rapport a l'origine en effet :
||| =] = x| V& € E.
3) By (0,1) est bornée.

Quéstion

si une partie K de E vérifie les conditions précedente ,exist il un norme de
E tq K est la boule unitée de cette norme .
on a le théoréme suivant.

16



Théoreme
Soit K C R? non vide, convexe,bornée,symétrique par rapport & 0 .

—
on pose : g(x=0M) =inf{\ > 0,2 € K}
g est bien une norme de R*q B;(0,1) = K

Preuve :

g a un sens car pour A assez grand
vide+minorée par 0 donc inf existe.
(1) g(z) =0=inf{ A> 0,2 € K} =0

= 3(An)n > 0 tel que i~ € K Vn € N eth, — 0

n—-+00
:%%—i—oosix#Oou%ﬁOsix:O
= x =0 (car K est bornée).
(2)g(tx) = |t|g(z)???
pour t=0 evident
pour t>0 soit A > 0 tq § € K alors i—i ek
d’on inf{X > 0: & € K} <t
doninf{A>0% e K} <txinf{A>0:% e K}
donc g(tx) < tg(x).
si & e Kalors, ¥ € K

t
douinf{A>0:%2€ K} <2
dontxinffA>0:2e K} <inf{A>0:% e K}
donc tg(x) < g(tx). donc g(tx)=tg(x)
sit<0 (-t)>0 on applique le resultat précedent on a g(-tx)=-tg(x) or K est
symetrique par rapport & 0 donc g(-tx)=g(tx) enfin V¢ € R g(tx) = [t|g(z).
(3)g(x +y) < g(z) +g(y)?7??
soient x,y € R2%et\, u > 0 tq f,% e K
ona%:ﬁijﬁ% et%}’jzl
comme K est convexe
Sy € Kdone g(x +y) < A+ p done g(x +y) < g(x) + g(y).
g est une norme sur R?
montrons que B(0,1) = K
soit x € K alors ,3 une suite (z,), € K tq lim x,, = z
x, = & € K d’ou g(x,) < lor, g est continue donc et par passage a la limite
g(x)< 1 dou K C By(0,1).
soit x € By(0,1)(fermée)
alors , 3 un suite (x,,), € Bf(0,1) tq lim x, =«
si g(z,) < lalors forcément x, € K d’ot x€ K.

€ K donc{\ > 0;% € K} est non

>|8
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Chapitre 4

Les Normes Hilbertiennes

Définition

Une norme |[|.|| sur un espace vectoriel E est dite hilbertienne si elle ve-
rifie I’égalité suivante :
Vz,y € E:2(||x]2+|y|[?) = ||z+y||*+]||z—y||*.(égalité du parallélogramme)

Un espace vectoriel muni d’une norme hilbertienne est appelé espace hil-
bertien.

Exemples
(R%||.||1) nest pas un espace hilbertien.
Eneffet :
11, =1+ (L DIE +[I(L, =1) = (L DIF = 8 # 16 = 2(|[(1, =17 + [I(L, DI7)

(R%,|].|]ec) Mest pas un espace hilbertien .
Eneffet :

11, =1+ (1 DIE A+ =)= (1, DIS =8 # 4 =2([|(1, =D +11(1, DIIZ)

(R™,]]-]|2) est un espace hilbertien .
Eneffet :

[l +yll? + Mo = yll? = 220 (i 4 90)* + 220 (i — wa)® = 2([[«5 + [[yl13)
Définitions
(i) Une forme quadratique q sur E est une application q :E — R vérifiant :

1)Vz € E VX € R q(\x) = N\?q(2)

18



2) L' application (z,y) — 3[q(z +y) — q(z) — q(y)]est bilinéaire symétrique .
(ii) On appelle ellipse de centre 0 ’ensemble :

Es={z € F tq: (x)'A(z) < 1} avec A une matrice carrée de dimention
n=dim(E) symétrique définie positive .

Commentaire
Dans R?. Les matrices symétriques inversibles positives ont la forme sui-

vant :
a c
1=(03)
avec a>0 et det(A)>0.

(z,9)! A(z,y) = ax® + 2czy + by?.
Via un changement de base on se raméne a 1’équation de 'ellipse classique :
() + ()7 <1
Lemme

||.]| est une norme hilbertienne sur une evn réel E <|[.||* est une forme
quadratique définie positive sur E.
preuve :

Dl = A2|[a 2

2)||z||* > 0Vr € E

Mlz|P=0=|lz]|=0=2=0

4)on pose f(x,y) = 3(llz +ylI* = llz|* — [lyl*)

Montrons que f est bilinéaire symétrique

On a f(x,y)=f(y,x).

Ona f(x,0)=0 et f(z,y+2)=2f(5,y) +2f(5,2)

(& vérifier en utilisant 1’égalité du parallélogramme)

pour z=0 on a: f(z,y) = 2f(3,y) donc f(z,y + z) = f(z,y) + f(z,2).
siAeN

[z, y) = f(z,y) wf(;r,y) +o =AMz, y) = A f(z,y).

si A € Z~alors,—\ € Ndoncf(z, \y) = =Af(z,y) = |\ f(z,y).
sz’)\eQalors)\:%’avecpEZethN*ona:

0w ) = £ pm) = 1ol (2, )

donce, f(x, \y) = |A|f(z,y). si A € R alors 3(r,), € Q tq limr,, = A
flx,ry) = |ra|f(z,y) par passage a la limite : f(x, \y) = Af(x,y)
car(||.|| est continue) par symétrie de f on déduit que f est bilinéaire .
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I’autre sens est simple se démontre avec 'inigalité de chauchy-schwarz .

Théoréme
SoitK C E tq dim(E) = n.
g(xz) =inf{A>0: ; € K }est une norme hilbertienne sur E tq B7(0,1) = K

si et seulement st K = E4.

preuve :

supposons que K = Es={z € FE tq: (z)'A(x) < 1}avec A une matrice
carrée de dimention n=dim(E) symétrique définie positive.

on a K est convexe en effet :

Vo, y € KVt € [0,1](tz 4+ (1 — t)y)* Atz + (1 — t)y) < 1.(facile a vérifier)

K est bornée ,symetrique par rapport a 0 et 0 € K .

donc d’aprés le théoreme précedent g est une norme sur E tq

B(0,1) = K = K(fermé).

On a z — /(x)tA(z) définie une norme hilbertiene qu’on note N (facile a
verifier) et on a K=Bfn(0,1) = By, donc g = N

d’ou g est hilbertienne .

inversement, supposons que g est hilbertienne le lemme précedente affirme
que

g% est une forme quadratique définit positive.donc ¢*(z) = x'Az avec A
symetrique definit positive . K=B;,(0,1) ={z € £ : g(z) <1} ={z € E:
Pe) <1} = Bx={r € Etg: (2)lA(z) < 1}

donc K est un ellipse.

Exemples dans R?
Soit (x,y)€ R?

= (1)

E,={(x,y)e R?: 22 + ¢y* < 1}

20
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Définitions
Soit (E,||.||) un espace hilbertien,
deux vecteurs x et y sont orthogonaux si :
|z +yl1? = [l=[* + [yl
(pythagore)
On appele produit scalaire de z,y € E la quantité :
<xly==5(llz +yl* — [l=[]* — [ly|*).

Question
L’ortogonalité est elle presérvée par rotation 7 on va repondre a cette ques-
tion dans R? sachant que les resultat est valable pour R".

Matrice de rotation
Une matrice de rotation QQ est une matrice orthogonale de déterminant 1.
En deux dimensions, les matrices de rotation ont la forme suivante :
cosf) —sinf

R(O) =1 . (rotation d’angle )
sinf cosd
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. a ¢
Soit z,y € R? tq < z,y >= y'Ax = 0. avec A— (C b) a>0 , b>0
,ab-c? > 0
2 N 2 . 2 L2 .
_ t a cos® 0 + 2csin 6 cos 6 + bsin“ 6 —asin 6 cos +c(cos® 6 — sin“ 0) + bsin 6 cos
<R(9)x7 R(0>y >_ y <—asin9cos+c(00329—sin2 0) + bsin 6 cos asin26—2csin€cos€+bcos29 )x

calcul simple.

< R(0)x, R(0)y >Z ytAx,

nous remarquons que cette égalité est vraie si :

(i)c=0 et a=b (le cercle admet plusieurs axes de symetrie)
(ii) si @ = km avec k € Z.

Algorithme de Gram-Schmidt

Enonceé Si (v1, v, ....u, ) est une famille libre d’un espace hilbertien, il existe
une et une seule famille orthonormée (eq, ey, ....., e,) telle que :
Vect(eg, . . ., e,) = Vect(zo, ..., x,) pour tout n.

Procédé de Gram-Schmidt
Nous définissons l'opérateur de projection orthogonale sur une droite vec-

torielle dirigée par le vecteur u par : proj, (v) = %u
Le procédé de Gram-Schmidt est alors :
u; = vy, e = e
[y
. Uy
Uy = Vg — PIojy, (Vz), €y =
[zl

23



k—1
U, = Vi — Zprojuj (Vi), ep = T
= kll
Avec :
<, > produit scalaire dans I’espace considéré
v1...0;, ensemble de vecteurs non liés
u1...u ensemble de vecteurs orthogonaux deux a deux
e1...e; ensemble de vecteurs orthonormaux deux & deux

Ug

Vi
11

Proj,, va

e

Les deux premiéres étapes du procédé de Gram—Schmidt.

Proposition

On pose : X = (1,0) et Y = (z,y) € R? avec y # 0.
alors, il existe une norme hilbertienne tq X et Y sont orthonormaux .
preuve :

IX|[P=1<a=1.
]|X—|—YH2—HXHQ—|\YH2:O<:>x+cy:O<:>c:’7”5.
V]2 =1&b= 15

Ona:

A= CCL z )est symétrique définie positive .
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