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Introduction

Ce mémoire traite l’utilisation des techniques algébriques dans l’étude des graphes
pour mieux comprendre les propriétés des graphes. Notre objectif est de traduire les
propriétés des graphes en propriétés algébriques et alors, en utilisant les résultats et
les méthodes de l’algèbre, de déduire des théorèmes sur les graphes. Ces techniques
algébriques peuvent provenir de la théorie des matrices, de la théorie des polynômes,
des espaces vectoriels ou de la théorie des anneaux.

La théorie spectrale des graphes commence par l’association des matrices aux
graphes - notamment, la matrice d’adjacence et la matrice laplacienne. Le thème
général est alors, premièrement, de calculer ou d’estimer les valeurs propres de ces
matrices, et deuxièmement, de relier les valeurs propres aux propriétés structurelles
des graphes.

En théorie des graphes, un espace de cycles est un espace vectoriel défini à partir
d’un graphe, les éléments de l’espace de cycles représentent des combinaisons for-
melles de cycles dans le graphe. Les espaces de cycles permettent d’utiliser les outils
de l’algèbre linéaire pour étudier les graphes.

L’étude du lien entre la théorie des anneaux commutatifs et la théorie des graphes
a débuté avec le concept du graphe du diviseur de zéro d’un anneau commutatif,
initié par I. Beck [9]. De nombreuses propriétés algébriques sont étudiées en utili-
sant les idéaux des anneaux, il est intéressant d’associer une structure de graphe
à l’ensemble des idéaux et d’étudier des propriétés algébriques et des propriétés de
la théorie des graphes. Aussi Ashrafi, Meimani, Pournaki and Yassemi dans [6] ont
défini un graphe basé sur les éléments et les unités d’un anneau R.

Ce mémoire s’articule autour de six chapitres :

Le premier chapitre est constitué des définitions et orientations de base concer-
nant les graphes, afin de faciliter au lecteur la compréhension et la lecture du contenu
de ce travail.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions la représentation matricielle des graphes
dans le cas orienté et non orienté, aussi on donne une liaison entre les propriétés des
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matrices et les propriétés des graphes à travers des théorèmes et propositions.

Le troisième chapitre, est dédié à l’étude des valeurs propres et des vecteurs
propres de la matrice d’adjacence et laplacienne associée à plusieurs types des
graphes, et de relier ces valeurs propres aux propriétés structurelles des graphes.

Dans le quatrième chapitre, nous traitons le graphe idempotent et quelques pro-
priétés élémentaires de ce graphe. Aussi nous étudions la connexité et certaines
propriétés des graphes idempotents telles que le diamètre et la circonférence.

Dans le cinquième chapitre, nous associons aux graphes des espaces vectoriels,
à savoir l’espace de cycles d’un graphe est l’espace vectoriel, cela nous a permis
d’utiliser l’algèbre linéaire pour étudier les graphes.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous introduisons le graphe somme S-propre
sur l’ensemble des idéaux premiers d’un anneau commutatif. Ainsi nous étudions
quelques propriétés de base du graphe somme S-propre telles que la connexité, la
circonférence et le nombre de cliques, en plus nous examinons la relation entre le
graphe complémentaire du graphe somme propre et les anneaux produits.
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Chapitre 1

Différentes notions de graphes

1.1 Graphes orientés

Définition 1.1.1. Soient V un ensemble (fini ou infini) et E ⊂ V ×V .
Le graphe G = (V,E) est la donnée du couple (V,E). Les éléments de
V sont appelés les sommets (aussi appelés nœuds ou points) du graphe
G et Les éléments de E sont appelés les arcs du graphe G.

On parlera de graphe fini si V est fini (et donc aussi l’ensemble d’arcs).

Remarque. Soit I, un ensemble d’indices. Si v = {vi|i ∈ I} et si l’arc
a = (vi, vj) avec i, j ∈ I, on pourra alors parler de l’origine vi et de
la destination vj de a. On dit que a relie vi à vj. les sommets vi et vj
sont appelés extrémités de l’arc a. Un arc de la forme b = (vi, vi) est
une boucle. En général, les sommets seront représentés par des points
et l’arc (vi, vj) par une flèche allant de vi à vj, c’est ce qu’on appelle
la représentation sagittale du graphe. Deux arcs sont dits adjacents (ou
voisins) s’ils ont au moins une extrémité en commun.

Exemple 1.
D’après la figure 1.1, l’arc 6 relie les deux sommets a et b et la boucle
5 relie le sommet b à lui même. On dit que la boucle 5 et l’arc 6 sont
adjacents.

a
b

6
5

Figure 1.1 – Deux arcs adjacents.
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Définition 1.1.2. Soit a = (vi, vj) ∈ E. On dit que a est un arc sortant
de vi ou bien a est un arc incident à vi vers l’extérieur (resp. un arc
entrant dans vj ou bien a est un arc incident à vj vers l’intérieur).

Définition 1.1.3. L’ensemble des arcs sortant de vi est noté w+(vi)
et l’ensemble des arcs entrant dans vj est noté w−(vj). L’ensemble des
arcs incidents à un sommet v est w(v) = w+(v) ∪ w−(v).

Définition 1.1.4. On définit le demi-degré sortant (resp. demi-degré
entrant) d’un sommet v par

d+(v) = card(w+(v))(resp.d−(v) = card(w−(v))).

Le degré d’un sommet v est alors la somme des degrés entrant et sor-
tant :

deg(v) = d+(v) + d−(v).

Si G = (V,E) est un graphe fini, il est clair que :∑
v∈V

d+(v) =
∑
v∈V

d−(v).

Définition 1.1.5. L’ensemble des successeurs d’un sommet v est l’en-
semble succ(v) = {si, . . . , sk} des sommets si tels que le couple
(v, si) ∈ w+(v).

Définition 1.1.6. L’ensemble des prédécesseurs d’un sommet v est l’en-
semble pred(v) = {si, . . . , sk} des sommets si tels que le couple
(si, v) ∈ w−(v).

Définition 1.1.7. On définit l’ensemble des voisins d’un sommet v par :

V (v) = pred(v) ∪ succ(v).

On dit que u et v sont des sommets adjacents (ou voisins) si u ∈ V (v).

Exemple 2.
Soit le graphe G = (V,E), représenté à la figure 1.2, tel que :
V = {a, b, c, d, e} et E = {(a, b), (a, d), (b, c), (c, d), (d, e), (e, a)}.
Par exemple : w+(a) = {(a, b), (a, d)} et w−(a) = {(e, a)}. On a aussi
succ(d) = {e}, pred(d) = {a, c}, V (a) = {b, d, e} et deg+(b) = 1. On
voit aussi que les arcs (a, b) et (e, a) sont adjacents.
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a

b

c d

e

Figure 1.2 – Exemple d’un graphe orienté.

Définition 1.1.8. Un multi-ensemble est un ensemble où chaque élé-
ment peut apparaître une ou plusieurs fois.

On s’intéresse non seulement à savoir si un élément appartient ou
non à un multi-ensemble donné, mais également à sa multiplicité. Par
exemple, {7, 5, 9} et {9, 5, 5, 7} représentent des multi-ensembles diffé-
rents : l’ordre de multiplicité de l’élément 5 est 1 dans le premier cas et
2 dans le second.

Définition 1.1.9. Un multi-graphe G = (V,E) est un graphe pour
lequel l’ensemble E des arcs est un multi-ensemble. Autrement dit, il
peut exister plus d’un arc reliant deux sommets donnés.

On dit que le multi-graphe G = (V,E) est fini si V et E sont finis.

Définition 1.1.10. Un p-graphe est un multi-graphe G = (V,E) pour
lequel tout arc de E est répété au plus p fois.

Le plus souvent, on étudiera des 1-graphes.

Exemple 3.

a

b

c

d

e

Figure 1.3 – Exemple d’un multi-graphe.
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Définition 1.1.11. Un graphe G = (V,E) est dit simple s’il ne s’agit
pas d’un multi-graphe et si E est antiréflexive, c’est-à-dire qu’il ne com-
porte aucune boucle et que deux arêtes ne relient jamais la même paire
de sommets.

Exemple 4.

a

b

c d

e

Figure 1.4 – Un graphe simple orienté.

Le sommet c est dit un point isolé.

1.2 Graphes non orientés

Définition 1.2.1. Soit G = (V,E) un graphe (resp. un multi-graphe).
Si E est une relation symétrique sur V , on dira que G est un graphe
(resp. un multi-graphe) non orienté. C’est-à-dire, G est non orienté si :

∀v1, v2 ∈ V : (v1, v2) ∈ E ⇒ (v2, v1) ∈ E.

La paire {vi, vj} est appelée une arête, on la représente en traçant un
segment entre vi et vj.

Exemple 5.

a

b

d

e
a

b

c

d

e

Figure 1.5 – Exemple d’un graphe et multi-graphe non orientés.
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Définition 1.2.2. Soit a = {vi, vj} une arête d’un multi-graphe non
orienté G = (V,E). On dit que a est incident aux sommets vi et vj.

On suppose en outre que les boucles apportent une double contribu-
tion au degré d’un sommet.

Définition 1.2.3. On appelle degré de vi, noté deg(vi) le nombre d’arêtes
incidentes à vi. L’ensemble des arêtes incidentes à vi se note w(vi).

Il est clair que, dans un graphe simple, deg(vi) = |w(vi)|.

Définition 1.2.4. Deux sommets vi et vj ∈ V sont adjacents (ou voi-
sins) si l’arête a = {vi, vj} ∈ E. L’ensemble des voisins d’un sommet v
se note V (v).

Définition 1.2.5. On dit que deux arêtes sont adjacentes si elles ont
au moins une extrémité en commun.

La définition d’un p− graphe est analogue à celle donnée dans le cas
orienté.

Remarque (Handshaking lemma). Si G = (V,E) est un multi-graphe
non orienté, alors : ∑

v∈V

deg(v) = 2|E|

Définition 1.2.6. Soit k ≥ 1. Un graphe orienté (resp. non orienté)
G = (V,E) est k−régulier si pour tout sommet v ∈ V , d+(v) = k
(resp. deg(v) = k).

Exemple 6.

a

b

c

a

cb

f e

d a

b

e d

c

Figure 1.6 – Des graphes simples 2, 3 et 4−réguliers.
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Définition 1.2.7. On dit qu’un graphe G = (V,E) est complet si l’en-
semble E = V × V \ {(v, v)|v ∈ V }. En particulier, un graphe complet
est symétrique.

On note kn le graphe simple non orienté complet à n sommets.

Exemple 7.
Les graphes 2 et 4−réguliers représentés dans la figure 1.6 sont aussi des
graphes complets.

Définition 1.2.8. Un graphe est biparti s’il existe une partition de son
ensemble de sommets en deux sous-ensembles V1 et V2 telle que chaque
arête ait une extrémité dans V1 et l’autre dans V2.

On peut généraliser cette notion et définir des graphes n-partis, pour
n ≥ 2. Pour ce faire, V doit être partitionné en n sous-ensembles
V1, · · · , Vn de manière telle que : E ⊆ Vi × Vj.

Définition 1.2.9. Si |V1| = m et |V2| = n et E = V1 × V2, alors on
parle du graphe biparti complet et il est noté Km,n.

Exemple 8.

a

b

c

d

e

f

g

a

b

c

d

e

f

g

Figure 1.7 – Un graphe biparti non complet et un graphe biparti complet.

Le premier graphe de la figure 1.7 est un graphe biparti non complet, son
ensemble de sommets est divisé en deux sous-ensembles V1 = {a, b, c, d}
et V2 = {e, f, g}. Par contre le dernier graphe est un graphe biparti
complet.

Remarque. Un graphe est biparti si et seulement s’il ne contient pas
de cycles impairs.
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1.3 Chemins et circuits

Définition 1.3.1. Soit G = (V,E) un graphe non orienté. Une chaîne
de longueur k ≥ 1 est une suite ordonnée (v1, ..., vk) des k arêtes ad-
jacentes vi = {vi,1, vi,2}. On dit que la chaîne (v1, ..., vk) passe par les
arêtes v1, ..., vk (resp. par les sommets v1,1, v2,1, ..., vk,1 et vk,2).

On supposera qu’une chaîne de longueur 0 (correspondant à la suite
vide) joint toujours un sommet à lui-même.

Définition 1.3.2. On parle de cycle, si le premier et le dernier sommet
de la chaîne sont identiques,i.e., si v1,1 = vk,2.

On parle de chaîne ouverte si la chaîne considérée n’est pas un cycle.

Définition 1.3.3. On parle d’une chaîne élémentaire si les arêtes de
cette chaîne sont toutes distinctes (cela n’implique pas que les sommets
de chaîne soient tous distincts).

Définition 1.3.4. On parle d’une chaîne simple si les arêtes de cette
chaîne sont toutes distinctes et si de plus, les sommets sont tous dis-
tincts (sauf que le premier et le dernier peuvent être les mêmes dans le
cas du cycle).

On peut parler aussi de cycle élémentaire ou simple. Dans la défini-
tion d’un cycle simple, on admet que les sommets v1,1 de départ et vk,2
d’arrivé peuvent être égaux, mais seulement eux.

Exemple 9.

v1 v2

v
3 v 4

v
5

v6
v1 v2

v
3 v 4

Figure 1.8 – Une chaîne élémentaire et Une chaîne simple.
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a

b

e d

c

v1

v3

v
6

v
2

v5
v 4

a

b

ed

c

v1

v2

v
3

v
4

v5

v
6

a

b

e d

c

v1

v
5

v
2

v4

v 3

Figure 1.9 – Un cycle, un cycle élémentaire et un cycle simple.

Définition 1.3.5. La longueur d’un cycle élémentaire est le nombre de
ses arêtes (ou de ses sommets).

Définition 1.3.6. Étant donné un graphe G, la circonférence de G,
notée par gr(G), est la longueur d’un cycle le plus court dans G. Si G
n’a pas de cycle, nous définissons la circonférence de G comme étant
infinie.

Définition 1.3.7. On dit que deux sommets a et b sont connectés s’il
existe un chemin les joignant, ce que l’on notera a ∼ b. La relation ∼
"être connecté" est une relation d’équivalence sur V . Une classe d’équi-
valence pour ∼ est une composante connexe de graphe G.

Définition 1.3.8. Un multi-graphe non orienté est connexe si V /∼
contient une seule classe d’équivalence, c-à-d, G admet une unique com-
posante connexe. Autrement dit, un multi-graphe non orienté est connexe
si, pour tout couple de sommets, il existe une chaîne les joignant.

On supposera de plus que G = ({v} ,∅) est connexe (ce qui revient
à supposer qu’une chaîne de longueur 0 joint toujours un sommet à
lui-même).

Définition 1.3.9. Soit G = (V,E) un multi-graphe non orienté connexe.
La distance entre deux sommets a et b est la longueur de la plus courte
chaîne entre ces deux sommets, on la note par d(a, b).

Définition 1.3.10. Le diamètre de G est défini par :

diam(G) = max
a,b∈V

d(a, b).

Remarque. Dans un graphe simple qui n’est pas connexe on peut aussi
définir la distance entre deux sommets a et b par d(a, b) =∞ s’il n’existe
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pas une chaîne reliant a et b.

Les définitions données précédemment s’adaptent aisément au cas d’un
graphe orienté. Il suffit de respecter en plus le sens de parcours imposé
par les arcs. Donnons quelques précisions.

Définition 1.3.11. Soit G = (V,E) un multi-graphe orienté. Un che-
min de longueur k ≥ 1 est une suite ordonnée (v1, ..., vk) de k arcs
vi = {vi,1, vi,2} tels que pour tout i ∈ {1, ..., k}, vi,2 = vi+1,1. Ce chemin
de longueur k relie les sommets v1,1 et vk,2.

Définition 1.3.12. S’il existe un chemin joignant deux sommets a et
b, on notera a→ b. Si a→ b et b→ a on dira que a et b sont fortement
connectés et on notera a ↔ b. Si on impose à la relation ↔ d’être
réflexive (c’est à dire on suppose que a ↔ a), on vérifie aisément que
la relation ↔ “ être fortement connecté ” est une relation d’équivalence
sur l’ensemble V .

Définition 1.3.13. Une classe d’équivalence pour ↔ est une compo-
sante fortement connexe de graphe G. On dira que G est fortement
connexe si V /↔ contient une unique classe d’équivalence.

Définition 1.3.14. Les sommets appartenant à un circuit maximal,i.e.,
un circuit auquel on ne peut rajouter de nouveaux sommets, constituent
une composante fortement connexe. D’une autre manière on dit qu’un
multi-graphe orienté G est fortement connexe si et seulement s’il existe
un circuit passant par chaque sommet de celui-ci.

Définition 1.3.15. On dira que G est simplement connexe, si en sup-
priment l’orientation des arcs de graphe G, le multi-graphe non orienté
obtenu de cette manière est connexe.

On pourra définir, de manière évidente, les composantes simplement
connexes de G.

Remarque. Les notions de distance et de diamètre données dans le
cas non orienté s’adaptent facilement au cas d’un multi-graphe orienté
fortement connexe.
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Exemple 10.
On considère le graphe orienté de la figure 1.10 dont l’ensemble des
sommets est {a, ..., e} et l’ensemble des arcs est {1, ..., 7}.

a

b

c

d e

1
3

2 4

7

6

5

Figure 1.10 – Un graphe orienté.

Ce graphe est simplement connexe mais il n’est pas fortement connexe.
En effet il n’existe pas un chemin relie les sommets d à a.
L’ensemble {b, c, d} est une composante fortement connexe du graphe.
Par exemple un chemin est donné par (1, 3, 7), un cycle par (3, 4, 5) et
chemin élémentaire par (1, 3, 4, 5, 6).
La distance entre les deux sommets d et c vaut 1. Par contre, la distance
entre c et d vaut 2.

1.4 Sous-graphes

Définition 1.4.1. Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou non). Un
sous-graphe de G est un graphe G′ = (V ′, E ′) tel que :
X V ′ ⊆ V ,
X E ′ ⊆ E ∩ (V ′ × V ).

Définition 1.4.2. G′ est un sous-graphe de G s’il est obtenu en enlevant
à G certains sommets et/ou certains arcs ou arêtes. En particulier, si
on enlève un sommet v de graphe G, il faut nécessairement enlever tous
les arcs ou arêtes incidents à v.

Pour construire G′, on peut très bien enlever un arc ou une arête de
G sans pour autant enlever le moindre sommet de G.

Définition 1.4.3. Le graphe G′ est un sous-graphe propre de G si
E ′ ( E ou V ′ ( V .
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Exemple 11.

a

b

c d e

b

c d e

Figure 1.11 – Un graphe G et un sous-graphe G1 de G.

Définition 1.4.4. Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou non). Si
e ∈ E on note G′ = G − e le sous-graphe de G obtenu en supprimant
l’arc (ou l’arête) e. Si v ∈ V on note G′ = G − v le sous-graphe de G
obtenu en supprimant le sommet v et les arcs (ou les arêtes) adjacents.

Définition 1.4.5. On notera G′ = G+ e (resp.G′ = G+ v), le graphe
obtenu par adjonction à G′ d’une arête ou d’un sommet.

On peut bien évidemment étendre ces notations à un ensemble fini
de sommets.

Définition 1.4.6. Soit W = {v1, ..., vk} ⊆ V alors G−W est le sous-
graphe G − v1 − ... − vk. Le sous-graphe de G induit par W est le
sous-graphe G′ = (W,E ′) avec E ′ = E ∩ (W ×W ).

1.5 Points d’articulation, Cliques

Définition 1.5.1. Soit G = (V,E) un multi-graphe non orienté connexe
(ou une composante connexe d’un multi-graphe non orienté). On dit que
le sommet v est un point d’articulation, si G − v n’est plus connexe.
D’une manière générale, on dit aussi que le sommet v est un point d’ar-
ticulation d’un multi-graphe G si G − v contient plus de composantes
connexes que G.

Remarque. On dit que G est au moins 2− connexe, si G est connexe
et ne contient aucun point d’articulation.

Définition 1.5.2. Un ensemble d’articulation est un ensemble W de
sommets du multi-graphe connexe G = (V,E) tel que G−W n’est plus
connexe. D’une manière générale, pour un multi-graphe G quelconque,
on dit aussi que W est un ensemble d’articulation si G −W contient
plus de composantes connexes que G.
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Exemple 12.

s

G−s−−→
Figure 1.12 – G = (V,E) un graphe connexe et G− s n’est pas connexe.

Dans la figure 1.11 le graphe G est connexe, mais après la suppression
du sommet s le graphe G− s n’est plus connexe. Alors le sommet s est
un point d’articulation.

Définition 1.5.3. Une clique d’un graphe simple non orienté
G = (V,E) est un sous-graphe complet de G. C’est-à-dire que deux
sommets quelconques de la clique sont toujours adjacents.

Définition 1.5.4. Le nombre de sommets dans la plus grande clique
d’un graphe G est appelé le nombre de clique de G et noté ω(G).

Définition 1.5.5. La taille d’une clique est le nombre de sommets qui
la composent.

Exemple 13.

a

b

c d e

Figure 1.13 – Un graphe G admet une 3-clique.

Les trois sommets b, d et e de ce graphe forment une clique de taille 3,
ces sommets sont tous adjacents deux-à-deux.
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Définition 1.5.6. Une co-clique d’un graphe G est un sous-ensemble
S des sommets de G tel deux sommets quelconque ne sont pas adja-
cents. Une co-clique dans un graphe G est une clique dans son graphe
complémentaire G′.

Définition 1.5.7. Un ensemble indépendant d’un graphe G est un sous-
ensemble de sommets de G tel que deux sommets du sous-ensemble ne
représentent pas une arête de G.

Définition 1.5.8. Le nombre d’indépendance de G, noté α(G), est le
cardinal du plus grand ensemble indépendant.

Définition 1.5.9. Un sous-ensemble non vide S de sommets de G est
un ensemble dominant si chaque sommet de V \S est adjacent à un
sommet de S.

Définition 1.5.10. Le nombre de domination noté γ(G) est défini comme
étant le nombre de sommets dans le plus petit ensemble dominant dans
G.

1.6 Isomorphismes de graphes

Définition 1.6.1. Soient Gi = (Vi, Ei) avec i = 1, 2, deux graphes
orientés (resp. deux graphes non orientés). Une application f : V1 → V2
est un homomorphisme si :

(x, y) ∈ E1 =⇒ (f(x), f(y)) ∈ E2

(resp. {x, y} ∈ E1 =⇒ {f(x), f(y)} ∈ E2).

On parlera alors d’homomorphisme de G1 dans G2.

Exemple 14.
Soient G et H, les deux graphes représentés dans la figure 1.14, on voit
facilement qu’on a un homomorphisme de G dans H.
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f

a b

ed

c 1

2

3
4

graphe G graphe H

Figure 1.14 – Homomorphisme de graphe G dans H.

Définition 1.6.2. Deux graphes orientés (resp. deux graphes non orien-
tés) Gi = (Vi, Ei) avec i = 1, 2, sont isomorphes (ce qui signifie avoir
la même forme) s’il existe une bijection f : V1 → V2 telle que :

(x, y) ∈ E1 ⇐⇒ (f(x), f(y)) ∈ E2

(resp. {x, y} ∈ E1 ⇐⇒ {f(x), f(y)} ∈ E2).

Exemple 15.
Les deux graphes représentés à la figure 1.15 sont isomorphes. On a un
isomorphisme donné par :

ϕ : a→ 0, b→ 1, c→ 2, d→ 3, e→ 4

a

e

b c

d 0

2

3 1

4

Figure 1.15 – Deux graphes isomorphes.

La définition donnée précédemment s’adapte aussi au cas de multi-
graphes orientés.
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Définition 1.6.3. Deux multi-graphes Gi = (Vi, Ei) avec i = 1, 2, sont
isomorphes s’il existe une bijection f : V1 → V2 telle que (x, y) est un
arc de multiplicité k de G1 si et seulement si (f(x), f(y)) est un arc de
multiplicité k de G2.

1.7 Arbres

Définition 1.7.1. Un graphe simple non orienté G = (V,E) est un
arbre s’il est connexe et sans cycle.

Exemple 16.

a b

c d

e

Figure 1.16 – Un arbre

Théorème 1.7.1. [12] Soit G = (V,E) un graphe simple. Les assertions
suivantes sont équivalentes
1) G est un arbre.
2) G est connexe et chaque arête est un pont.
3) Deux sommets distincts sont connectés par exactement une chaîne
élémentaire.

4) G est sans cycle et l’ajout d’une nouvelle arête crée exactement un
cycle élémentaire.

Si de plus G est d’ordre fini, ces assertions sont aussi équivalentes à
chacune des assertions :
5) G est sans cycle et |E| = |V | − 1.
6) G est connexe et |E| = |V | − 1.

Définition 1.7.2. Un graphe partiel de G qui est un arbre est appelé
arbre de recouvrement de G.

Proposition 1.7.1. Un graphe G = (V,E) d’ordre fini admet un arbre
G′ = (V,E ′) comme graphe partiel si et seulement s’il est connexe.

Définition 1.7.3. Le graphe chemin Pn est un arbre avec deux nœuds
de degré 1 et les n− 2 autres nœuds de degré 2.
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Un graphe chemin est donc un graphe qui peut être dessiné de telle
sorte que tous ses sommets et arêtes se trouvent sur une seule ligne
droite.

Exemple 17.

a b c d e f

Figure 1.17 – Un graphe chemin

La figure 1.17 représente un graphe chemin de 6 sommets tels que : les
sommets a et b sont de degré 1 et les 4 autres sommets sont de degré 2.

Définition 1.7.4. Une forêt est un graphe sans cycle, ainsi les compo-
santes connexes d’une forêt sont des arbres.

1.8 Coloriage

Définition 1.8.1. Une coloration des sommets d’un graphe G = (V,E)
simple et sans boucle est une application

f : V → C

telle que f(vi) 6= f(vj) lorsque vj est adjacent à vj avec 1 ≤ i, j ≤ n.

Définition 1.8.2. On appelle k-coloration une coloration des sommets
avec k couleurs : |f(V )| = k, c’est pourquoi on prendra f(V ) = {1, 2, ..., k}.

Exemple 18.

1

3

2

1

1

3

Figure 1.18 – Un graphe G = (V,E) admettant une 3-coloration.
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La figure 1.18 représente un graphe G 3-colorable tel que

{vi, vj} ∈ E(G) =⇒ f(vi) 6= f(vj).

f est une application qui associe à chaque sommet de G une couleur de
l’ensemble {1, 2, 3} de façon que les sommets voisins ont des couleurs
distinctes.

Définition 1.8.3. Une k-coloration est une coloration propre des som-
mets telle que chaque paire de couleurs possède des sommets adjacents.

Remarque. Un graphe G = (V,E) est 1-colorable si et seulement si
E = ∅.

Définition 1.8.4. Le nombre chromatique d’un graphe G, noté χ(G),
est le nombre minimum de couleurs nécessaire pour colorier tous les
sommets de graphe G.

Exemple 19.
On considère le graphe G de la figure 1.18, le nombre chromatique de
G est χ(G) = 3.

Définition 1.8.5. Une coloration des arêtes d’un graphe G s’agit d’at-
tribuer une couleur à chaque arête du graphe de telle sorte qu’aucun
sommet ne soit incident à deux arêtes de même couleur.

Définition 1.8.6. Le nombre minimal de couleurs nécessaire pour réali-
ser la coloration des arêtes d’un graphe G est appelé indice chromatique
de G ou bien nombre chromatique des arêtes de graphe G et noté par
χ′(G).

Exemple 20.

a

c

b

d

e

1

2

3

3

2

1

Figure 1.19 – Coloration des arêtes.

Dans la figure 1.20, on a besoin de trois couleurs pour colorer les arêtes
de sorte que deux arêtes adjacentes ont des couleurs différentes.
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Définition 1.8.7. Soit G = (V,E) un graphe simple, ∆(G) est le degré
maximum des sommets.

Théorème 1.8.1. (Vizing, 1964) Soit G = (V,E) un graphe simple.
Alors :

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

Ce théorème divise les graphes simples en deux classes :
La classe 1 contient les graphes tels que χ′(G) = ∆.
La classe 2 contient ceux qui vérifient χ′(G) = ∆ + 1.
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Chapitre 2

Graphes et matrices

Les matrices classiques permettant de représenter un graphe sont :
la matrice d’adjacence, à valeurs booléennes, la matrice d’incidence, à
valeurs 0, +1 et −1, et la matrice Laplacienne.
La matrice des degrés, introduite ici, a pour objectif de mettre les trois
matrices précédentes en relation.

2.1 Matrice d’adjacence

2.1.1 Cas non orienté

Définition 2.1.1. Soit G = (V,E) un multi-graphe non orienté dont
les sommets sont ordonnés par V = {v1, ..., vn}. La matrice d’adjacence
de graphe G est la matrice notée par A(G) dont l’élément [A(G)]i,j est
égal au nombre d’arêtes {vi, vj} ∈ E, 1 ≤ i, j ≤ n.

La matrice d’adjacence est donc symétrique à coefficients entiers na-
turels.

Exemple 1.
La figure 2.1 représente la matrice d’adjacence d’un multi-graphe non
orienté et la figure 2.2 représente la matrice d’adjacence d’un graphe
simple. On compare chaque matrice avec son graphe correspondant, on
remarque que la somme des éléments de chaque ligne ou colonne est
égale au degré du sommet correspondant.
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1

2

3
4

5

A(G) =



0 1 1 2 1

1 0 0 0 0

1 0 2 1 0

2 0 1 0 0

1 0 0 0 0


Figure 2.1 – Un multi-graphe G et sa matrice d’adjacence.

1

2

3
4

5

A(G) =



0 1 1 0 1

1 0 1 0 0

1 1 0 1 0

0 0 1 0 1

1 0 0 1 0


Figure 2.2 – Un graphe simple G et sa matrice d’adjacence.

2.1.2 Cas orienté

Définition 2.1.2. Soit G = (V,E) un multi-graphe orienté dont les
sommets sont ordonnés par V = {v1, ..., vn}. La matrice d’adjacence du
graphe G est la matrice notée par A(G) dont l’élément [A(G)]i,j est égal
au nombre d’arcs (vi, vj) ∈ E, 1 ≤ i, j ≤ n.

Exemple 2.

a

b

c d

e
A(G) =


0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0 1 0



Figure 2.3 – Un multi-graphe orienté et sa matrice d’adjacence.

26



2.1.3 Propriétés

Définition 2.1.3. Une matrice de permutation est une matrice obtenue
à partir de la matrice identité en permutant les colonnes.

Proposition 2.1.1. Soit G1 et G2 deux graphes sur le même ensemble
de sommets. On dit qu’ils sont isomorphes si et seulement s’ils ont, à
une permutation près, la même matrice d’adjacence. Autrement dit, il
existe une matrice de permutation P telle que :

A(G1) = P−1A(G2)P

Preuve. Pour des graphes isomorphes, l’isomorphisme donne une per-
mutation des sommets, ce qui conduit à une matrice de permutation.
De même, la matrice de permutation donne un isomorphisme. �

Théorème 2.1.1. [28] Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou non) tel
que V = {v1, ..., vk}. Pour tous i, j ∈ {1, ..., k} et pour tout n > 0,
[A(G)n]i,j est exactement le nombre de chemins de longueur n joignant
vi à vj .

Preuve. Raisonnons par récurrence sur n ∈ N∗.
Si n = 1, la propriété est vérifie, car un chemin/une chaine de longueur
1 est un arc/arête. On suppose que la propriété est vérifiée à l’ordre n
et vérifions-le à l’ordre n+ 1. On a

A(G)n+1 = A(G)nA(G)

alors [
A(G)n+1

]
i,j

=
k∑

s=1

[A(G)n]i,s [A(G)]s,j .

si [A(G)]s,j = r, alors il y a r arêtes/arc entre vs et vj, or par hypothèse
de récurrence, [A(G)n]i,s est le nombre de chemins de longueur n joignant
les sommets vi à vs. Par conséquent, chaque terme [A(G)n]i,s [A(G)]s,j,
s = 1, ...., k, est le nombre de chemins de longueur n + 1 reliant vi à
vj en passant par les sommet vs. Finalement, en sommant sur tous les
s = 1, ...., k,

[
A(G)n+1

]
i,j

compte bien le nombre total de chemins de
longueur n entre les sommets vi et vj. D’où la conclusion. �

Exemple 3.
Soit le graphe G de la figure 2.4 et sa matrice d’adjacence.
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d

ba

c

A(G) =


0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1
0 0 1 0


Figure 2.4 – Un graphe simple G et sa matrice d’adjacence.

Le nombre de chemins du sommet b au sommet d de longueur 2 peut
être trouvé en mettant au carré la matrice A.

A2(G) =


2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 3 0
1 1 0 1


Donc si on observe l’élément (b, d) = l’élément (d, b) = 1. Il existe un
chemin de b à d de longueur 2. Ce chemin est bcd.
De la même façon

A3(G) =


2 3 4 1
3 2 4 1
4 4 2 3
1 1 3 0


Élément (a, c) = l’élément (c, a) = 4. Par conséquent, il existe 4 chemins
de longueur 3 du sommet a au sommet c. Ces chemins sont : acac, acdc,
acbc, abac.

2.1.4 Polynôme caractéristique

Définition 2.1.4. Soit G = (V,E) un multi-graphe non orienté.
Le polynôme caractéristique du graphe G, noté par χG(λ) est le poly-
nôme caractéristique de la matrice d’adjacence A(G) de G.

Remarque. On peut remarquer que la matrice d’adjacence d’un graphe
non orienté est toujours diagonalisable par une matrice orthogonale et
que ses valeurs propres sont réelles.

Définition 2.1.5. On appelle triangle, tout circuit de longueur trois
formé d’arêtes distinctes.
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Proposition 2.1.2. Si le polynôme caractéristique de G = (V,E) est
de la forme

χG(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + ...+ cn,

alors certains coefficients de χG sont en relation directe avec G :
X −c1 est le nombre de boucles de G, en particulier, si G est simple,
c1 = 0.
X Si G est simple, alors −c2 est le nombre d’arêtes de G.
X Si G est simple, alors −c3 est le double du nombre de triangles de G.

Preuve. Pour chaque {i ∈ 1, ..., n} le nombre (−1)ici est la somme des
déterminants de sous-matrices de la matrice d’adjacence A(G) qui ont
i lignes et colonnes. Le premier point est immédiat, le coefficient −c1
est la somme des éléments diagonaux de A(G), et par définition d’une
boucle, le coefficient −c1 est le nombre de boucles de graphe G. Si G
est un graphe simple, mis à part les mineurs à coefficients tous nuls, un
mineur principal d’ordre 2 contribuant à c2 est de la forme∣∣∣∣0 1

1 0

∣∣∣∣
Il existe un tel mineur pour chaque paire de sommets adjacents de G, et
chacun a une valeur égale à −1, d’où il est clair que c2 = −|E|. Pour le
dernier point, on raisonne de la même façon, pour les mineurs principal
d’ordre 3 avec des coefficients non tous nuls, on a trois possibilités∣∣∣∣∣∣

0 1 0
1 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
Les deux premiers mineurs étant nuls et le troisième, valant 2 et corres-
pondant à trois sommets adjacents deux à deux, autrement dit corres-
pondant à la présence d’un triangle dans le graphe G, on obtient donc
−c3 comme le double du nombre de ces triangles. �

Exemple 4.
On considère le graphe simple G = (V,E) de la figure 2.5 et sa matrice
d’adjacence.
Le polynôme caractéristique de grapheG est le polynôme caractéristique
de sa matrice d’adjacence A, alors :

χG(λ) = λ5 − 8λ3 − 10λ2 − λ+ 2.
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v4

v1

v3

v2 v5 A(G) =


0 1 1 1 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
0 1 1 0 0


Figure 2.5 – Un graphe G et sa matrice d’adjacence.

- Le grapheG est un graphe simple sans boucle, alors le coefficient c1 = 0
est vérifié.
- Le nombre d’arêtes de G vaut 8, alors −c2 = 8 est vérifié.
- Le nombre de triangle dans le graphe G vaut 5, alors −c3 = 2×5 = 10
est vérifié.

Remarque. On voit donc que le polynôme caractéristique de A(G)
fournit des renseignements sur le graphe G. Néanmoins deux graphes
non isomorphes peuvent avoir le même polynôme caractéristique. On
parle alors de graphes cospectraux.

Exemple 5.
La figure 2.6 représente deux graphes non isomorphes ayant le même
spectre.

d

ac

b

e

f

d

a

c

b ef

Figure 2.6 – Deux graphes cospectraux.

En effet, ils ont tous les deux comme polynôme caractéristique,

−1 + 4λ+ 7λ2 − 4λ3 − 7λ4 + λ6.

Remarque. Le polynôme caractéristique est extrêmement important
pour la théorie spectrale des graphes, car c’est une construction algé-
brique qui contient des informations graphiques.
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Les racines d’un polynôme caractéristique sont appelées les valeurs propres,
qui sont essentielles pour comprendre les propriétés et la structure d’un
graphe. Nous les étudierons d’ailleurs au chapitre 3.

2.2 Matrice d’incidence

2.2.1 Cas non orienté

Définition 2.2.1. Si V = {v1, ..., vn} et E = {e1, ..., em}, alors la
matrice d’incidence associée au graphe non orienté G = (V,E) est une
matrice B de dimension n × m telle que Bi,j = 1 si et seulement si
l’arête ej incident à vi.

Exemple 6.

c

a

be

d
3

4

5

2
1

6 B =



1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 1

0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1


Figure 2.7 – Un graphe simple et sa matrice d’incidence.

2.2.2 Cas orienté

Définition 2.2.2. Si V = {v1, ..., vn} et E = {e1, ..., em}, alors la
matrice d’incidence d’un graphe orienté G = (V,E), noté par B(G),
est une matrice de dimension n×m définie par B(G) = (bi,j) avec

bi,j =


0 si le sommet vi et l’arc ej ne sont pas incident
1 si l’arc ej entre du sommet vi
−1 si l’arc ej sort dans sommet vi.

Exemple 7.
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v3

v1

v2v5

v4 e3

e4

e 5

e2

e
1

e6 B(G) =



−1 0 0 0 1 0

1 −1 0 0 0 1

0 1 −1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 −1


Figure 2.8 – Un graphe orienté et sa matrice d’incidence.

2.2.3 Matrice des degrés

Définition 2.2.3. Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou non), avec
V = {v1, ..., vn} et E = {e1, ..., em}. La matrice des degrés du graphe G
est la matrice diagonale D = (di,j) ∈Mn(Z) définie par

di,j =

{
deg(vi) si i = j

0 sinon.

Pour un graphe orienté on a deg(vi) = deg+(vi) + deg−(vi).

Exemple 8.

v4

v1

v3

v2 v5 A(G) =


4 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 3


Figure 2.9 – Un graphe G non orienté et sa matrice des degrés.

2.2.4 La relation entre matrice d’incidence et d’adjacence
d’un graphe

La proposition suivante relie la matrice d’incidence d’un graphe (orienté
ou non) à sa matrice d’adjacence.
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Proposition 2.2.1. Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou non) sans
boucle, A sa matrice d’adjacence, B sa matrice d’incidence et D sa
matrice des degrés. Alors B tB ∈ Mn(Z) ( tB désigne la transposée de
B) et

B tB =

{
A+D si G est un graphe non orienté,
−A+D si G est un graphe orienté.

Preuve. On distingue deux cas :
1) Cas non orienté : si B = (bi,j) 1≤i≤n

1≤j≤m
, on a : B tB = (βi,j)1≤i,j≤n, avec

βi,j =
m∑
k=1

bi,kbk,j, 1 ≤ i, j ≤ n.

- βi,i =
m∑
k=1

b2i,k est le nombre d’arêtes incidentes à vi, c’est donc le degré

de sommet vi. Or deg(vi) = di,i = ai,i + di,i car ai,i = 0, le graphe étant
sans boucle.
- Pour i 6= j, on a di,j = 0, on distingue deux cas :
∗ si vi n’est pas adjacent à vj, alors : ai,j = 0 et pour tout 1 ≤ k ≤ m

on a : soit bi,k = 0, soit bk,j = 0 (car sinon vi et vj seraient incidents à
l’arête ek et seraient donc adjacents). Donc βi,j = 0 = ai,j + di,j.
∗ si vi est adjacent à vj, alors :

bi,kbk,j =

{
1 si ek est incidente à vi et vj
0 sinon.

donc βi,j est bien le nombre d’arêtes incidentes à vi et vj, qui vaut
ai,j = ai,j + di,j.
2) Cas orienté : la même procédure de cas précédent la seule différence
est lorsque le sommet vi est adjacent à vj :
- si ek est orientée de vi à vj, on a bi,kbk,j = −1.
- si ek est orientée de vj à vi, on a bi,kbk,j = 1.
donc βi,j est l’opposé du nombre d’arêtes incidentes à vi et vj, i.e.
βi,j = −ai,j = −ai,j + di,j, d’où le résultat. �

Exemple 9.
1) Cas non orienté : on considère le graphe non orienté représenté dans
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la figure 2.6. Soit A(G) la matrice d’adjacence, D(G) la matrice des
degrés et B la matrice d’incidence de ce graphe :

A(G) +D(G) =


0 1 0 0 1
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 1 0 1 0

 +


2 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 3



=


2 1 0 0 1
1 3 1 0 1
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
1 1 0 1 3



B ×tB =


1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1

 ×


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1



=


2 1 0 0 1
1 3 1 0 1
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
1 1 0 1 3


Alors B tB = A+D
2) Cas orienté : on considère le graphe orienté représenté dans la figure
2.7. Soit A(G) la matrice d’adjacence, D(G) la matrice des degrés de
ce graphe mais sans orientation et B(G) la matrice d’incidence de ce
graphe avec orientation :

−A(G)+D(G) =


0 −1 0 0 −1
−1 0 −1 0 −1
0 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1
−1 −1 0 −1 0

+


2 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 3


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=


2 −1 0 0 −1
−1 3 −1 0 −1
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
−1 −1 0 −1 3



B×tB =


−1 0 0 0 1 0
1 −1 0 0 0 1
0 1 −1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 1 −1 −1

×


−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 0 0 0 −1
0 1 0 0 −1



=


2 −1 0 0 −1
−1 3 −1 0 −1
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
−1 −1 0 −1 3


Alors B tB = −A+D

2.3 Matrice Laplacienne

Définition 2.3.1. Soit G = (V,E) un graphe avec V = {v1, ..., vn}
et E = {e1, ..., em}. La matrice Laplacienne de G, notée L(G), est la
matrice carrée d’ordre n définie par L(G) = (ai,j) avec

ai,j =


0 si i 6= j et les sommets vi et vj ne sont pas adjacents.
−1 si i 6= j et les sommets vi et vj sont adjacents.
deg(vi) si i = j.

35



Exemple 10.

5

32

6

1

4

L(G) =



3 −1 0 −1 −1 0

−1 3 −1 0 −1 0

0 −1 2 0 −1 0

−1 0 0 2 −1 0

−1 −1 −1 −1 5 −1

0 0 0 0 −1 1


Figure 2.10 – Un graphe et sa matrice Laplacienne.

Définition 2.3.2. Soit D(G) la matrice diagonale des degrés des som-
mets. Si A(G) est la matrice d’adjacence de G, alors

L(G) = D(G)− A(G).

Il découle de cette définition que pour tout graphe, la somme des
éléments dans chaque ligne de la matrice Laplacienne est zéro.

Définition 2.3.3. Soit G◦ le graphe orienté obtenu en associant une
orientation arbitraire aux arêtes E(G) du graphe G, et soit B la matrice
d’incidence du graphe G◦, la matrice Laplacienne du graphe G peut être
définie de façon alternative comme suit :

L(G) = B(G◦) tB(G◦).

Cette définition révèle que L(G) est une :
• Matrice symétrique (c’est-à-dire, L(G) = tL(G))
• Matrice semi-définie positive (c’est-à-dire, txL(G)x ≥ 0, ∀x ∈ R ).

Remarque. Les deux définitions que nous avons donné sont équiva-
lentes et du moment que la notion d’orientation n’est pas nécessaire
dans la première, la matrice laplacienne est indépendante de l’orienta-
tion.
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Chapitre 3

Théorie spectrale des graphes

Le but de la théorie spectrale des graphes est d’étudier les proprié-
tés des graphes via les valeurs propres et les vecteurs propres de leurs
matrices associées. On s’intéresse en général à la matrice d’adjacence
et à la matrice Laplacienne et ses variantes. Ces deux matrices ont été
extrêmement bien étudiées d’un point de vue algébrique.

3.1 Spectre de la matrice d’adjacence

Définition 3.1.1. Soit A la matrice d’adjacence d’un graphe non orienté
G avec n sommets. Alors A possède n valeurs propres réelles, notées
λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn. Ces valeurs propres associées à leurs multiplicités
composent le spectre de G.

Voici quelques informations de base sur le spectre d’un graphe.

Lemme 3.1.1. Soit G un graphe simple non orienté avec n sommets.
Alors
1)
∑n

i=1 λi = 0.
2)
∑n

i=1 λ
2
i =

∑n
i=1 deg(vi).

3) Si λ1 = .... = λn, alors E(G) = ∅.

Preuve. 1) Puisque G n’a pas de boucles, tous les éléments diagonaux
de A sont nuls. Par définition de la trace, on a

n∑
i=1

λi = tr(A) =
n∑

i=1

Ai,i = 0.
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2) Parmis les propriétés de la trace de la matrice, nous avons
n∑

i=1

λ2i = tr(A2) =
n∑

i=1

A2
i,i.

Puisque A2
i,i est le nombre de chemins fermés de vi de longueur k = 2. Un

chemin fermé de longueur k = 2 représente une arête. Par conséquent,
A2

i,i est le degré du sommet vi, alors tr(A2) est égal à la somme des
degrés de chaque sommet dans G.
3) En combinant

∑n
i=1 λi = 0 avec λ1 = .... = λn nous avons λi = 0

pour chaque sommet vi. Par le point(2) du lemme, on a deg(vi) = 0
pour tout sommet vi. Donc E(G) = ∅.

Exemple 1.

a

b

c

A(G) =


0 1 1

1 0 1

1 1 0


Figure 3.1 – Un graphe simple et sa matrice d’adjacence.

Soit G un graphe simple tel que deg(a) = deg(b) = deg(c) = 2.
Les valeurs propres de la matrice d’adjacence A(G) sont {2,−1,−1}.
Alors :
1)
∑3

i=1 λi = 0.

2)
∑3

i=1 λ
2
i = deg(a) + deg(b) + deg(c) = 6.

Théorème 3.1.1. [2] Soit A la matrice d’adjacence d’un graphe G. Si
λ est une valeur propre de A alors |λ| ≤ ∆(G).

Preuve. Soit x = (x1, ..., xn)t un vecteur propre de A associé à la valeur
propre λ. Alors Ax = λx. Soit i tel que |xi| = max1≤j≤n|xj|.

38



Donc en utilisant l’inégalité triangulaire on obtient

|λ||xi| = |
n∑

j=1

aijxj| ≤
n∑

j=1

|aij||xj|

= |xi|
n∑

j=1

|aij|

= |xi|deg(vi)

≤ |xi|∆(G).

D’où |λ| ≤ ∆(G). �

3.2 Valeurs propres et vecteurs propres de la ma-
trice d’adjacence de certains graphes fondamen-
taux

Proposition 3.2.1. Soit G = (V,E) un graphe biparti. Si λ est la
valeur propre de graphe G, alors −λ l’est aussi. Autrement dit, le spectre
d’un graphe biparti est symétrique par rapport à 0.

Preuve. Le graphe G est biparti, alors l’ensemble des sommets V se
partitionne en deux sous-ensembles V1 et V2 de manière telle que toute
arête de graphe G est de la forme {u, v} avec u ∈ V1 et v ∈ V2. Si
on ordonne les sommets de l’ensemble V de manière à considérer tout
d’abord les sommets de V1, alors A(G) est de la forme(

0 B
B̃ 0

)
avec B est une matrice de dimension |V1| × |V2|. Soit x un vecteur
propre non nul de la matrice A(G) de valeur propre λ. On appelle x1
(resp. x2) le vecteur obtenu en considérant les |V1| premières (resp. les
|V2| dernières) composantes du vecteur x. Ainsi,(

0 B
B̃ 0

)(
x1
x2

)
=

(
Bx2
B̃x1

)
= λ

(
x1
x2

)
Maintenant, nous pouvons facilement montrer un vecteur propre non
nul de valeur propre −λ(

0 B
B̃ 0

)(
x1
−x2

)
=

(
−Bx2
B̃x1

)
= λ

(
−x1
x2

)
= −λ

(
x1
−x2

)
.�
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Exemple 2.

a

b

c

d

A(G) =



0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0


Figure 3.2 – Un graphe biparti et sa matrice d’adjacence.

Le graphe G = (V,E) de la figure 3.1 est un graphe biparti. Les sous-
ensembles de sommets sont V1 = {a, d}, V2 = {b, c}. Son polynôme
caractéristique est λ4 − 4λ2 et ses valeurs propres sont {−2, 0, 0, 2}.

Rappelons que dans le chapitre 2, la forme générale d’un polynôme ca-
ractéristique est

χG(λ) = (λ)n + c1(λ)n−1 + c2(λ)n−2 + ...+ cn

Proposition 3.2.2. Si G est un graphe biparti alors c2k−1 = 0 pour
n ≥ 1.

Preuve. D’après le chapitre 1 on sait que si G est biparti alors il n’y a
pas de cycles impairs dans G. D’où c2k−1 = 0 pour n ≥ 1.

Exemple 3.

a b

e
d

c
A(G) =



0 0 1 0 1

0 0 1 1 0

1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0


Figure 3.3 – Un graphe biparti et sa matrice d’adjacence.

Le graphe G = (V,E) de la figure 3.2 est un graphe biparti.
Les sous-ensembles de sommets sont V1 = {a, b}, V2 = {c, d, e}. Son
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polynôme caractéristique est λ5 − 4λ3 + 3λ et ses valeurs propres sont
{−
√

3,−1, 0, 1,
√

3}. Si on observe le polynôme caractéristique, c1 et c3
sont nuls comme indiqué dans la propriété 3.2.2.

Proposition 3.2.3. Un graphe G est k-régulier si et seulement si
e = (1, 1, ..., 1) est un vecteur propre de G avec une valeur propre λ = k.

Preuve. Rappelons que

Ae = (deg(v1), deg(v2), ..., deg(vn)).

Si G est k-régulier alors deg(vi) = k pour tout vi et donc

Ae = (k, k, ..., k) = ke.

D’où k est une valeur propre de A avec le vecteur propre correspondant
e.
inversement si e est un vecteur propre de G avec une valeur propre k,
alors

Ae = ke = (k, k, ..., k).

D’où deg(vi) = k pour tout vi et donc G est k-régulier. �

Exemple 4.

a

b

e d

c
A(G) =



0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0


Figure 3.4 – Un graphe simple 4-régulier et sa matrice d’adjacence.

Soit le graphe simple représenté dans la figure 3.3 et sa matrice d’adja-
cence A, le degré de chaque sommet dans G est 4. Les valeurs propres
du G sont {4,−1,−1,−1,−1}. Alors on remarque que la valeur propre
λ1 de G est égale à k, autrement dit λ1 = k = 4.
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3.3 Spectre de la matrice Laplacienne

Théorème 3.3.1. [24] Pour un graphe G, chaque valeur propre de L(G)
est non-négative.

Preuve. Supposons que λ est une valeur propre et que x ∈ Rn est un
vecteur propre non nul de λ. Alors

txL(G)x = txλx

= λ txx.

Puisque txL(G)x ≥ 0 et txx > 0, on a λ ≥ 0. �

Proposition 3.3.1. La plus petite valeur propre de matrice laplacienne
L(G) est 0 et le vecteur propre associé est 1.

Preuve. Par définition de L(G), on voit que 1 est un vecteur propre,
associé à la valeur propre 0, puisque

∑n
i=1 ai,j = deg(vi). En effet :

On considère le vecteur e = (1, 1, ..., 1), alors

L(G)e = De− Ae =


deg(v1)
deg(v2)

...
deg(vn)

−

deg(v1)
deg(v2)

...
deg(vn)

 = 0

Par conséquent, λ = 0 est une valeur propre de L(G) avec un vecteur
propre correspondant e. �

3.4 Valeurs propres et vecteurs propres de la ma-
trice Laplacienne de certains graphes fondamen-
taux

Lemme 3.4.1. Pour tout graphe G, λ1 = 0 pour L(G). Si G = (V,E)
est un graphe connexe où V = {1, 2, ..., n}, alors λ2 > 0.

Preuve. Nous montrons d’abord que λ2 = 0 si G est non connexe. Si
G est non connexe, alors il peut être considéré comme étant l’union de
deux graphes, G1 et G2. Après avoir convenablement re-numéroté les
sommets, nous pouvons écrire

L(G) =

(
L(G1) 0

0 L(G2)

)
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Donc, L(G) a au moins deux vecteurs propres orthogonaux de valeur
propre zéro : (

0

1

) (
1

0

)
où nous avons partitionné les vecteurs comme nous l’avons fait pour la
matrice L(G).
Inversement, on suppose que G est connexe et que x est un vecteur
propre de L(G) de valeur propre 0. D’après la définition
L(G) = D(G)−A(G), on voit immédiatement que si toutes les entrées
de x sont les mêmes, alors L(G)x = 0 et txL(G)x = 0 et comme chaque
paire de sommets u et v de graphe G sont reliés par un chemin, nous
concluons que l’espace propre de la valeur propre 0 est de dimension 1.
�

Quelques exemples permettent de comprendre ce que les valeurs propres
de la matrice L(G) nous apportent sur un graphe.

Exemples .
1) Soient le graphe complet G = K4 et sa matrice L(G).

a

b

e d

c
L(G) =



3 −1 −1 −1

−1 3 −1 −1

−1 −1 3 −1

−1 −1 −1 3


Figure 3.5 – Un graphe simple 4-régulier et sa matrice L(G).

Nous pouvons remarquer que v1 = (1, 1, 1, 1) est un vecteur propre de
L(G) correspondant à la valeur propre 0, puisque les sommes des élé-
ments de chaque ligne de L(G) sont toutes égales à zéro, mais nous ne
connaissons pas la multiplicité de la valeur propre zéro.
Les valeurs propres de L(G) sont specL(G) = {0, 4, 4, 4}.
Notez que la somme des valeurs propres est 12, ce qui correspond à la
trace de L(G).
En général le spectre de L(Kn)

specL(Kn) = {0, n, ..., n}

43



Pour les graphes complets, toutes les valeurs propres non nulles coïn-
cident.
2) Cycles
Soit C4 le cycle de longueur 4.

a

d

b

c

L(G) =



2 −1 0 −1

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

−1 0 −1 2


Figure 3.6 – Un cycle C4 et sa matrice L(G).

Un vecteur propre de L(G) correspondant à une valeur propre non nulle.
λ est un vecteur non nul dont la somme des entrées est égale à zéro.
Les valeurs propres de L(G) sont

specL(G) = {0, 2, 2, 4}
Les vecteurs propres associés à ses valeurs propres sont

1
1
1
1




1
−1
1
−1




0
1
0
−1




1
0
−1
0


La plus grande valeur propre est 4 (égale à l’ordre du graphe) et la valeur
propre la moins positive est 2. En général, le spectre de L(Cn)

{2− 2 cos(
2πk

n
), k = 0, ..., n− 1}

Toutes les valeurs propres sont comprises entre 0 et 4, et la valeur propre
la moins positive s’approche de 0 lorsque n est plus grand, et sa multi-
plicité égale à 2. La plus grande valeur propre est 4 exactement si n est
pair. Les vecteurs propres associés aux valeurs propre de L(Cn) sont de
la forme

xi(k) = sin(
2πki

n
)

yi(k) = cos(
2πki

n
)

Où xi(k) désigne la i-ème composante du vecteur propre pour la k-i-ème
valeur propre et k ≤ n

2 .
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Chapitre 4

Un graphe en respectant les
idempotents d’un anneau

Somayyeh Razzaghi, Shervin Sahebi, A Graph with respect to Idem-
potents of a Ring, Journal of Algebra and its Applications, 2020.

4.1 Introduction

Tout au long de ce chapitre, tous les anneaux sont associatifs avec
1 6= 0. Soit R un anneau. Nous notons l’ensemble des éléments idempo-
tents et unitaires de R, par Id(R) et U(R), respectivement.

Trouver la relation entre la structure algébrique en utilisant les pro-
priétés des graphes est devenu un sujet intéressant ces dernières années,
voir par exemple, [14],[19],[20],[31]. L’un des plus courants est le graphe
total. Dans [?], Anderson et Badawi ont introduit le graphe total dont
l’ensemble des sommets est R et deux sommets x et y sont adjacents si et
seulement si x+ y est un diviseur nul de R. Dans [6], Ashrafi, Meimani,
Pournaki et Yassemi ont défini un graphe basé sur les éléments et les
unités de R. Les auteurs ont considéré le graphe unitaire de R, comme
un graphe simple avec tous les éléments de R comme sommets, et deux
sommets distincts x et y sont adjacents si et seulement si x+y ∈ U(R).

Dans ce chapitre, nous considérons le graphe idempotent de R, noté
GId(R), comme un graphe simple tel que tous les éléments de R sont les
sommets de GId(R) et les sommets distincts x, y ∈ R sont adjacents si et
seulement si x+y ∈ Id(R). L’étude deGId(R) se décompose en deux cas,
selon que R a ou non des idempotents non triviaux. Dans la section 2,
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nous donnons la définition deGId(R) et quelques propriétés élémentaires
de ce graphe. Dans la section 3, nous étudions la connexité des graphes
idempotents. Enfin, nous nous concentrons sur certaines propriétés des
graphes idempotents comme le diamètre et le circonférence.

4.2 Notation de base et Propriétés

Définition 4.2.1. Soient R est un anneau et Id(R) l’ensemble des élé-
ments idempotents de R. Le graphe idempotent de R, noté GId(R), est
un graphe obtenu en fixant tous les éléments de R comme sommets et en
définissant les sommets distincts x et y comme adjacents si et seulement
si x+ y ∈ Id(R).

Proposition 4.2.1. Soient R est un anneau, x ∈ R et Id(R) soient
finis. Alors les affirmations suivantes sont vérifiées pour GId(R) :
a) Si 2x ∈ Id(R), on a deg(x) = |Id(R)| − 1,
b) Si 2x 6∈ Id(R), alors deg(x) = |Id(R)|.

Preuve. Supposons que x ∈ R et f : Id(R)→ R donnée par
f(e) = e−x. Il est clair que f est injective et x+y ∈ Id(R) si et seulement
si y ∈ Im(f). Si 2x ∈ Id(R), alors x ∈ Im(f), et on sait que x et y sont
adjacent si et seulement si x+ y ∈ Id(R), donc Im(f) = VGId(R) (x), et
par conséquent deg(x) = |Id(R)| − 1 car GId(R) est un graphe simple.
Si 2x 6∈ Id(R), alors x 6∈ Im(f), d’où Im(f) = VGId(R) (x), et par
conséquent deg(x) = |Id(R)|. �

Remarque. Notons que si pour tout x ∈ R, 2x ∈ Id(R), alors GId(R)
est un graphe |Id(R)| − 1-régulier.

Corollaire 4.2.1. Soient R un anneau sans aucun idempotent non tri-
vial et x ∈ R. Alors les Les affirmations suivantes sont vraies pour
GId(R) :
a) Si 2x 6∈ Id(R), on a deg(x) = 2,
b) Si 2x ∈ Id(R), alors deg(x) = 1.

Remarque. Il est facile de voir que, pour des anneaux donnés R et
S, si R et S sont isomorphe comme anneaux, alors GId(R) et GId(S)
sont isomorphe en tant que graphes. Par contre GId(R) et GId(S) sont
isomorphe n’implique pas que R et S le sont.
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0

1

g

1+g

GId(Z2C2)

0

1

x

1+x

GId(
Z2[x]
(x)2

)

Figure 4.1 – deux graphes idempotents isomorphes.

Exemple 1.
Soit R = Z2 et G = C2. Alors, pour un anneau de groupe Z2C2 on a
GId(Z2C2) ∼= GId(

Z2[x]
(x)2 ) mais Z2C2 6∼= Z2[x]

(x)2 . Ce point est illustré dans la
figure 4.1.

4.3 Caractérisation de certains graphes idempotents

Dans cette section, nous étudions la connexité du graphe idempotent
GId(R). En particulier, nous donnons une condition nécessaire et suf-
fisante pour que GId(R) soit connexe. Aussi, nous énonçons quelques
théorèmes qui caractérisent le graphe idempotent biparti des anneaux.
De plus, certains résultats de caractérisation concernant l’indice chro-
matique, le diamètre et la circonférence de GId(R) sont donnés.

Théorème 4.3.1. Soit R un anneau. Alors GId(R) est connexe si et
seulement si (R,+) =< Id(R) > (R est généré additivement par ses
idempotents).

Preuve. Soit GId(R) un graphe connexe. Pour a ∈ R et e ∈ Id(R), il
existe un chemin de e vers a dans GId(R).

e→ x1 → ...→ xn → a.

Par conséquent, les éléments e+ x1, x1 + x2, ..., xn + a sont dans Id(R).
Si n est impair alors

a = e− (e+ x1) + (x1 + x2)− ....+ (xn + a).
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Et si n est pair alors

a = −e+ (e+ x1)− (x1 + x2) + ....+ (xn + a).

Par conséquent, a peut être écrit comme la somme des éléments de
Id(R), comme souhaité.
Inversement, supposons que (R,+) =< Id(R) >. Il suffit de trouver un
chemin de 0 à x dans GId(R) pour chaque 0 6= x ∈ R. Par hypothèse, il
existe certains éléments e1, e2, ..., en de Id(R) avec x = e1 +e2 + ...+en.
Ainsi

0→ e1 → 1− e1 − e2 → e1 + e2 → 1− e3 − e2 − e1 → e1 + e2 + e3 → ...

→ e1 + e2 + ...+ en = x.

est un chemin prévu de 0 à x dans GId(R). �

Nous donnerons ci-après quelques exemples de graphes idempotents
connexes et non connexes.

Exemples.

0 1 -1 2 -2 3 -3

Figure 4.2 – GId(Zn)

0

12

34

5

Figure 4.3 – GId(Z6)
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0 6 5 4

1 2 3

Figure 4.4 – GId(Z7)

Pour un anneau abélien R (un anneau dont chaque idempotent est
central), Id(R) = Id(R[x]) = Id(R[[x]]) par [[19], Lemma 1] alors R[x]
et R[[x]] ne sont pas générés additivement par leurs idempotents. Cela
signifie que GId(R[x]) et GId(R[[x]]) sont non connexe. Hartwing et
Putcha [18] ont montré que la matrice A de taille n × n sur un champ
de caractéristique zéro est une somme d’idempotents si et seulement si
tr(A) est un entier au moins aussi grand que le rang de A et donc dans ce
cas,GId(Mn(F )) est connexe si et seulement si pour chaque A ∈Mn(F ),
tr(A) est un entier au moins aussi grand que le rang de A. En particulier,
si tr(A) = n, alors GId(Mn(F )) est connexe. Pazzis dans [26] a montré
qu’une matrice A de taille n×n sur le champ F de caractéristique p 6= 0
et n ≥2 est somme d’idempotents si et seulement si tr(A) ∈ Fp, et donc
dans ce cas, GId(Mn(F )) est connexe si et seulement si pour chaque
A ∈Mn(Fp), tr(A) ∈ Fp. En particulier, GId(Mn(Fp)) est connexe.

Théorème 4.3.2. Soit R un anneau. Alors GId(R) est un graphe biparti
si et seulement si R n’a aucun idempotent non trivial.

Preuve. Soit Id(R) = {0, 1}. Il suffit de montrer que GId(R) n’a pas
de cycle impair.
Soit x = x1 → x2 → ...→ xn−1 → xn = x un cycle impair dans GId(R).
Puisque R n’a pas d’idempotent non trivial et xi et xi+1 sont adjacents,
alors xi + xi+1 ∈ {0, 1} pour chaque 1 ≤ i ≤ n − 1. Autrement dit,
xi = 1 − xi+1 ou bien xi = −xi+1 pour 1 ≤ i ≤ n − 1. Si xi = −xi+1,
alors xi+1 = 1 − xi+2 (car sinon xi = xi+2) et si xi = 1 − xi+1, alors
xi+1 = −xi+2 (car sinon xi = xi+2) pour 1 ≤ i ≤ n−1. Par conséquent,
x = −x2 ou bien x = 1− x2.
Si x = −x2, alors x = 1−xn−1. Puisque le cycle est impair, x = −xn−1.
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Ainsi x = 1− xn−1 = −xn−1, contradiction.
Si x = 1−x2, alors x = −xn−1. Puisque le cycle est impair, x = 1−xn−1
et donc x = 1− xn−1 = xn−1, contradiction.
inversement, supposons que GId(R) est un graphe biparti. Soient V1 et
V2 deux parties de GId(R) et 0 ∈ V 1. Au contraire, nous supposons que
R a un idempotent e non trivial. Puisque e est adjacent à 0, e ∈ V2.
D’autre part 1−e est adjacent à e et donc 1−e ∈ V1. Mais 0 est adjacent
à 1− e, contradiction. �

Corollaire 4.3.1. Soit R un anneau. Alors (R,+) =< Id(R) > et R
n’a pas d’idempotents non triviaux si et seulement si le graphe idem-
potent GId(R) est un graphe chemin.

Théorème 4.3.3. Soit R un anneau sans aucun idempotent non trivial.
Alors diam(GId(R)) ∈ {|R| − 1,∞}.

Preuve. Si (R,+) 6=< Id(R) >, alors GId(R) est non connexe d’après
le théorème 4.3.1 et donc diam(GId(R)) = ∞. Si (R,+) =< Id(R) >
donc GId(R) est connexe et c’est un graphe chemin d’après le corollaire
4.3.1. Donc diam(GId(R)) = |R| − 1.

Corollaire 4.3.2. Soient R un anneau et R = R1 × R2 × ... × Rn où
chaque Ri n’a pas d’idempotents non triviaux pour 1 ≤ i ≤ n. Alors
diam(GId(R)) ∈ {max|Ri| − 1,∞}.

Théorème 4.3.4. Soit R un anneau. Alors le graphe idempotent GId(R)
est de classe 1.

Preuve. Nous colorons l’arête vivj par la couleur vi + vj. Par cette
coloration, chaque fois que deux arêtes distinctes vivj et vivk ont des
couleurs différentes et C = {vi + vj|vivj est une arête de G} est l’en-
semble des couleurs. Par conséquent, GId(R) a un |C|-coloration arête
et donc χ′(GId(R)) ≤ |C|. Mais clairement, C ⊂ Id(R) et donc
χ′(GId(R)) ≤ |C| ≤ |Id(R)|. D’autre part, la proposition 4.2.1 im-
plique que ∆ = |Id(R)| et donc par le théorème de Vizings nous avons
χ′(GId(R)) ≥ ∆ = |Id(R)|. Par conséquent, χ′(GId(R)) = |Id(R)| = ∆
et donc GId(R) est de classe 1. �

Nous caractérisons maintenant certaines propriétés du graphe idem-
potent non connexe d’un anneau.
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Théorème 4.3.5. Soit R un anneau sans idempotents non triviaux.
Si GId(R) est non connexe, alors il existe un sous-anneau S de R tel
que GId(S) est un graphe chemin. On définit A = {x + S|x ∈ R\S et
2x = 0} et B = {x + S|x ∈ R et 2x 6= 0}. Alors GId(R) est l’union
disjointe de |A| + 1 fois GId(S) et |B|/2 fois le sous-graphe biparti
de GId(R). En particulier, si 2x /∈ Id(R), alors GId(R) est l’union
disjointe de |A| + 1 fois GId(S) et |B|/2 fois 2-régulier biparti régulier
de GId(R).

Preuve. Puisque (R,+) 6=< Id(R) >, il existe un sous anneau S de
R tel que (S,+) =< Id(R) > et le corollaire 4.3.1 montre que le sous-
graphe induit de GId(R) sur les sommets S est un graphe chemin et il
est donc disjoint des autres sommets. Soit 0 = s1 → 1 = s2 → ...→ sn
est un graphe chemin GId(S) de GId(R). Si 2x ∈ Id(R), alors nous
avons deux cas :
Cas 1 : Supposons que 2x = 0. Si deux sommets si, sj sont adjacents
dans GId(S), alors deux sommets si + x sont adjacents à sj + x dans
GId(R). Cela signifie que correspondant à chaque élément x de A, nous
avons un graphe chemin qui est isomorphe àGId(S) et donc il est disjoint
des autres sommets.
Cas 2 : Maintenant, si 2x = 1, alors deg(x) = 1 selon le corollaire 4.2.1.
Puisque GId(S) est connexe, x+S∪−x+S est connexe et donc chaque
sommet de x+ S ∪ −x+ S sauf deux sommets ont un degré 2.
Si 2x 6∈ Id(R), puisque GId(S) est connexe, x+S∪−x+S est connexe.
Aussi, deg(x) = 2 et donc chaque sommet de x + S ∪ −x + S est
de degré 2. Donc x+ S également −x+ S forme une co-clique et donc
x+S∪−x+S est un sous-graphe biparti de GId(R). Il suffit de montrer
que x + S ∪ −x + S est disjoint des autres sommets. Si les éléments
x + s1 et y + s2 de co-ensemble distincts sont adjacents dans GId(R),
alors x+ y ∈ S et donc y + S = −x+ S, contradiction. �

Corollaire 4.3.3. Soit R un anneau sans idempotents non triviaux. Si
GId(R) n’est pas connexe, alors il existe un sous-anneau S de R tel que
GId(S) est un graphe chemin. Soit I ⊆ R\S un idéal de R. Alors
a) Si 2x = 0 pour chaque x ∈ I, alors GId(R) est l’union de |A| + 1
graphe chemin disjoints Pn dont n = |S|.
b) Si 2x 6= 0 pour chaque x ∈ I, alors GId(R) est l’union du graphe
chemin Pn dont n = |S| avec |B|/2 disjoint 2-graphe biparti régulier.

51



Il existe quelques exemples qui montrent que même si I n’est pas un
idéal, alors GId(R) est une union disjointe de GId(S) et d’un graphe
biparti 2-régulier.

Exemple 2.
Soit R = Z3[x]

(x)2+1 . Puisque R n’a pas d’idéal non trivial ni d’idempotents
non triviaux, GId(R) est une union disjointe de GId(Z3) et d’un graphe
biparti 2-régulier. Ceci est illustré dans la figure suivante.

x

2xx+1

2x+1x+2

2x+2

0

1

2

Figure 4.5 – GId(Z3) et graphe biparti 2-régulier.

Théorème 4.3.6. Soit R un anneau sans idempotent non trivial. Alors
gr(GId(R)) = {2| < Id(R) > |,∞}.
Preuve. Si GId(R) est un graphe connexe, alors il est un graphe chemin
d’après le corollaire 4.3.1 et donc gr(GId(R)) = ∞. Si GId(R) est un
graphe non connexe, alors il existe un graphe chemin GId(S) de GId(R)
tel que (S,+) =< Id(R) > par le théorème 4.3.5. Si 2x ∈ Id(R), alors
gr(GId(R)) = ∞ selon la preuve du théorème. Si 2x 6∈ Id(R), alors
chaque sommet x + S ∪ −x + S a un degré 2, d’après la preuve du
théorème 4.3.5 et donc x + S ∪ −x + S est régulier. Comme il n’y a
pas de coupe d’arête dans un graphe biparti régulier, x + S ∪ −x + S
est un cycle. Nous affirmons que |x + S| = | − x + S| = |S|. Il suffit
de montrer que x + S ∩ −x + S = ∅. Au contraire, on suppose que
x + si = −x + sj, alors x + x ∈ S et puisque GId(R) est un graphe
chemin, il existe sh ∈ S tel que x+x+sh ∈ {0, 1} et donc x est adjacent
à x + sh dans x + S ∪ −x + S. D’un autre côté, puisque 2x 6∈ Id(R),
x est adjacent à −x + s1 et −x + s2 tels que s1 = 0 et s2 = 1, et donc
deg(x) = 3, en contradiction avec le corollaire 2.3. Donc, x+S∪−x+S
est un cycle de longueur 2|S|. Alors gr(GId(R)) = 2| < Id(R) > |. �
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Théorème 4.3.7. Soit R un anneau. Alors R a des idempotents non
triviaux si et seulement si gr(GId(R)) = 3.

Preuve. Soit e un idempotent non trivial de R. Alors 1−e ∈ Id(R). Par
conséquent, e et 1−e sont adjacents. De plus, pour chaque e ∈ Id(R), e
est adjacent à 0. On a donc un cycle 0→ e→ 1− e→ 0 dans GId(R).
Ainsi gr(GId(R)) = 3.
Réciproquement, si gr(GId(R)) = 3, alors GId(R) n’est pas biparti et
donc R a des idempotents non trivial d’après le Théorème 4.3.2.

Corollaire 4.3.4. Soit R un anneau. Alors
gr(GId(R)) = {3, 2| < Id(R) > |,∞}.
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Chapitre 5

Espaces vectoriels et graphes

Alain Bretto, Alain Faisant, François Hennecart, Éléments de théorie
des graphes, Springer-Verlag France, 2012, 192-198.

Dans ce chapitre nous allons associer aux graphes des espaces vecto-
riels. Cela nous permettra de réintroduire des propriétés des graphes
sous une forme algébrique. On suppose les graphes (orientés ou non)
d’ordre fini et sans boucle.

5.1 Cas des graphes orientés

Définition 5.1.1. On définit δij le symbole de Kronecker par

δij =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

Définition 5.1.2. Soit G = (V,E) un graphe orienté avec V = {v1, v2, ..., vn},
on représente chaque sommet vi par le vecteur ξi = (δij)1≤j≤n ∈ Cn de
telle sorte que βn = {ξ1, ξ2, ..., ξn} est la base canonique de Cn.

Observons que changer la numérotation des sommets revient à per-
muter les éléments de la base βn.

Exemple 1.
Soit le graphe orienté G = (V,E) avec V = {v1, v2, v3}.
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v2

v1

v3

Figure 5.1 – Un graphe orienté G = (V,E).

On représente les sommets v1, v2 et v3 par les vecteurs ξ1, ξ2 et ξ3
respectivement, tel que

ξ1 =

1
0
0

 ξ2 =

0
1
0

 ξ3 =

0
0
1


Alors la base canonique

β3 =


1

0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1


Définition 5.1.3. On note C0(G) l’espace vectoriel Cn muni de la base
βn, on l’appelle espace des sommets du graphe orienté.

Définition 5.1.4. Soit G = (V,E) un graphe orienté avec E = {e1, e2, ..., en}
une numérotation de l’ensemble des arcs, on représente chaque arc ei
par εi = (δij)1≤j≤m ∈ Cm de telle sorte que β′m = {ε1, ε2, ..., εn} est la
base canonique de Cm.

Il est commode d’identifier les arcs ei aux vecteurs εi.

Définition 5.1.5. Soit C1(G) l’espace vectoriel Cm muni de la base β′m,
on l’appelle espace des arcs du graphe orienté.

Remarque. Dans le langage des graphes, la base βn de C0(G) est appe-
lée base standard de l’espace des sommets du graphe orienté et la base
β′m de C1(G) est appelée base standard de l’espace des arcs du graphe
orienté.

Définition 5.1.6. Soit G′ = (V,E ′) le graphe sous-jacent (sans orien-
tation) à G = (V,E) avec E ′ = {a1, a2, ..., am} et notons ai ∈ E ′ arête
sous-jacente à l’arc ei ∈ E. Soit C un cycle de graphe G′

C = (v0, a0, v1, a1, ..., vn, an, v0).
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Ce cycle possède une "orientation propre" obtenue en considérant l’orien-
tation "cyclique" selon l’ordonnancement v0, v1, ..., vn un tel cycle sera
appelé cycle orienté.

Il a évidemment deux orientations possibles. Nous verrons dans la
suite que la distinction entre ces deux orientations ne sera pas essentielle,
bien qu’il soit indispensable d’en fixer une.

Définition 5.1.7. On peut associer à chaque cycle C un vecteur
µC = (c1, c2, ..., cm) ∈ C1(G) défini par

ci =


0 si ei 6∈ C,
1 si ei ∈ C,et est orienté comme dans C,
−1 si ei ∈ C,et est orienté dans le sens opposé à celui de C.

Exemple 2.
Soit le graphe orienté représenté en figure 5.2.

v1

v2

v5 v4

v3

e2

e
1

e
6

e4

e 5

e
7

e 3

Figure 5.2 – Un graphe orienté G admet un cycle.

Soit le cycle C du graphe sous-jacent à G

C = (v5, e1, v1, e2, v2, e6, v3, e5, v4, e4, v5).

Le vecteur µC associé au cycle C

µC = (1, 1, 0, 1,−1,−1, 0) ∈ C1(G).

On considère un autre cycle C ′ et son vecteur associé µC ′

C ′ = (v1, e2, v2, e7, v4, e4, v5, e1, v1).

µC ′ = (1, 1, 0, 1, 0, 0,−1) ∈ C1(G).
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On peut donc assimiler un cycle à un vecteur, il est clair que deux
cycles distincts sont associés à deux vecteurs distincts. On peut définir
la somme (vectorielle) de 2 ou plusieurs cycles, par exemple le cycle C ′

est la somme de 2 cycle C1 = {v1, e2, v2, e3, v5, e1, v1} et
C2 = {v2, e7, v4, e4, v5, e3, v2}, ces vecteurs associés sont respectivement
µC1

= {1, 1, 1, 0, 0, 0, 0} et µC2
= {0, 0,−1, 1, 0, 0,−1}, on peut remar-

quer que µC ′ = µC1
+ µC2

.

Définition 5.1.8. On appellera espace des cycles le sous-espace vecto-
riel de C1(G) engendré par l’ensemble {µC , Ccycle élémentaire de G′},
qu’on notera par C.

Définition 5.1.9. Soit (V1, V2) une partition des sommets du graphe G
supposé connexe. l’ensemble C◦ = C◦(V1, V2) des arcs entre V1 et V2 ou
bien entre V2 et V1 est appelé un cocycle.

Définition 5.1.10. On peut associer à un cocycle C◦C un vecteur
µC◦ = (µC◦(e1), µC◦(e2), ..., µC◦(em)) de C1(G) défini par

(µC◦(ei)) =


0 si ei 6∈ C◦,
1 si ei est orienté de V1 à V2
−1 si ei est orienté de V2 à V1.

Exemple 3.

v1
v2 v4

v3

v5

e
6

e
5e

3

e4

Figure 5.3 – Un graphe orienté G = (V,E) admet un cocycle.

Soit le cocycle C◦ = C◦(V1, V2) = (e4, e5), avec V1 = {v1, v2, v3} et
V2 = {v4, v5}. Le vecteur associé à C◦(V1, V2) est

µC◦ = (0, 0, 0, 1,−1, 0).

Définition 5.1.11. On appellera espace des cocycles le sous-espace vec-
toriel de C1(G) engendré par l’ensemble {µC◦, C◦cocycle de G}, noté
C◦.
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Définition 5.1.12. Soit G = (V,E) un graphe orienté connexe tel que
|V | = n, |E| = m et soit A un arbre de recouvrement du graphe sous-
jacent G′ = (V,E ′). Notons

R = {ei ∈ E(1 ≤ i ≤ m) : ai 6∈ A}

Alors pour chaque e ∈ R l’ajout de l’arête a (correspondant à l’arc e) à
l’arbre A crée exactement un cycle élémentaire appelé cycle fondamen-
tal, on le note par Ce et son vecteur associé par µCe

.

Définition 5.1.13. Si on retire l’arête a de l’arbre de recouvrement
A, on obtient deux composantes connexes, qui fournissent une partition
(V1, V2) de V , donc un cocycle C◦e , (e est l’arc de G correspondant à a)
appelé cocycle fondamental.

Remarque. Puisque |V | = n et |E| = m, alors A a n− 1 arêtes et si
R = ∅ donc G est un arbre sinon |R| = m − (n − 1) c’est exactement
le nombre cycles fondamentaux attachés à l’arbre de recouvrement A.
Cela donne ainsi n− 1 cocycles fondamentaux attachés à l’arbre de re-
couvrement A.

Exemple 4.
Dans le graphe orienté de la figure 5.4, l’arbre de recouvrement A cor-
respond aux arcs en gras.

v1 v2 v3

v8 v9 v4

v7 v6 v5

e1 e2

e 3

e
4

e
5

e 6 e
7

e12

e
1
3

e15e14

e
8

e
10

e
1
1e 9

Figure 5.4 – Un graphe orienté G = (V,E) admet un arbre de recouvrement.
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Si on ajoute l’arête a11 (correspond à l’arc à e11) à l’arbre de recouvre-
ment A, alors on aura le cycle élémentaire

Ce11 = (v6, e11, v9, e4, v1, e3, v8, e10, v6)

Son vecteur associé

µCe11
= (0, 0,−1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0).

Si on retire l’arête a4 (correspond à l’arc à e4) de A, on obtient 2 compo-
santes connexe {e5, e6, e12} et {e3, e8, e10, e15}, soit V1 = (v9, v2, v3, v4)
et V2 = (v1, v8, v7, v6, v5), alors le cocycle associé à l’arc e4

C◦e4(V1, V2) = (e1, e4, e9, e11, e13)

son vecteur

µC◦e4 = (−1, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0,−1, 0,−1, 0, 1).

Théorème 5.1.1. Soit G = (V,E) un graphe orienté connexe sans
boucle et A un arbre de recouvrement du graphe sous-jacent G′ :

i) L’ensemble des m − n + 1 cycles fondamentaux {µCe
} attachés à

l’arbre A forme une base de l’espace des cycles et

dimCC = m− (n− 1)

ii) L’ensemble des n − 1 cocycles fondamentaux {µC◦e} attachés à A
forme une base de l’espace des cocycles et

dimCC
◦ = n− 1

iii) Les C-sous-espaces C et C◦ sont supplémentaires orthogonaux
(pour le produit scalaire canonique de Cn) dans C1(G).

Preuve. Soient (Ci)n≤i≤m les cycles fondamentaux associés à l’arbre de
recouvrement A, et soit R = {en, ..., em} = {e ∈ E, e 6∈ A}, tel que
chaque arête qui n’appartient pas à l’arbre de recouvrement A crée un
cycle.
Pour tout e ∈ R, A+ e contient un cycle unique µCe

. Ceci nous permet
de construire un ensemble de |R| = m − n + 1 cycles indépendants,
car ils ont tous une arête qui les distingue de tous les autres. Donc
dimC ≥ m− n+ 1.
Soient (C◦i )n≤i≤m les cocycles fondamentaux associés à A, tel que pour
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chaque arête appartient à l’arbre A crée un cocycle. Pour tout e ∈
A,A− e admet deux composantes connexes, et il existe donc un cocyle
unique de G, noté µC◦e . On peut ainsi construire |A| = n − 1 cocyles
indépendants. Donc dimC ≥ n− 1.
Montrons maintenant que C et C◦ sont orthogonaux. Soient C un cycle
et C◦ = C◦(V1, V2) un cocycle. Notons

µC = (µC(e1), µC(e2), ..., µC(em)) ∈ Cm

µC◦ = (µC◦(e1), µC◦(e2), ..., µC◦(em)) ∈ Cm

Alors le produit scalaire < µC , µC◦ >=
∑m

i=1 µC(ei).µC◦(ei).
Si µC(ei).µC◦(ei) 6= 0, alors on a ei ∈ C ∩C◦ et ce nombre vaut 1 ou −1
selon que l’arc ei va de V1 à V2 ou bien de V2 à V1. Ainsi le nombre d’arcs
appartenant à C∩C◦ est pair (C étant un cycle, chaque fois qu’on passe
de V1 à V2 il faut passer de V2 à V1), par conséquent < µC , µC◦ > est
simplement le nombre d’arcs dans C passant de V1 à V2 moins le nombre
d’arcs passant de V2 à V1, d’où < µC , µC◦ >= 0. Comme µC et µC◦ sont
orthogonaux, alors

dimC + dimC◦ ≤ m = m− n+ 1 + n− 1.

D’où, dimC = m−n+1 et dimC◦ = n−1. On en déduit que {µCe
, e ∈ A}

forme une base de l’espace des cycles et que {µC◦e , e ∈ A} forme une base
de l’espace des cocycles. �

Corollaire 5.1.1. Soit G = (V,E) un graphe orienté sans boucle ayant
k composantes connexes. Alors

dimCC = µ(G) = m− n+ k

dimCC
◦ = ρ(G) = n− k

5.2 Cas des graphes non orientés

On peut développer une théorie analogue pour les graphes non orien-
tés il suffit de supprimer les signes, mais comme les coefficients 1 et
−1 ne se compensent plus, on remplace le corps C par le corps à deux
éléments F2 = Z/2Z.
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Définition 5.2.1. Soit G = (V,E) un graphe sans boucle avec
V = {v1, v2, ..., vn}, on représente chaque sommet vi par
ξi = (δij)0≤j≤n ∈ Fn

2 de telle sorte que βn = {ξ1, ξ2, ..., ξn} est la base
canonique de Fn

2 .

Observons que changer la numérotation des sommets revient à per-
muter les éléments de la base βn.

Exemple 5.
Soit le graphe G = (V,E) avec V = {v1, v2, v3}.

v2

v1

v3

Figure 5.5 – Un graphe non orienté G = (V,E).

On représente les sommets v1, v2 et v3 par les vecteurs ξ1, ξ2 et ξ3 res-
pectivement, tel que

ξ1 =

1
0
0

 ξ2 =

0
1
0

 ξ3 =

0
0
1


Alors la base canonique

β3 =


1

0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1


Définition 5.2.2. On note C0(G) ce F2-espace vectoriel Fn

2 , on l’appelle
espace des sommets du graphe.

Définition 5.2.3. Soit G = (V,E) un graphe avec E = {a1, a2, ..., an}
une numérotation de l’ensemble des arêtes, on représente chaque arête
ai par εi = (δij)0≤j≤m ∈ Fm

2 de telle sorte que β′m = {ε1, ε2, ..., εn} est
la base canonique de Fm

2 .

Il est commode d’identifier les arcs ai aux vecteurs εi.
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Définition 5.2.4. On appelle espace des arêtes du graphe le F2-espace
vectoriel noté par C1(G).

Définition 5.2.5. Le vecteur µC = (c1, c2, ..., cm) ∈ C1(G) associé au
cycle C = (v0, a0, v1, a1, ..., vn, an, v0) est défini par

ci =

{
1 si ai ∈ C,
0 si ai 6∈ C.

Exemple 6.
Soit le graphe représenté dans la figure 5.2.

v1

v2

v5 v4

v3

a2

a
1

a
6

a4

a 5

a
7

a 3

Figure 5.6 – Un graphe non orienté G admet un cycle.

Soit le cycle C du graphe G

C = (v5, a1, v1, a2, v2, a6, v3, a5, v4, a4, v5).

Le vecteur µC associé au cycle C

µC = (1, 1, 0, 1, 1, 1, 0) ∈ C1(G).

On considère un autre cycle C ′ et son vecteur associé µC ′

C ′ = (v1, a2, v2, a7, v4, a4, v5, a1, v1).

µC ′ = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) ∈ C1(G).

On peut donc assimiler un cycle à un vecteur, il est clair que deux
cycles distincts sont associés à deux vecteurs distincts. On peut définir
la somme (vectorielle) de 2 ou plusieurs cycles, par exemple le cycle C ′

est la somme de 2 cycle C1 = {v1, a2, v2, a3, v5, a1, v1} et
C2 = {v2, a7, v4, a4, v5, a3, v2}, ces vecteurs associés sont respectivement
µC1

= {1, 1, 1, 0, 0, 0, 0} et µC2
= {0, 0, 1, 1, 0, 0, 1}, on peut remarquer

que µC ′ = µC1
+ µC2

.
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Définition 5.2.6. On appelle espace des cycles le F2-sous-espace vec-
toriel de C1(G) engendré par l’ensemble {µC , Ccycle de G}. On le note
par C.

Définition 5.2.7. On appelle cycle algébrique un élément µ de C1(G).

Définition 5.2.8. Si (V1, V2) est une partition des sommets d’un graphe
G connexe, l’ensemble C◦ = C◦(V1, V2) des arêtes entre V1 et V2 est
appelé un cocycle, auquel on associe un vecteur µC◦ de C1(G) défini par

µC◦(ai) =

{
1 si ai ∈ C◦,
0 si ai 6∈ C◦.

Exemple 7.

v1
v2 v4

v3

v5

a
6

a
5a

3

a4

Figure 5.7 – Un graphe non orienté G = (V,E) admet un cocycle.

Soit le cocycle C◦ = C◦(V1, V2) = (a4, a5), avec V1 = {v1, v2, v3} et
V2 = {v4, v5}. Le vecteur associé à C◦(V1, V2) est

µC◦ = (0, 0, 0, 1, 1, 0).

Définition 5.2.9. On appelle espace des cocycles et on le note par C◦,
le F2-sous-espace vectoriel de C1(G) engendré par les vecteurs µC◦, avec
C◦ cocycle de G.

Soit A un arbre de recouvrement de G, on peut définir de la même
manière que pour les graphes orientés des cycles et des cocycles fonda-
mentaux attachés à cet arbre.

Définition 5.2.10. Soit Ca l’ensemble des arêtes a qui ne sont pas sur
l’arbre A, Ca est l’unique cycle induit en ajoutant l’arête a à l’arbre A.

Définition 5.2.11. Soit C◦a l’ensemble des arêtes a qui sont sur l’arbre
A, C◦a est le cocycle relatif à la partition de A\a en deux composantes
connexes obtenues en retirant de l’arbre A l’arête a.
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Exemple 8.

v1 v2 v3

v8 v9 v4

v7 v6 v5

a1 a2

a
3

a
4

a
5

a 6

a
7

a12

a
1
3

a15a14

a
8

a
10

a
1
1a 9

Figure 5.8 – Un graphe non orienté G = (V,E) admet un arbre de recouvrement.

Si on ajoute l’arête a11 à l’arbre de recouvrement A, alors on aura le
cycle élémentaire

Ca11 = (v6, a11, v9, a4, v1, a3, v8, a10, v6).

Son vecteur associé

µCa11
= (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0).

Si on retire l’arête a4 deA, on obtient 2 composantes connexe {a5, a6, a12}
et {a3, a8, a10, a15}, soient V1 = (v9, v2, v3, v4) et V2 = (v1, v8, v7, v6, v5),
alors le cocycle associé à l’arc a4

C◦a4(V1, V2) = (a1, a4, a9, a11, a13)

a pour vecteur

µC◦a4 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1).

Théorème 5.2.1. Soient G = (V,E) un graphe connexe sans boucle et
A un arbre de recouvrement du G :
i) L’ensemble {µCa

, a ∈ E\A} forme une base du F2-espace vectoriel
des cycles et

dimF2
C = m− (n− 1)
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ii) L’ensemble {µC◦a , a ∈ A} forme une base du F2-espace vectoriel
des cocycles et

dimF2
C◦ = n− 1

iii) Les C et C◦ sont supplémentaires dans F2-espace vectoriel C1(G)
et orthogonaux pour le produit scalaire canonique.

Preuve. Soient (Ci)n≤i≤m les cycles fondamentaux associés à l’arbre de
recouvrement A, et soit R = {en, ..., em} = {e ∈ E, e 6∈ A}, tel que
chaque arête qui n’appartient pas à l’arbre de recouvrement A crée un
cycle.
Pour tout e ∈ R, A+ e contient un cycle unique µCe

. Ceci nous permet
de construire un ensemble de |R| = m − n + 1 cycles indépendants,
car ils ont tous une arête qui les distingue de tous les autres. Donc
dimC ≥ m− n+ 1.
Soient (C◦i )n≤i≤m les cocycles fondamentaux associés à A, tel que pour
chaque arête appartient à l’arbre A crée un cocycle. Pour pour e ∈
A,A− e admet deux composantes connexes et il existe donc un cocyle
unique de G, noté µC◦e . On peut ainsi construire |A| = n − 1 cocyles
indépendants. Donc dimC ≥ n− 1.
Montrons maintenant que C et C◦ sont orthogonaux. Soient C un cycle
et C◦ = C◦(V1, V2) un cocycle. Notons

µC = (µC(e1), µC(e2), ..., µC(em)) ∈ Fm
2

µC◦ = (µC◦(e1), µC◦(e2), ..., µC◦(em)) ∈ Fm
2

Alors le produit scalaire < µC , µC◦ >=
∑m

i=1 µC(ei).µC◦(ei).
Si µC(ei).µC◦(ei) 6= 0, alors on a ei ∈ C∩C◦ et ce nombre vaut 1, ainsi le
nombre d’arête appartenant à C ∩C◦ est pair (C étant un cycle, chaque
fois qu’on passe de V1 à V2 il faut passer de V2 à V1). Par conséquent
< µC , µC◦ > est simplement le nombre d’arête dans C passant de V1 à
V2 moins le nombre d’arête passant de V2 à V1, d’où < µC , µC◦ >= 0.
Comme µC et µC◦ sont orthogonaux, alors

dimC + dimC◦ ≤ m = m− n+ 1 + n− 1.

D’où, dimC = m−n+1 et dimC◦ = n−1. On en déduit que {µCe
, e ∈ A}

forme une base de l’espace des cycles et que {µC◦e , e ∈ A} forme une base
de l’espace des cocycles. �

Remarque. Le nombre m− (n− 1) est par définition le nombre cyclo-
matique du graphe G, noté ν(G).
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Chapitre 6

Quelques graphes sur les idéaux
premiers d’un anneau commutatif

6.1 Introduction

Récemment, l’étude des graphes associés à des structures algébriques
est un domaine de recherche en développement. En 1988, Istvan Beck a
proposé d’étudier les anneaux commutatifs en les représentant par des
graphes[9]. Il a défini le graphe du diviseur nul d’un anneau comme étant
le graphe constitué d’un sommet pour chaque élément de l’anneau, et
d’une arête entre deux sommets v et w si vw est égal à zéro. Ces graphes
à diviseur nul ont marqué le début d’une approche de l’étude des an-
neaux commutatifs avec des graphes. Le graphe du zéro-diviseur a été
étudié en détail par de nombreux auteurs (voir[1],[4],[3],[11],[22],[32],[33]).
Plusieurs autres classes de graphes associés à des structures algébriques
ont également été activement étudiées par de nombreux chercheurs
(voir[5],[16],[17],[23]).

De nombreuses propriétés algébriques sont étudiées en termes d’idéaux
des anneaux, il est intéressant d’associer une structure de graphe à l’en-
semble des idéaux et d’étudier les propriétés algébriques et les propriétés
de la théorie des graphes. Pour voir quelques exemples de ces graphes,
nous nous référons à [13],[25],[34]. Dans [30], Sharma et Bhatwadekar
ont proposé une nouvelle approche qui a permis de construire un autre
graphe pour l’anneau commutatif R, appelé graphe comaximal : les som-
mets sont toujours des éléments de l’anneau, et il existe une arête entre
deux sommets x et y dans R si xR + yR = R. Dans [35], Ye et Wu
ont défini les graphes comaximaux sur l’ensemble des idéaux qui ne sont
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pas inclus dans le radical de Jacobson de l’anneau. Deux idéaux sont
adjacents si et seulement s’ils sont co-maximaux.

Dans ce chapitre, nous définissons un graphe somme S-propre sur
l’ensemble des idéaux premiers d’un anneau commutatif. Soit R un an-
neau commutatif avec identité. Par Spec(R) et Max(R), nous notons
l’ensemble de tous les idéaux premiers, et l’ensemble de tous les idéaux
maximaux de R, respectivement. Soit S un sous-ensemble non vide de
Max(R). Nous définissons le graphe somme S-propre sur l’ensemble
des idéaux premiers de R, noté ΓS(Spec(R), S), comme un graphe non
orienté dont l’ensemble des sommets est l’ensemble de tous les idéaux
premiers et, pour deux sommets distincts P et Q, il existe un arc de P
à Q, noté P ∼ Q, chaque fois que P + Q ⊆ M, pour un certain idéal
maximal M dans S. Dans le cas où S = Max(R), nous notons le graphe
somme S-propre ΓS(Spec(R), S) par Γ(Spec(R), S) et nous l’appelons
simplement le graphe somme propre.

Dans la section 2, nous étudions quelques propriétés de base du
graphe
ΓS(Spec(R), S) tels que la connexité, la circonférence et le nombre de
cliques. Dans la section 3, nous étudions le graphe somme propre des
anneaux produits et nous examinons la relation entre le graphe com-
plémentaire du graphe somme propre et les anneaux produits. Tout au
long de ce chapitre, tous les anneaux sont supposés être commutatifs
avec une identité non nulle. Par Spec(R) et Max(R), nous désignons
l’ensemble de tous les idéaux premiers et l’ensemble de tous les idéaux
maximaux de R, respectivement. De plus, V (I) est l’ensemble de tous
les idéaux premiers de R contenant l’idéal I. Nous nous référons à la
terminologie standard de l’algèbre commutative selon [7].

6.2 Propriétés de base du graphe de la somme propre

Tout au long de ce chapitre, R est un anneau commutatif avec une
identité non nulle et S est un sous-ensemble deMax(R). Dans cette sec-
tion, nous étudions quelques propriétés de base des graphes Γ(Spec(R), S).
Nous commençons cette section par la définition suivante.

Définition 6.2.1. On dit que l’ensemble S est minimal par rapport à
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l’intersection et on le note m.r.i., si pour deux m1, m2 ∈ S quelconques,
l’intersection m1 ∩m2 ne contient aucun idéal premier non trivial.

Exemple 1.
Soit R = Z, alors Spec(R) = {(0), (p), où p est premier}. Soit S =
Max(R). Alors clairement S est minimal par rapport à l’intersection.

Exemple 2.
Soit R un domaine idéal principal quelconque qui n’est pas un champ
et soit S = Max(R). Alors S est minimal par rapport à l’intersection.

Remarque. Si R est un anneau commutatif à identité non nulle, alors
Max(R) 6= ∅. De plus, pour tout idéal propre I non nul, il existe un
idéal maximal M tel que I ⊆M.

Proposition 6.2.1. Si le graphe somme S-propre ΓS(Spec(R), S) est
connexe et S est m.r.i., alors R est un domaine ou un anneau local.

Preuve. Si (0) est un idéal premier, alors clairement R est un domaine
intégral. Si (0) n’est pas idéal premier, on montre que R est un anneau
local. Soit M1,M2 deux idéaux maximaux quelconques de R, nous mon-
trons que M1 = M2. Puisque le graphe ΓS(Spec(R), S) est connexe,
nous avons un chemin joignant M1 et M2, soit M1 ∼ P1 ∼ ... ∼ Pn ∼
M2. Notons que tous les idéaux premiers Pi sont non triviaux, pour
1 ≤ i ≤ n. Puisque M1 est adjacent à P1, et que P1 est adjacent à P2, il
existe un idéalM ∈ S tel que P1+P2 ⊆M. Clairement,M1∪M contient
un idéal premier P1. Puisque S est minimal par rapport à l’intersection,
nous avons P1 = (0) ou M1 = M. Par des arguments similaires, nous
avons M1 = M2. Donc R est un anneau local. �

Proposition 6.2.2. Si R est un domaine ou un anneau local, alors le
graphe somme propre Γ(Spec(R), S) est connexe.

Preuve. Si R est un domaine, alors (0) est un idéal premier. Par consé-
quent, pour deux idéaux premiers non triviaux quelconques P et Q, on
a un chemin joignant P à Q est donné par P ∼ (0) ∼ Q. Si R est un
anneau local avec un idéal maximal M, alors pour deux idéaux premiers
quelconques P et Q, P +Q ⊆M. Donc P ∼ Q. Donc le graphe somme
propre Γ(Spec(R), S) est connexe. �
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Corollaire 6.2.1. Si R est un domaine ou un anneau local, alors
diam(Γ(Spec(R), S)) ≤ 2.

Théorème 6.2.1. Le graphe somme propre Γ(Spec(R), S) est complet
si et seulement si R est un anneau local.

Preuve. Supposons que R n’est pas un anneau local. Soient M1 et
M2 deux idéaux maximaux distincts de R. Puisque Γ(Spec(R), S) est
complet, nous avons M1 ∼M2. C’est une contradiction, car M1 +M2 =
R, donc notre hypothèse est fausse, R est un anneau local.
Réciproquement, puisqueR est un anneau local à idéal maximalM, pour
deux idéaux premiers quelconques P et Q, P +Q ⊂M. Par conséquent,
P ∼ Q, donc le graphe est complet. �

Théorème 6.2.2. Si R est un domaine d’idéal principal, alors Γ(Spec(R), S)
est un graphe étoile. L’inverse est vrai si R est un domaine de factori-
sation unique.

Preuve. Puisque R est un domaine, (0) est un idéal premier. Comme
R est un domaine à idéal premier, tous les idéaux premiers non tri-
viaux sont maximaux. Par conséquent, nous avons (0) ∼ P pour tout
idéal premier non trivial P . De même, deux idéaux premiers non tri-
viaux sont co-maximaux, donc ils ne sont pas adjacents. Par conséquent,
Γ(Spec(R), S) est un graphe étoile.
Supposons maintenant que Γ(Spec(R), S) est un graphe étoile et que R
est un domaine de factorisation unique. Puisque le graphe Γ(Spec(R), S)
est un graphe étoile, tous les idéaux premiers non triviaux sont maxi-
maux. Il suffit de montrer que tout idéal premier non nul est généré
par un élément. Supposons qu’un idéal premier P soit généré de fa-
çon minimale par deux éléments x et y. Puisque R est un domaine de
factorisation unique, on peut supposer que x et y sont des éléments ir-
réductibles. Clairement, (x) est un idéal premier non nul de R et donc il
existe une chaîne (0) ∼ (x) ∼ (x, y) ∼ (0) ∈ Γ(Spec(R), S). Contradic-
tion en tant que Γ(Spec(R), S) est un graphe étoile et donc tout idéal
premier non nul généré par un élément. �

Théorème 6.2.3. Soit R un anneau non local. Si le graphe somme
propre ΓS(Spec(R), S) est un graphe étoile, avec S est m.r.i., alors R
est un domaine de dimension ≤ 1.
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Preuve. Soit P un sommet d’un graphe tel que P ∼ Q pour tout
Q ∈ Spec(R).
Tout d’abord, nous montrons que (0) est un idéal premier. Soient M1,
M2 deux idéaux maximaux tels que P ∼ M1 et P ∼ M2. Comme
P + M1 = M1 et P + M2 = M2, nous avons P ⊆M1 ∩M2. Puisque S
est minimal par rapport à l’intersection, P = (0). Par conséquent, (0) est
un idéal premier et donc R est un domaine. Supposons que dimR ≥ 2.
Il existe une chaîne d’idéaux premiers de longueur au moins égale à deux
comme suit :

P0 ( P1 ( P2.

Il est clair que P0 = (0). Puisque ΓS(Spec(R), S) est un graphe étoile,
P0 ∼ P1, c’est-à-dire qu’il existe un idéal maximal M tel que P0 +P1 ⊆
M. Si P1 6= M, alors nous avons un cycle P0 ∼ P1 ∼ M ∼ ... ∼ P0, ce
qui est une contradiction puisque ΓS(Spec(R), S) est un graphe étoile.
Supposons que P1 = M. Puisque M est un idéal maximal, P1 ( P2

n’est pas possible. Donc il n’existe pas de chaînes d’idéaux premiers de
longueur deux ou plus. Par conséquent, dimR ≤ 1. �

Proposition 6.2.3. Si le graphe somme propre ΓS(Spec(R), S) est un
graphe étoile, alors S = Max(R).

Preuve. Soit P un sommet fixe tel que P ∼ Q pour tout sommet Q.
Soit M un idéal maximal quelconque de R. Puisque P ∼M, nous avons
M ∈ S. �

Proposition 6.2.4. Si R est un anneau de dimension ≥ 2, alors
gr(Γ(Spec(R), S)) = 3.

Preuve. Puisque dimR ≥ 2, il existe une chaîne d’idéaux premiers telle
que P0 ( P1 ( P2. Puisque R est un anneau commutatif avec identité,
il existe un idéal maximal M tel que P2 ⊆ M. Par conséquent, on a le
cycle P0 ∼ P1 ∼M ∼ P0. �

Proposition 6.2.5. Si dimR = 1 et que le graphe somme propre
Γ(Spec(R), S) possède un cycle, alors R n’est pas un domaine intégral.

Preuve. Nous montrons que (0) n’est pas un idéal premier. Par contra-
diction, supposons que (0) est un idéal premier. Soit P0 ∼ P1 ∼ P2 ∼ P0

un cycle dans Γ(Spec(R), S). Il existe un idéal maximal M ∈ S tel que
P0 +P1 ⊆M. Soit P0,ou bien P1 un idéal premier non trivial, on dit que
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P0 est non trivial. Puisque (0) est un idéal premier et que dimR = 1,
P1 est un idéal maximal. Comme P0 et P1 sont adjacents, P0 +P1 ⊆M

et donc P1 = M. Puisque dimR = 1 et que P2 est un idéal premier
non trivial, P2 est également un idéal maximal. Donc P1 et P2 sont co-
maximaux, ce qui n’est pas possible puisque P1 ∼ P2. Par conséquent,
(0) n’est pas un idéal premier et R n’est pas un domaine intégral. �

Proposition 6.2.6. Soit R un anneau tel que |Min(R)| ≤ ∞. Alors
les affirmations suivantes sont vraies :

(a)Le Spec(R) est connexe si et seulement si Γ(Spec(R), S) est connexe
et diam(Γ(Spec(R), S)) ≤ 2|Min(R)|.

(b) γ(Γ(Spec(R), S)) ≤ |Min(R)|.

Preuve. (a) Par contradiction, supposons que Spec(R) n’est pas connexe.
Il existe deux ensembles non vides non vides V (I) et V (J) tels que
V (I)∪ V (J) = Spec(R) et V (I)∩ V (J) = ∅ pour certains idéaux I et
J . Soit P ∈ V (I) et Q ∈ V (J). Puisque Γ(Spec(R), S) est connexe, il
existe un chemin comme suit :

P ∼ P1 ∼ P2 ∼ ...Pn ∼ Q.

Puisque P ∼ P1, il existe un idéal maximal M tel que P + P1 ⊂ M.
Puisque P ∈ V (I), M ∈ V (I) et donc P2 ∈ V (I). En appliquant
les arguments similaires, on peut montrer que Pn ∈ V (I). Puisque
Pn ∼ Q il existe un idéal maximal N tel que Pn + Q ⊂ N . Puisque
Pn ⊂ N , N ∈ V (I) aussi comme Q ⊂ N , N ∈ V (J), contradiction car
V (I) ∩ V (J) = ∅.
Soit Min(R) = {P1, P2, ..., Pr}. Supposons d’abord r = 2. Soit P et Q
deux idéaux premiers quelconques de R. Nous montrons qu’il existe un
chemin de longueur au plus quatre reliant P à Q. Il existe des idéaux
premiers minimaux P1 et Q1 tels que P1 ⊆ P et Q1 ⊆ Q. Comme
Spec(R) est connexe, on a V (P1) ∩ V (Q1) 6= ∅. Il existe un idéal pre-
mier P2 ∈ V (P1) ∩ V (Q1). Comme R est un anneau commutatif avec
identité, on a un chemin P ∼ P1 ∼ P2 ∼ Q1 ∼ Q. Supposons mainte-
nant que r > 2. Soit 1 ≤ i ≤ l1 tel que P ∈ V (Pi), pour l1 < i ≤ l2 tel
que Q ∈ V (Pi) et l2 < i ≤ r tel que P,Q 6∈ V (Pi). Puisque Spec(R) est
connexe, il existe 1 ≤ i1 ≤ ... ≤ ik ≤ r tels que V (Pil) ∩ V (Pil+1

) 6= ∅
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pour 1 ≤ l ≤ k et (
⋃l1

i=1 Pi) ∩ V (Pi1) 6= ∅, (
⋃l2

i=1+1 Pi) ∩ V (Pik) 6= ∅.
Par conséquent, il est facile de voir qu’il existe un chemin entre P et Q
de longueur au plus 2|Min(R)|.
(b) Soit S = {P1, P2, ..., Pn} soit un ensemble dominant dans Γ(Spec(R), S).

Par conséquent, pour tout Q ∈ Spec(R)\S , il existe un Pi ∈ S tel
que Q ∈ Pi pour quelque 1 ≤ i ≤ n. Soient Q1, Q2, ..., Qr les idéaux
premiers minimaux distincts de R tels que chaque idéal premier Pi

contient au moins un Qj pour 1 ≤ j ≤ r. Donc r ≤ n. Nous montrons
que T = {Q1, Q2, ..., Qr} est aussi un ensemble dominant. Soit P ′ un
idéal premier quelconque qui n’est pas dans T . Supposons que P ′ 6∈ S.
Puisque S est un ensemble dominant, il existe un idéal premier Pi ∈ S
tel que P ′ ∼ Pi. Il existe un idéal maximal M tel que P ′ + Pi ⊆ M.
Par construction de l’ensemble T , il existe un Qj ∈ T tel que Qj ⊆ Pi

pour quelque 1 ≤ j ≤ r. Donc P ′ + Qj ⊆ M, et donc P ′ ∼ Qj. Par
conséquent, T est un ensemble dominant. Supposons maintenant que
P ′ ∈ S. Il existe Qj ∈ T tel que Qj ⊆ P ′. Puisque R est un anneau
commutatif avec unité, il existe un idéal maximal M1 tel que P ′ ⊆M1.
Par conséquent, P ′ ∼ Qj, donc T est un ensemble dominant. �

6.3 Graphe somme propre du produit direct d’an-
neaux

Dans cette section, nous étudions le graphe somme propre de produit
d’anneaux Ri pour 1 ≤ i ≤ n. Nous mettons en relation le nombre de
cliques, le nombre indépendant et le nombre dominant de Γ(Spec(R), S)
et celui de Γ(Spec(Ri), Si) pour 1 ≤ i ≤ n.

Théorème 6.3.1. Soient R1, R2, ..., Rn sont des anneaux commutatifs
avec des identités et R = R1 × R2 × ... × Rn. Alors Γ(Spec(R), S) =⋃n

i=1 Γ(Spec(Ri), Si), où Si = Max(Ri) pour 1 ≤ i ≤ n, où
⋃

désigne
l’union disjointe des ensembles.

Preuve. Tout idéal premier P de R est de la forme R1×R2×...×Ri−1×
Pi × Ri+1 × ... × Rn, où Pi est un idéal premier dans Ri et tout idéal
maximal de R est de la forme R1×R2× ...×Ri−1×Mi×Ri+1× ...×Rn

pour un certain idéal maximal Mi de Ri. Par conséquent, nous pouvons
associer chaque idéal premier Pi de Ri à l’idéal premier R1×R2× ...×
Ri−1×Pi×Ri+1× ...×Rn de R. Clairement, si Pi et Qi sont adjacents
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dans Γ(Spec(Ri), Si), alors nous avons R1×R2× ...×Ri−1×Pi×Ri+1×
... × Rn et R1 × R2 × ... × Ri−1 × Qi × Ri+1 × ... × Rn sont adjacents
dans Γ(Spec(R), S) et vice-versa. �

Corollaire 6.3.1. Si R est un anneau Artinien, alors le graphe somme
propre Γ(Spec(R), S) est non connexe ou est un sommet isolé.

Corollaire 6.3.2. Si R est un anneau Artinien non local, alors le graphe
complémentaire du graphe somme propre Γ(Spec(R), S) est un graphe
complet.

Corollaire 6.3.3. Soient R1, R2, ..., Rn sont des anneaux commutatifs
avec des identités et R = R1×R2× ...×Rn. Les affirmations suivantes
sont vraies :

(a) γ(Γ(Spec(R), S)) ≤ |Min(R1)|+ |Min(R2)|+ ...+ |Min(Rn)|.

(b) α(Γ(Spec(R), S)) = |Max(R1)|+ ...+ |Max(Rn)|.

(c) ω(Γ(Spec(R), S)) = Max{ω(Γ(Spec(R1), S1)), ..., ω(Γ(Spec(Rn), Sn))}.

Théorème 6.3.2. Supposons que R est un anneau noethérien réduit.
Le graphe complémentaire du graphe somme propre Γ(Spec(R), S) est
multi-partis complet si et seulement si R est un produit direct d’anneaux
locaux.

Preuve. Supposons que le graphe complémentaire de Γ(Spec(R), S)
soit multi-partis complet avec les ensembles de sommets V1, V2, ..., Vn.
Clairement, l’ensemble des sommets de Vi forme un sous-graphe com-
plet de Γ(Spec(R), S) pour 1 ≤ i ≤ n. Puisque le sous-graphe sur Vi est
complet, Vi a un idéal maximal. Il est également facile de voir que Vi a un
idéal maximal unique, dit M. Maintenant, considérons un ensemble A,
constitué de tous les idéaux premiers de R qui est contenu dans M. Nous
montrons maintenant que A = Vi. Soit P tout idéal premier de R tel que
P ⊆M . Il est clair que,P ∼M. Par conséquent, dans le graphe complé-
mentaire, P et M ne sont pas adjacents. Supposons que P ∈ Vj pour un
certain i 6= j. Puisque le graphe complémentaire de Γ(Spec(R), S) est
multi-partis complet, P ∼ M dans le graphe complémentaire. Puisque
P ∼M dans Γ(Spec(R), S), contradiction. Donc A = Vi. Puisque R est
un anneau noethérien, R a un nombre fini d’idéaux premiers minimaux.
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Soient P1, P2, ..., Pm les idéaux premiers minimaux de R. Clairement,
pour chaque i, il existe au moins un j tel que Pj ∈ Vi. Soit Pi1, ..., Pir

sont des idéaux premiers minimaux tels que Pi1, ..., Pir ∈ Vi. Puisque
V (Pi1)∪V (Pi2)∪ ...∪V (Pir) = V (Pi1 ∩Pi2 ∩ ...∩Pir), on peut montrer
que V (Pi1 ∩ Pi2 ∩ ...∩ Pir) = Vi. Soit P un idéal premier quelconque de
R tel que P ∈ Vi c’est-à-dire P ⊆M. Si P est un idéal premier minimal
de R, alors clairement P ∈ V (Pi1 ∩ Pi2 ∩ ... ∩ Pir). Supposons que P
n’est pas un idéal minimal premier de R. Puisque P n’est pas un idéal
minimal premier, il existe un idéal minimal premier de R, noté Q tel que
Q ( P . Si Q ∈ {Pi1, ...., Pir}, alors clairement P ∈ V (Pi1∩Pi2∩...∩Pir).
Supposons que Q 6∈ {Pi1, ...., Pir}. Comme Q ⊆ M et que Q est mini-
mal, donc Q = Pik pour quelque 1 ≤ k ≤ r ce qui est une contradiction.
Par conséquent, P ∈ V (Pi1 ∩ Pi2 ∩ ... ∩ Pir). Soit P un idéal premier
quelconque contenant Pik pour un certain 1 ≤ k ≤ r. On montre que
P ⊆ M c’est-à-dire que P ∼ M dans le graphe Γ(Spec(R), S). Sup-
posons que P n’est pas adjacent à M dans Γ(Spec(R), S). Puisque R
est un anneau commutatif avec unité, il existe un idéal maximal M1

de R tel que Pir ⊆ P ⊆ M1. Puisque P ⊆ M1, il existe un chemin
M1 ∼ Pik ∼M1 dans Γ(Spec(R), S). Comme le graphe complémentaire
de Γ(Spec(R), S) est multi-partis complet, M, M1 et Pik appartiennent
au même ensemble de sommets Vi. Puisque Vi a un unique idéal maxi-
mal M, il y a contradiction. Donc V (Pi1 ∩ Pi2 ∩ ... ∩ Pir) = Vi. Soit
Ii = Pi1 ∩ Pi2 ∩ ... ∩ Pir pour 1 ≤ i ≤ n. Alors il est clair que Spec(R)
est une union disjointe de sous-ensembles fermés en nombre fini. Il est
facile de voir que chacun des Ii est un idéal co-maximal de R. Puisque
R est un anneau réduit, on a R ∼= R/I1 × ...×R/In. Clairement, R/Ii
est un anneau local.
Or inversement, d’après le théorème 6.3.1, le graphe Γ(Spec(R), S) est
une union disjointe de sous-graphes Γ(Spec(Ri), Si) pour 1 ≤ i ≤ n.
Puisque chaque Ri est un anneau local, par le théorème 6.2.1, chaque
Γ(Spec(Ri), Si) est un graphe complet. Par conséquent, le graphe com-
plémentaire de ΓS(Spec(R), S) est multi-partis complet. �

Corollaire 6.3.4. Le graphe complémentaire du graphe somme propre
Γ(Spec(R), S) est complet si et seulement si R est un anneau Artinien.
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Conclusion

En somme, la théorie algébrique des graphes sont un ensemble de
notions fondamentales qui permettent de traiter et modéliser des pro-
blèmes multiples tels que le plan de métro, la carte de lignes ferroviaires
ou aériennes, le plan électrique ou le circuit électronique etc. Ainsi, tout
le monde sait plus ou moins intuitivement ce qu’est un graphe ; toute-
fois, entre la vague notion d’un schéma incluant des « points » et des «
trajets », il y a une longue élaboration des concepts, et en particulier le
choix d’une terminologie bien précise.

En fait, l’étude de la théorie algébrique des graphes requiert de pas-
ser en revue plusieurs formes algébriques. D’abord, nous avons basé sur
les matrices correspondantes a fin d’associer leurs propriétés avec celles
des graphes,pour ensuite exploiter les valeurs propres comme étant un
indicateur de certains types fondamentaux de graphes, puis , nous nous
sommes servi de l’espace vectoriel en le mettant en corrélation avec les
cycles et les co-cycles d’un graphe puisqu’ils partagent en commun les
mêmes caractéristiques. Enfin, nous avons défini des graphes a partir
des éléments d’un anneau pour conclure la relation qui les unissent.

Cette étude peut s’élargir a d’autres champs algébriques pouvant aussi
nous apporter une idée sur la propriété d’un graphe a savoir le polynôme
minimal.
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